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iTilST-PROPOS 


L'ensoignement  dea  uuUi^nutiques  a  subi  récemment,  pre*que 
en  tous  pays,  une  trausfocoutioii  remarquable..  C'étaibot  nagaàre 
la  structure  de  la  d^monetcation,  l'oichaiaeraeiit  io^wccabls  des 
propositiuas  <yû  préoccu^ient  nos  maittea,  fidèles  en  cela  k  la 
tradition  cudidienoe.  Ajijoucd'bui  ou  vise,  au  cootraire,  è  rendre 
<  intuitives  »  les  conceplioiU'  mathématiques,  c'est-à-dice  à  les 
présenter  sous  une  Eocme  vivante  et  (mncràle  ;  on  ne  les  sépare  pat 
de  leurs  appiicationa,  et  l'on  espère  ainsi  faire  voir  qu'elles  ré- 
pondent à  des  beaoias  réels,  qu'elles  ne  sont  pas  de  simples  échuf- 
faudages  de  Hyllogiâmw,  tiaborés,  &k  des  boures  de  désœuvrernsnt, 
par  des  esprits  subtils  et  maniaques.  Le  point  de  vue  des  logiciens 
et  celui  des  intuitioanistes  présentent  des  avantagea  différents.  Les 
'  premiers  l'ont  des  Mathématiques  uœ  école  sans  pareille  de  rai- 
sooneoieat  déductif  :  il  sat  vrai  que  l'art  de  raisonner  n'eat  poîat, 
pour  une  société  d'homraas:  d'accu,  te  plus  nécessaire.  Les  ae> 
couda  forlifient  le  lien  qui  unit  la  science  pratique  à  la  sctenee 
théorique  et  ils  sauvent  ainsi  cette  demi&re  du  discrédit  qui  la 
menace  ;  ajoutons  que,  dans  l'enseignement  élémentaire,  la  supé- 
riorité de  leur  méthode  parait  incontestable. 

Il  est  un  point,  cependant,  sur  lequel  logiciens  et  intuitionnistes 
ss  renciMitrent.  Les  uns  et  les  autre»  ont  en  vue  l'utilité  indirecte 
de  la  culture  scientifique  —  soit  pour  la  formation  de  la  raison, 
soH  ponr  l'éducation  de  l'ingénieur  ou  de  l'homme  en  général  — 
et  non  pas  l'étude  désintéressée  des  notions  malliématiques  elles- 
mêmes.  A  la  valeur  spéculative  de  ces  notions,  à  la  richesse  de 
leur  cotttemi,  à  leurs  affinités,  au  râle  qu'elles  jouent  dans  la 
science  rationnelle,  ils  ne  prêtent   qu'une  attention   secondaire. 
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VIII  AVA^T-PHOPOS 

Serait-ce  donc  que  les  'niées  matliématîques  ne  valent  que  par  la 
manière  dont  elles  sont  enlîlées  ou  par  l'usage  pratique  qu'on  en 
peut  faire  ? 

Ce  n'est  point  li,  certainement,  ce  que  l'on  a  pensé;  mais  la 
science  théorique,  considérée  en  elle-même,  —  l'Analyse  pure, 
comme  on  a  l'habitude  de  l'appeler  —  n'est  susceptible  d'inté- 
resser qu'une  minorité  d'individus  dont  ks  programmes  d'études 
ne  peuvent  point  ou  guère  tenir  com[Ae. 

C'est  &  cette  minorité  —  non  négligeable,  il  s'en  faut  —  que 
s'adresse  le  présent  ouvrage.  Futurs  professeurs  de  mathématiques  ; 
étudiants  qui  ont  reçu  une  éducation  principalement  u  intuitive  », 
ou  technique,  et  qui  ont  le  désir  delà  compléter;  philosophes  d'ori- 
gine dont  l'attention  est  attirée  vers  les  sciences  —  il  est,  croyons- 
nous,  un  certain  nombre  de  personnes  qui  aimeraient  à  jeter  un 
coup  d'œil  d'ensemble  sur  l'Analyse  mathématique,  qui  sont  cu- 
rieuses d'en  connallre  la  signification  intrinsèque  et  l'évolution 
historique.  Peut-être  pourrons-nous  faciliter  la  tâche  de  ces  per- 
sonnes en  cherchant  k  donner,  sur  un  plan  élargi,  un  pendant  et 
une  suite  aux  Notions  de  Maihémaliqaes  de  Jules  Tanncry  ('), 

De  l'Analyse  mathématique  nous  avons  surtout  en  vue  le  con- 
tenu. Ce  sont  les  faits  mathématiques,  étudiés  objectivement  et 
pour  eux-mêmes,  qui  retiendront  notre  attention  plutôt  que  les 
procédés,  souvent  artiQciels,  par  lesquels  ces  faits  sont  découverts 
et  contrôlés.  Aussi  laisserons-nous  de  côté  —  tout  en  en   faisant 


(')  Delagrave,  5«  ëdit.,  1910.  —  Il  n'existe,  croyonî-nous,  aucun  ou- 
vrage qui  réponde  d'une  [atoa  complète  au  beioin  que  nous  signalons 
ici,  mais  il  en  est  d'excellents  où  les  pcrwnnes  déjà  quelque  peu  au 
courant  des  mathématiques,  pourront  apprendre  beaucoup.  Telles  sont 
les  leçons  sur  les  mathématiques  élcmentairea  {Ekmtntarmalhtmat. 
vom  hâheren  StandpunkI  am)  de  Félix  Klein,  où  l'on  retrouvera  la  marque 
de  ce  prestigieux  talent  qui  rend  l'enBcigncment  de  M.  Klein  si  vivant 
et  attachant.  Nous  devons  signaler  aussi  le  récent  ouvrage  de  M.  Léon 
BruDschvicg  (Lu  ilaptt  de  la  philosophie  mat/Unutlique,  X\iian,  iijiijqui 
est  sans  doute  l'étude  philosophique  la  plus  complète  et  la  plus  sugges- 
tive à  laquelle  ait  donné  lieu  de  nos  jours  l'Analyse  ma ttkéma tique.  Noui 
«vons  nous-mSme  mis  fréquemment  à  profit,  dans  notre  travail,  la  lec- 
ture de  ce  livre  et  les  conseils  que  M.  Brunschvicg  a  bien  voulu  nous 
donner  personnellement. 
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AVAST-PROPOS  IX 

connaître  le  principe  quand  faire  se  pourra  —  les  démoDfltrations 
de  nombreuses  propositions  :  propositions  qu'une  première  ap- 
proximation nous  permet  de  regarder  commedes  axiomes  évidents, 
ou  qui  sont  très  élémentaires,  ou,  ne  peuvent  être  obtenues  —  au 
contraire  —  que  par  des  voies  difficiles  ou  détournées.  Nous  passe- 
rons également  sous  silence  certaines  théories  spéciales,  qui 
peul-^tre  sont  1res  utiles  dans  les  mathématiques  apphquées,  mais 
qui  n'ajoutent  rien  h  la  physionomie  de  la  science.  La  géométrie, 
par  exemple,  devenue  aujourd'hui  une  simple  apphcation  de 
l'Analyse,  occupe  dans  eut  ouvrage  une  place  restreinte  :  elle  devait 
cependant  y  figurer  h  cause  du  rdie  prépondérant  qu'elle  a  joué 
dans  la  formation  des  mathématiques  pures. 

A  ces  restrictions  près,  le  présent  ouvrage  contient,  ou  peu  s'en 
faut,  toutes  les  matières  sur  lesquelles  porte  le  cours  de  mathéma- 
tiques générales  professé  dans  nos  Facultés  des  Sciences,  Il  en  dé- 
passe d'ailleurs  notablement  le  cadre,  car  il  touche  par  quelques 
endroits  &  certains  chapitres  de  l'Analyse  moderne  la  plus  élevée, 
et  il  reprend,  d'autre  part,  la  science  mathématique  h  son  origine, 
à  son  principe,  afin  d'en  présenter,  autant  que  faire  se  pourra,  un 
tableau  d'ensemble. 

Mais,  encore  une  fois,  c'est  uniquement  le  cdté  spéculatifde  la 
science  que  nous  allons  envisager.  Le  lecteur  qui  voudrait  se  fami- 
liariser avec  les  méthodes  algébriques  et  analytiques  devra  recourir 
aux  traités  spé<.-iaux  ('),  qui  seuls  pourront  lui  donner  la  technique 
et  l'habitude  du  calcul  sans  lesquelles  il  n'est  pas  de  vrai  ma- 
thématicien. 


(')  Il  eit  inutile  d'énuméroT  les  nombreux  trailéa  de  mathéma tiques 
générales  dont  diipoient  aujourd'hui  ceux  qui  veulent  étudier  lei  prin- 
cipe* de  l'Analyie.  Le  débutant  qui  voudra  s'aider  du  secours  de  la  mé- 
thode <  intuitive  *  pourra  se  référer  au  Cours  <U  Malhimatiquea  de 
H.  Emile  Borel  (Colin,  éditeur)  ou  au  récent  ouvrnf^e  de  M.  Sainto- 
L^gaS  :  iHircduction  au  cour'  de  Malhémaliqura  Linirale»  (Hetmann, 
éditeur,  i<|i3l.  Aceux,  d'auUe  paît,  qui,  dans  le  domaine  des  malhé- 
tnaliques  élémentaires,  s'intéressent  à  l'enchaînement  logique  et  A  la 
perfection  formelle  des  propositions,  on  ne  saurait  indiquer  de  meil- 
leurs guides  que  les  Leçons  d'Arilkmitique  de  Jules  Tannery  et  les 
LeçoTU  dé  Géométrie  de  M.   Hadamard  (Colin,  éditeur). 
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AVABr*-mopos  - 


Je  n'entreprondrai  point' d'expliquer  ïoî  le.  détail  du  plan  et  Ië 
division  dei  matières  que  j'ai  adoptés.  Je  me  réserre- d'en' donner 
la  raisonet'de  oberofaer&'leBJurtilier  chemin  fBÎstmt'C).  En  gros 
l'on  pent  dire  qne  !«'  préseaf  tome  contient  ce  qui  a  trait  aux 
éléments'  de  l'arithmétique,  de  la  géométrie  et  de  l'algèbre^  y 
compris  le  calcul  des  dérivée»  et  la  théorie  élémentaire  da»  équa- 
tions  diffêrentiellef  :  Ifo  tome  II  sera  pnncipalbment  consaoré  à'  1» 
géométrie  analytique,  auic  quantités  imaginaires  et  mnc  dé*elop' 
pements  en  séries',  h  la  logique  des  mathématiques  et.  au'  caltrui 
infinitésimal. 

Pour  réaliser  mon  programme,  je  devais  évidemment  acoorder 
une  largo  place  k  l'histoire.  Ici  encorei  o^>endant,  il  fallait'me 
résigner  à  âtre  incomplet.  Je  n'ai  guère  pu  donner  que  des  aperçus 
snr  les  tendances  principales  des  diverse»  époques  et  des  difficultés 
écoles  de  mathématiciens,  sur  les  moments  les  plue  significatifs-, 
—  les  tournants»  comme  on  dit  quelquefois —  de  l'évolution  de  I» 
science.  J^éclairerai  ces  aperçus  par  de  nombreuses  citations  ori- 
ginales, et  j'insérerai  çk  et  \h  quelques  brèves  indications  snr 
l'histoire  des  inv«itions  et  des  découvertes  les  plus-natsb)ë&  Enfin, 
l'on  trouvera  à  la  fin  du  tome  II  un  Appendice  historique  contenant 
une  série  de  aoles  biographiques  et  bibliographiques  sur  les  prin- 
cipmix  mathématiciens  antérieurs  à  iâ5o  ('). 

IJQ  lexique  général  terminera  cet'  ouvrage  et  permettra  de  re- 
trouver Tacilement  les  diverms  indications  historiques,  comme 
aussi  les  définitions  des  terme»  techniques  et  les  propositions  fon- 
damentales, qui  y  sont  contenues. 

C'est  dire  que  si  le  présent  livre  prétend  être  un  exposé  systé- 


(')  £i)  partioulier,  dans  le  premier  chapitre  du  Tro\aiim«  Livre  qui  ee 
trouvera  dans  le  tome  Ih 

{*)  Le*  Tonswsnenieiits  reUtib  aux  mathématidDiiB  d'importance  «•- 
condaini  ne  figurant  pa*  dans  \'Appenâic«  hUlarique  seront  donnfe  ou 
rappelés  dans  le  lexique  général  qui  terminera  le  tome  II.  Afin  de  per* 
mettre  au  lecteur  de  se  reporter  facilement  aux  éditions  originale*  des 
ouvrages  ancâensi  nous  indiquerons  le  plus  souvent  possible  (dans  Isa 
Dotes  et  dsow  VApptndice  kistoriqu»}  les  cotes  que  portent  les  exem- 
plaires de  ces  ouvrages  coniervés  ù  la  Bibliothèque  Nationale  dA  Bans.. 
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Tnatique  de  la  science,  —  et  qui  dit  systématique,  dit  jusqu'à  un 
certain  point  subjectif,  —  si  (noua  l'espérons  du  moins)  il  remue 
<]uelque3  idées  et  invite  h  la  réflexion  phtlosopliique,  son  premier 
objet  n'en  est  pas  moins  de  fournir  des  renseignements  objectifs 
et  de  servir  de  répertoire  aux  débutants  en  mathématiqdes. 

Il  me  reste  k  remercier  tous  ceux  qui  m'ont  aidé  dans  mon  en- 
treprise: M.  Brunschvicg,  M.  Buhl,  M.  Rivaud,  M.  Turriire,  qui 
m'ont  adressé  sur  de  nombreux  points  des  observations  utiles; 
M.  Hermann,  à  qui  je  dois  une  reconnaissance  particulière  pour 
ses  aimables  encouragements  et  les  soins  qu'il  a  apportés  à  la  pu- 
blication de  ce  volume. 
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LES    PRINCIPES 
DE    L'ANALYSE    MATHÉMATIQUE 

RXPOSft  HlSTOniQUR  ET  CRITIQUE 


LIVRE  PREMIER 

CONSTATATION  DES  FAITS 


CHAPITRE  PREMIER 


LES    NOMBRES 


-  Le  inonde  des  nombres 


1.  —  «  Il  conviendrait,  —  dit  Platon  au  VII*  livre  de  la 
République,  — il  conviendrait  de  faire  une  loi  et  de  persuader  en 
même  temps  ceux  qui  sont  deslinés  à  remplir  les  premières 
charges  de  l'Etat  de  se  livrer  k  la  science  du  calcul,  non  pas  pour 
ea  faire  une  étude  superHcielle,  mais  pour  s'élever,  par  le  moyen 
de  la  pure  intelligence  k  la  contemplation  de  l'essence  des  nom- 
bres (')  n.  Ce  projet  ferait  sans  doute  sourire  les  politiciens  d'au- 

(')  Et  oinai,  grlce  6  l'étude  de«  nombres,  l'ime  sera  conduite  de  la 
■phân  dea  chœei  périasablea  i  celle  de  la  vérité  et  de  l'£tre  {Ripubli^u, 
lir.  VII,  535  bc). 

-  Lct  Principal  da  I'AdiIjh  malhémitigua,  ■ 
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jourd'hui,  mais  il  nous  Tait  bien  connaître  l'état  d'esprit  des 
savants  grecs  k  qui  il  est  donné  de  contempler  pour  la  première 
fois  le  monde  merveilleux  des  nombres.  Monde  non  pas  fictif,  mais 
véritable,  car  les  nombres,  essences  étemelles,  ont  une  réalité  plus 
profonde  que  les  objets  éphémères  perçus  par  dos  sens.  Nous  ne 
construisons  pas,  comme  on  ponrrait  croire,  les  théorèmes  de 
l'arithmétique  :  nous  les  voyous  grâce  À  une  mystérieuse  faculté 
de  divination  que  nous  trouvons  en  nous  et  que  les  philosophes 
appellent  ic  intuition  intellectuelle  ». 

Tel  était  le  point  de  vue  de  Platon,  tel  était  plus  anciennement, 
celui  des  P)l)iBgoviclËns  qui  furent,  à  proprement  parler,  les  fonda- 
teurs de  la  science  rationnelle  ('). 

Certes  il  n'est  pas  douteux  que  l'art  du  calcul  avait  déjà  atteint 
en  Orient  un  haut  degré  de  perfection  lorsque  les  Grecs  commen- 
cèrent à  s'y  appliquer  méthodiquement  (au  vit*  ou  au  vi°  siècle 
av.  J.-C).  Des  témoignages  précis  en  font  foi,  dont  quelques  uns 
remontent  à  une  époque  fort  reculée  :  tel  le  Manuel  d'Ahmes  (<), 
où  nous  est  révélée  la  science  égyptienne  d'il  y  a  quatre  mille  ans  ; 
telles  aussi,  i>eut  iJtre,  certaines  inscriptions  babyloniennes  ({u'on 
nous  dit  être  du  xsV  siècle  avant  l'ère  chrétienne.  Mais,  quelles 
que  fussent  ses  ressources,  la  science  des  Egyptiens  et  des  Baby- 
loniens n'élait  en  somme  qu'un  recueil  de  règles  et  d'artifices  se 
rapportant  à  des  problèmes  pratiques  :  c'est  pourquoi  Platon  refu- 

['}  Cf.  Le  Rationnel  (r89S)  et  les  autres  ouvrages  de  M.  G.  Mii.haud. 

(']  Ce  manuel  a  été  public  et  traduit  (d'après  le  Papyrus  likind  du 
Mulée  Britannique)  par  ElSE^LOHR  :  Ein  matkematUdtea  Handbueh  der 
alten  JEgypten,  Leipzig,  1877.  On  suppose  qu'il  a  été  écrit,  entre  ■iaaa 
et  1700  av.  J.-C,  pour  des  architectes,  des  ing.'nieurs  et  des  arpenteurs. 
L'auteur,  Abmet,  se  borne  à  énoncer  des  règles  de  calcul  qui  donnent  la 
solution  des  problèmes  concrets  les  plus  usuels  :  ■  règle  pour  calculer 
un  fruitier  rond  i>,  t  règle  pour  calculer  un  champ  n,  problèmes  de  par- 
tage, calcul  du  rendement  en  pain  de  certains  volumes  de  farine, 
calcul  de  la  nourriture  absorbée  pur  les  oies  et  les  bceufs.  Cependant 
t'analyse  de  ces  diverses  règles  nous  donne  une  idée  approximative  des 
connaissances  théoriques  du  calculateur  cgj'pticn.  Il  sait  en  quoi  consistent 
les  quatre  opcralioni  quoiqu'il  ne  paraisse  pas  très  e^ipert  dans  la  pra- 
tique de  la  mullipli cation  et  surtout  de  la  division  ;  il  manie  des  Iiaction* 
de  numérateur  i  ;  il  connaît  les  progressions  ;  il  résout  mêmes  certaines 
équations  du  premier  degré  dont  les  coeCndents  sont  des  nombres  entiers 
ou  des  fractions  [siide  Deux.  Lw.).  En  soœmo  Auxbs  connaît,  de  l'Ari- 
Ibmétique,  ce  qui  est  indispensable  pour  la  pratique  du  calcul;  la 
science  spéculative  et  désintéressée  lui  est  étrangère. 
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Bail  À  ces  peuples  le  nom  d'amis  de  la  science.  A  Pytfaagore,  et  aux 
pbilosopltes  grecs  en  général,  i-eWent  l'iionneur  d'avoir  distingué 
et  opposé  l'une  à  l'autre  VAritkinélique  théorique  et  la  Lo()islique 
ou  art  du  calcul. 

a.  Qa'est-6*  qu'un  nombra?  —  On  a  beaucoup  discuté  et 
l'on  discutera  longtemps  encore  sur  l'origine  et  la  signification 
logique  de  la  Dotion  de  nombre.  Fort  heureusement  cette  notion 
est  de  celle»  qui  se  passent  de  définitions  et  de  commentaires. 
Depuis  l'époque  reculée  où  l'humanité  a  appris  à  compter,  le 
nombre  est  devenu  l'une  des  données  fondamentales  sur  lesquelles 
travaille  notre  pensée,  donnée  si  immédiate,  si  claire  h  rinlelli- 
gence,  qu'en  cherchant  k  l'analyser,  nous  ne  rûiississon»  tout 
d'abord  qu'à  l'obscurcir.  C'est  pourquoi  l'Ariltimélique  a  pu 
s'édiiier  sur  des  déQoilious  verbales  et  incomplètes,  et  n'en  être 
pas  moins  tenue  dans  tous  les  temps  pour  la  science  parfiiite  par 
excellence. 

Soit  une  collection  d'objets,  par  exemple  un  tas  de  pommes  de 
même  grosseur.  Cette  collection  ou  tas  définit  un  nombre  cardinal, 
lequel  est  plus  ou  moins  grand  suirant  que  le  tas  est  plus  ou  ntoias 
gros.  Formons  en  particulier,  et  rangeons  devant  nous  une  file  de 
t*s  de  pommes  comprenant  respectivement  une  pomme,  puis  deux 
pommes,  puis  trois  pommes,  etc.  Cette  (île  de  tas  défmit  une  suite 
de  nombres  dont  nous  poiiv<Hts  comparer  les  grandeurs  relatives. 
Chaque  tas  contient  une  ptHume  de  plus  que  le  tas  précédent, 
une  pomme  de  mcwis  que  le  tas  suivant.  Chaque  tas  est  plus 
grand  que  tous  les  tas  précédents,  plus  petit  que  tous  les  tas 
suivants. 

La  siùle  de  nombres  qoe  nous  définissons  au  moyen  d'un  Us  de 
pommes,  nona  pourrions  aussi  la  défmir  au  moyen  d'un  las  de 
poires  on  d'un  tas  d'objets  quelconques.  C'est  pourquoi  nous  di- 
sons qu'  «  un  nombre  cardinal  est  une  collection  d'objets,  dîslincts, 
mais  quelconques,  de  la  nature  desquels  on  fait  abstraction  ». 
Nous  conviendrons  d'appeler  «  uiulés  »  ces  objets,  sur  lesquels 
nous  sommes  en  état  de  raisonner  lors  même  que  nous  les  avons 
dépouillés  de  toute  qualité  physique. 

Tfous  appellerons  «  suite  croissante  des  nombres  cardinaux  n  la 
suite  des   nombres  qui  comprennent  respectivement  une  unité. 
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puis  deux  unités,  puis  trois  unités,  etc.  Cette  suite  contient  tous 
les  nombi'cs  cardinaux,  —  que  l'on  désigne  précisément  par  les 
mots  :  lin  ('),  deux,  trois,  quatre,  etc.  Chaque  nombre  est  supé- 
rieur h,  tous  les  nombres  qui  le  précèdent  dans  la  Huite  et  inférieur 
k  tous  les  nombres  qui  le  suivent.  Chaque  nombre  surpasse  iTune 
unité  le  nombre  précédent.  Cliaque  nombre  ne  figure  qu'une  fois 
dans  la  suite. 

Dans  la  suite  croissante  des  nombres  cardinaux,  chaque  nombre 
a  un  ranff-qui  est,  par  définition,  le  «  nombre  ordinal  n  corres- 
pondant. Ainsi,  tin  est  le  premier  nombre,  deux  est  le  second 
nombre,  etc.;  par  conséquent  :  au  cardinal  un  correspond  l'or- 
dinal premier,  au  cardinal  deux  correspond  l'ordinal  second,  et 
ainsi  de  suite. 

Le  mot  «  nombre  »  non  autrement  spécifié,  —  on  «  nombre 
naturel  »  —  signifie  en  Arithmétique  n  nombre  cardinal  n,  et 
c'est  en  ce  sens  que  nous  l'emploierons  dans  les  premiers  para- 
graphes de  ce  chapitre. 

3.  —  Four  raisonner  sur  les  nombres,  nous  les  représentons 
par  des  signes  graphiques  ou  des  figures.  Mais  ces  symboles  ne 
sont  que  des  images  conventionnellfs,  images  que  nous  substi- 
tuons aux  nombres  abstraits  afin  de  donner  prise  sur  eux  k  nos 
sens  et  de  les  fixer  dans  notre  mémoire.  Les  propriétés  des  nom- 
bres ne  sont,  en  réalité,  nullement  condilionnées  par  les  signes  de 
l'arithmétique,  et  elles  restent  immuables  tandis  que  ces  signes 
vari.mt  suivant  les  habitudes,  les  préférences,  la  langue,  des  indi- 
vidus ou  des  peuples. 

L'arithméticien  se  gardera  donc  d'exagérer  l'importance  des 
signes,  et  il  ne  leur  attribuera  pas  d'autre  vertu  que  celle  de  la 
simplicité.  C'est  ainsi  que  les  Pythagoriciens  représentaient  sou- 
vent les  nombres  au  moyen  de  files  ou  de  groupes  de  points. 


(')  L'unité,  pendant  longtompa,  ne  fut  point  coniidérée  comme  un 
nombre,  malt  seulement  comme  l'origine  des  nombres.  C'est  ce  que 
TiiÉoN  DE  SuYtiM  (auteur  d'un  ouvrage  intitulé  :  Ce  qui  en  malhima- 
tique  tel  utile  pour  la  lecture  de  Platon,  ii*  siècle  av.  J.-C]  exprime  en 


.ï  Google 


LE   UO^DB    DES    NOUBRES  5 

le  point  leur  apparaissant  comme  l'objet  lo  plus  simple  qui  pAt 
servir  à  figurer  l'unité  ('). 

Mais,  (lerrièi-e  ces  points  assemblés,  que  de  choses  ne  voyaient 
pas  les  Pythaf;oi'iciens  I  On  sait  qu'ils  attribuaient  une  signiRca- 
tion  mystique  aux  oppositions  que  nous  révèle  l'Aritlimétique  :  un 
et  multiple,  pair  et  impair,  carré  et  hétéromèquc  (*).  Pour  eux, 
tes  nombres  sont  des  êtres,  doués  de  qualités  et  presque  de  senti- 
ments. Il  y  a  des  nombres  parfaits  :  ce  sont  ceux  qui  sont  égaux  à 
la  somme  de  leurs  diviseurs  (ou  parties  aliquotes,  vide  a'  28)  ; 
ainsi  6  =  i  -H  a  -f-  3;  38  =  i  H-  a  -f-  i  +  7  -t-  i-'i.  Il  y  a  des 
nombres  amis  (')  (ou  amiables  çU^i  àptDiiti)  :  ce  sont  les  couples 
de  nombres  dont  chacun  égale  la  somme  des  diviseurs  de  l'autre  ; 
ainsi,  320  et  aS^,  puisque  aao  —  i-t-a  +  4  +  7i+  i4a,  et 
384  ^  I  H-  a  +  i  -(-  5  +  10  +  1 1  -h  30  -H  aa  -H  44  -j-  55  4-  1 10. 
Mais,  la  merveille  des  merveilles,  c'est  le  nombre  dix.  «  Dix  (^), 
—  écrivait  Speusipi»,  neveu  et  disciple  de  Platon,  —  dix  est  par- 
fait, et  c'est  ù  juste  titre,  et  conformément  à  la  nature,  que  les 
Hellènes  se  sont,  sans  préméditation  aucune,  rencontrés  avec  tous 
les  hommes  de  tous  les  pays,  pour  compter  suivant  ce  nombre; 
aussi  possède-t-il  plusieurs  propriétés  qui  conviennent  k  une  telle 
perfection  ».  En  elTet,  le  nombre  dix  renferme  autant  de  nombres 
pairs  que  de  nombres  impairs  (cinq),  il  renferme  autant  de  nom- 
ces  lermeg  :  oûii  81  *,  itivài  àpiOi^ô;  iXii  àpï^  àp'dftoÙ.  Dans  VArilkmi- 
tùpie  de  StuoN  Stevin,  par  contre,  en  iS85,  nous  trouvona  uae  longue 
diicunion  logique  «yant  pour  objet  d'établir  :  Que  Vunili  est  un  nombre 
(p.  1-2).  —  Cf.  La  Logique  de  Port-Royal,  1663,  IV'  part.,  chap.  v. 

{']  EucLiDB  reprësentait  lei  nombres  par  des  longueun  et  déduisait 
leun  propriétés  de  mHm  des  figures  géométriques.  L'Arithmétique  appa- 
raît ainsi,  dam  son  traité,  comme  une  suite  de  U  Géométrie.  Ce  mode 
d'exposition,  —  en  ce  qui  conoorne,  du  moins,  les  nombres  cardinaux,  — 
ne  paraît  pas  être  conforme  à  la  tradition  pythagoricienne   et  platonî- 

(*)  Un  nombre  a  est  carré  s'il  existe  un  nombre  n  tel  que  a  =  n  x  n; 
un  nombre  a  est  hétéromique  s'il  existe  un  nombre  n  tel  quea==nx  ("-l-  )}■ 
Nous  verrons  plus  loin  (il  et  rj)  que  n'  égale  la  somme  des  n  premiers 
nombres  impain,  tandis  que  n  x  (n  +  i)  est  la  somme  des  n  premiers 
nombres  pairs. 

(')  Ces  nombres  étaient  connus  des  Néo- Pythagoriciens,  sinon  de  Pv- 
TBAGORK  luî-même. 

(')  Cité,  d'après  les  Thiologoumènea  de  Jamblique,  par  Paul  Tannbry  ; 
Pour  l'hietoire  de  la  Sdenee  HtUène,  p.  386. 
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bres  premiers  (i,  a,  3,  5,  7)  que  de  nombres  iion-promîers  (î,  6, 
8,  9,  10) vil  esterai  a  la  somme  des  quatre  premiers  nombres 
(10  ^=  I  H-  2  4-  3  -H  4)  ;  et  il  a  bien  d'antros  propriétés,  dont 
Spensippe  fait  l'éniimération. 

De  tous  temps  l'étude  des  nombres  entiers  a  eu  des  adeptes 
passionnés  ;  et,  si  elle  donne  rarement  lieu  à  des  applications 
pratiquement  utilisables,  elle  n'en  a  pas  moins  pi-ocuré  les  jouis- 
sances les  plus  pures  à  ceux  qui  lui  ont  consacré,  soit  leurs  loi- 
sirs, comme  au  xtii*  siècle  l'académicien  et  poète  Bacbet  de 
Méziriac  ('),  comme  le  conseiller  au  parlement  de  Toulouse,  Pierre 
de  Fermât  ('),  —  soit  une  part  de  leur  activité  professionnelle, 
comme  nos  contemporains  Cbarles  llermile  ou  David  Hitbert. 


2.  -~  Les  opérations  fondamentales 

4.  —  On  dit  qu'on  effectue  une  opération  lorsque,  suivant  une 
règle  déterminée,  on  déduit  de  plusieurs  nombres  donnés  un 
nombre  ou  un  système  de  nombres  appelé  reniflai  de  l'opéra- 
ûon.  Effectuer  une  opération,  c'est  calculer. 

Toute  opération  se  traduit  par  une  éjalilé  :  on  écrit  que  le  résul- 
tat de  l'opération  (indiquée  au  moyen  d'un  symbolisme  convenu) 
égaU  (=),  c'est  à-dire  :  a  pour  valeur,  tel  ou  tel  nombre  déter- 
miné. 

Comme  les  Grecs  et,  plus  tard,  les  Hindous  (*),  nous  distin- 

(')  Vide  inira,  n"  'J7,  aS. 

(*)  Vide  inIra,  %  4,  paaiim. 

C)  Par  l'interntédiairc  du  mondi'  arabe,  les  HÏDdoua  ont  exercé  lur 
notre  ariUimélique  uno  inRueace  d'autant  plua  grande  que  nous  teur 
avons  emprunté,  ou  à  peu  pr£i,  leur  système  de  numération  (numération 
de  position,  voir  l'n/ra,  u°  4'2]-  Les  Irais  grands  noms  de  l'arilhmétiquo 
hindoue  sont  ceux  d'AnvABiiATA  (né  en  47''  ap.  J.-C.J,  Bbauma- 
GOUPTA  (ué  en  âgS),  Bhaskara  (ne  en  iii4|-  Parmi  les  savants  arabes 
<]ui  initièrent  l'Occident  à  la  science  hindoue,  le  ptincipal  est  Mo- 
BAHMED-lBn-MousA-AL-KuwAnizMi  qul  vécut  à  Bo^ad  et  à  Damai 
dan*  la  première  moitié  du  ix*  siècle.  Ce  savant  connu  surtout  par  son 
algèbre  (vide  in/ra,  a"  367).  est  l'auteur  d'un  traité  d'arithmétique  dont 
une  version  latine  {Algùritlimi  de  numéro  inderum)  a  été  publiée  par 
BoNCOHPAGM  [Tratlafi  d'arilhmelica,  Rome,  tSb-;;  le  mot  Algçriihmi  esl 
une  déformation  du  nom  d'At-Khouarizmi). 
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gaoTM  six  opérations  fondainenlalfts  :  l'addition,  la  souBtraclion, 
la  multiplication,  la  division,  l'élévation  aux  puissances,  l'extrac- 
tion des  racines.  Ces  opérations  peuvent  être  effectuées  indifTé- 
remment  sur  des  nombres  cardinaux  quelconques.  [Un  calcul 
doni  le  mécanisme  vuiicraïl  avec  le  choix  particulier  des  nombres 
sur  lesquels  on  opère  ne  pourrait  être  qualifié  d'opération  aritli- 
mélique] . 

Les  opérations  fondamentales  sont  devenues  si  familières  k 
l'humanité  que  l'écolier  le  plus  ignorant  de  la  science  des  nombres 
est  rompu  k  leur  praUque.  Il  nous  suffira  donc  de  rappeler  briève- 
ment en  quoi  elles  consistent  ('). 

Etant  donné,  d'ailleurs,  que  les  règles  des  opérations  ne  dé- 
pendent pas  de  la  valeur  des  nombres  sur  lesquels  elles  portent, 
nous  pourrons,  dans  l'énoncé  de  ces  règles,  désigner  les  nombres 
par  des  signes  convenus,  par  exemple  par  les  lettres  de  l'alpha- 
bet. Il  sera  entendu  qu'une  opération  définie  pour  (es  nombres 
a,  b,  c,..,  est  une  opération  qui  conserve  un  sens  lorsqu'on  rem- 
place les  signes  a,  b,  c,...  par  des  nombres  arbitrairement  choisis. 


6.  Addition.  —  Additionner  deux  nombres  cardinaux  a  et  b, 
c'est  trouver  un  nombre  a  qui  soit  égal  à  la  réunion,  ou  à  la 
somme,  de  a  et  do  b.  On  exprime  cette  délînition  de  a  en  écrivant 
l'égalité  {') 

a  =  a-hb     {»  égale  a  plai  b)  ; 

«  et  6  sont  dits  terme*  de  la  somme  œ.  —  Additionner  trois  nom- 
bres a,  b,  e,  c'est  trouver  un  nombre  j3  qui  soit  égal  à  la  somme 
de  a  [somme  de  a  et  b]  et  de  c  ;  on  écrira  donc  {')  : 

^  =  a  +  h  +  e  =  a  +  e  =  (a  +  b)  +  c. 

C)  La  pratique  des  opérations  a  été  en  usage  chez  les  plus  encieDS 
peuples  dvîliaéâ.  Cf.  le  manuel  d'AiiHBS  {vidi  supra  p.  3,  note  a). 

CI  Dass  cette  égalité,  a  eit  le  premier  mtmbrt,  a  +  b  «st  le  second 
membre.  D'une  manière  générale,  on  appelle  membre  d'une  égalité  l'eu- 
lemble  de*  lignes  placés  soit  à  gauche,  soit  à  droite  du  signe  =  (égale). 
Sur  l'origine  des  signes  +,  — ,  etc.,  voir  in/ra  n"  a68. 

Cj  Dana  cette  tgalili  la  parenthïse  indique  que  l'addition  de  a  et  b  est 
supposée  ef/ectuie  ;  si,  par  exemple,  a  =  2,  i  =  5,  c  =  3,  l'égalité  veut 
dire  que  2  +  5-1-3  égala  par  définition  la  somme  (a  H-  5)  4-  ï  ou  7  -I-  3. 
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De  la  même  manière,  on  définira  l'addilion  d'un  nombre  quel- 
conque de  termes. 

L'addition  est  dite  opéralion  uaiooque,  parce  qu'elle  conduit  à 
un  résultat  unique  parfoîtcment  déterminé  (deux  nombres  n'ont 
qu'une  somme). 

L'addition  est  dite  opération  commulative  parce  qu'on  obtient  la 
même  somme  lorsque  l'on  additionne  les  mêmes  termes  en  les 
prenant  dans  différents  ordres  :  exemple  :  a    i~  b  ^  b  -\-  o- 

L'addition  est  une  opération  associative  parce  qu'on  ne  modifie 
pas  la  valeur  d'une  somme  lorsqu'on  remplace  plusieurs  de  ses 
termes  par  leur  somme  eUectuée:  exemple:  {a-\-b)'+-c:^a-\-(b  +  c) 
[voir  p.  7,  note  3]. 

6.  Sonitraotion.  —  La  soustraction  est  une  opéralion  inverse 
de  l'addition.  Elle  a  pour  but,  étant  donnés  deux  nombres  iné- 
gaux a  et  6  (j'appelle  a  le  plus  grand,  b  le  plus  petit)  de  trouver  le 
nombre  d  qui  vérifie  l'égalilé  a  ^^  b  -i-  d.  On  dit  que  d  est  obtenu 
en  retranchant  ou  soustrayant  b  de  a,  et  l'on  écrit  : 

d  =  a  —  b     {d  égale  a  moins  b). 

Le  nombre  (/  est  appelé  différence  des  nombres  a  et  b. 

7.  Multiplication.  —  Soient  a  et  6  deux  nombres  cardinaux. 
(Considérons  la  somme  obtenue  en  additionnant  b  termes  égaux 
à  a,  et  soit  a  celte  somme.  Nous  dirons  que  a  est  le  produit  de  a 
par  b,  et  nous  écrirons  l'égalité  : 

a  =  a  X  b     ('  ^gale  a  maUii>lié  par  b), 

ou,  plus  simplement  (') 


l'opération  qui  nous  fournit  le  nombre  a  est  appelée  mullipUca' 
tion;  le  nombre  a  est  le  mulliplicande  de  la  multiplication,  le 
nombre  6  est  le  multiplicateur;  le  mulliplicande  a  et  le  mulUplî- 
cateur  b  sont  appelés,  aussi,  facteurs  du  produit  a. 


(')  Le  BÎgne  .  dant  1«  sent  de  X,  l'eraplois  surtout  lorsque  les  facteurs 
du  produit  sont  repréientés  par  des  lettres. 
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La  multiplication  est  une  opération  commulalive,  parce  que  le 
produit  de  a  par  b  est  égal  au  produit  de  b  par  a  ;  on  a 

a  X  b=r.b  X  a. 

Nous  pourrons  donc  sans  ambiguïté,  appeler  le  nombic  a  :  pro- 
duit des  deux  nombres  a  et  b. 

Le  produit  de  trois  nombres  (ou  trois  facteurs)  a,  b,  c,  sera,  par 
définition,  le  produit  du  produitenectué(<){a  x  6)  par  le  nombre  c 
On  définira  pareillement  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de 
facteurs. 

La  multiplication  est  une  opération  unlvoque  (voir  plus  haut  ce 
qui  concerne  l'addition).  C'est  une  opécalion  associative,  car  on  a 

(a  X  6}  X  c  —  a  X  (6  X  c). 

On  pourra  donc  définir  le  produit  ,3  des  trois  nombres  a,  b,  c. 
par  l'égalité  sans  parenllièees  ; 


La  multiplication  est  une  opération  dîstributive,  —  propriété 
exprimée  par  l'égalité  (') 

axib  +  c)  =  (axb)  +  (ax  '■). 

S.  DiTiiion.  —  On  confond,  sous  le  non  de  division,  deux 
opérations  différentes,  la  division  exacte  el  la  division  approchée. 

Division  exacte,  —  EFTecCuer  la  division  exacte  d'un  nombre  a 
par  un  nombre  plus  petit,  b,  c'est  trouver  un  nombre  q  qui  vérifie 
l'égalité 

q  X  b  =  a. 

Si  le  nombre  q  existe  (a  est  alors  nécessairement  supérieur  kb  et 
à  q),  il  est  appelé  quotient  de  a  par  b,  ou  rapport  de  a  à  6  ;  le 
nombre  a  est  appelé  dividende  de  la  division,  et  le  nombre  b 
diviseur. 


(']  La  parenthèas  a  toujours  la  mime  significalion,  qu'il  s'agiste  d'u 
produit  ou  d'une  Bomme  (cf.  p.  7,  note  3). 

(')  Cette  égalité  montre  comment  peuvent  ilre  diitribuit  les  terme*  d 
produit. 
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La  division  de  a  par  i  donne  comme  quotient  le  nombre  a 
lui-même. 

Le  quotient  de  a  par  b,  défini  par  l'égalité  ^  x  6  =  a,  est  repré- 
senté par  les  symboles 


on  écrira  donc  qu'il  est  égal  h  ces  symboles. 

La  division  exacte  n'est  pas  loujoura  possible  (caractère  qui  la 
distingue  des  trois  opérations  précédemment  définies).  En  d'autres 
termes,  il  n'eiiste  pas  toujours  un  quotient  g  qui,  multiplié  par 
un  diviseur  donné  6,  soit  égal  à  un  dividende  donné  a  supérieur 
à  b.  Nous  exprimerons  l'esistence  de  ^  en  disant  que  a  est  âmsibte 
par  b.  Lorsque  a  est  divisible  par  b,  a  est  un  multiple  de  b,  b  est 
un  diviseur  de  a. 

Division  approchée.  —  Soient  u  et  b  deux  nombres  quelconques 
{a  supérieur  à  b).  EfTectuer  la  division  approcliée  de  a  (dicidende) 
par  b  (diviseur),  c'est  trouver  deux  nombres  <j  et  r  tels  que 

a  ^.  6  X  7  +  r, 

)■  étant  inférieur  à  b. 

Le  nombre  q  est  appelé  quotient  de  la  division,  et  le  nombre  r 
reste.  Le  quotient  est  le  plus  grand  multiple  da  diviseur  qui  soit 
contenu  dans  ledividende  ('). 


9.  EléTatlon  aux  puiSBancea.  —  Lorsque  les  facteurs  d'ua 
produit  sont  lous  égaui,  la  multiplication  s'appelle  élévation  à  une 
puissance  (*).  Elever  le  nombre  a  à  la  puissance/),  c'est  former  un 
produit  de  p  facteurs  dont  chacun  est  égal  i  a.  Le  nombre  a 
s'appelle  base,   le  nombre  p  s'appelle  exposant.  Le  résultat,  que 


CI  Exemples  :  La  division  do  2^  par  3  donne  comme  quotient  8,  retle  o; 
donc  2^  eit  multiple  de  3,  La  division  de  ab  par  3  donne  comme  quotient  8, 

(')  Puissance  {polertlia)  est  la  traduction  du  mot  grec  G^/xjit;  qne  les 
Pythagoricien*  et  Diopbantb  employaient  oxclurivement  dan«  le  sent  de  : 
puissance  deuxième. 
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l'on  écrit  (')  a',  est  une  puissance  :  c'est  la  paissance  i^*  dt  a. 
Ainsi  8  est  la  puissance  troisième  de  3. . 

La  puissance  seconde  d'un  nombre  a  est  souvent  appelée  (*)  : 
carré  de  a;  Ia  puissance  troisième  est  souvent  appelée  (')  :  cube 
de  a. 

L'opération  de  l'élévation  aux  puissances  (pour  une  mé/he  base) 
jouit  de  propriétés  dislribulives  remarquables.  On  a 

):^  x.  ai  =  o^+i  ;         ^  —  a'-î,       si  p  est  supérieur  i  q  ; 

-=i,  sip^?. 

Ainsi,  pour  multiplier  ftine  par  Faulre  Jeux  puissances  de  a,  on 
forme  la  puissance  de  a  qui  a  pour  exposant  lu  somme  des  deux 
exposants  donnés;  pour  diviser  fune  par  raaire  deux  puissances 
de  a,  on  forme  la  puissance  de  a  qui  a  pour  exposant  la  différence 
des  exposants  donnés. 

C'est  k  cause  de  cette  règle  {relative  A  l'addition  des  exposanls) 
que  la  puissance  quatrième  d'un  nombre  était  appela  par  Oio- 
[rfiante  d'Alexandrie  (et  au  xvn*  siècle  encore)  puissance  carré- 
carrée  (ou  bicarrée)  ;  la  puissance  cinquième  s'appelait  puissance 
carré-cabe,  et  ainsi  de  suite  (*). 

L'élévation  aux  puissances  jouît  de  la  propriété  associative  : 

{af)i  =  a>-^i  =  {ai)r. 


(')  Cett«  notation  [notation  txponenlieXlt)  pennct  —  eu  égard  aux  pro- 
priités  dietribatiTM  et  aMocîativM  énoncées  ci-dcasoua  —  d'effectuer 
aaiu  une  fonae  paiiiculièrenient  uniple  et  élégante  les  g«1cu1i  relatih 
aux  puisEancei.  Elle  fut  introduite  en  olgébre  par  Descahtes  [vide  Dtux. 
L,iv.).  Cependant  en  la  rencontre  déjà  dans  le  Triparti/  en  la  icience  des 
nombre»,  de  Nicolas  Cbuqust  (ijM)  [^^-  Mnrre.  p.  ibi].  Viète  s'inspi- 
rant  du  lysUme  de  notation  adopté  par  DioPHANn  écrivait  A  quedr,, 
A  cuft.,  pour  A*,  A'.  Les  Coisistes  allemBudg  {vide  injra  a'  274]  em- 
ployèrent également  pour  représenter  les  puiesances  et  les  racines  un 
■jnléme  de  notations  sYiéeialet  qui  fut  tàmplifié   par   Stifei.   (i486-i5(|7). 

(')  Quadratum,  -[(TpiYuivoî  ou  5ivi|Ai;  (voir  p.    m,  note   a);  cf.   p.   ftG, 

{•)  Cubiu,  xi^ot. 

(')  A'jï3(iic  ixl  fi'jva(iAS'jv>;j.iv,  dit  Didphante,  notii  ku^^x-j^v 
(éd.  Tannery,  p.  8).  C'est  la  propriété  distributiva  : 
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Ainsi,  poar  élever  C  à  la  puissance  y*"*  il  suffit  de  malliplier 
[exposant  p  par  q. 

En  revanche,  l'élévation  Bux  puissances  n'est  pas  nne  opération 
commutative,  car  (en  général)  av  n'est  pas  t-gal  à  p', 

La  puissance  première  d'an  nombre  quelconque  esl  ce  nombre 
lui-même.  Toute  puissance  de  l'unité  est  égale  &  l'unilé. 


10.  Extraction  dearaolnei.  —  L'extraction  des  racines  est  une 
opération  inverse  de  l'élévation  au\  puissances.  On  dit  que  le 
nombre  b  est  la  racine  /**""•  (ou  racine  dîorilre  p)  du  nombre  a, 
si  6,  élevé  h  la  puissance  p,  est  égal  au  nombre  a  (ainsi  s  est  la 
racine  troisième  de  S)  ;  et  l'on  écrit 

hf  =  a,         ou         ^a  =  b. 

Dans  celte  dernière  égalité,  le  signe  ^  s'appelle  radical,  a  est  le 
nombre  ou  la  quantité  soas  le  radical.  L 'ex  tract)  i^^tion  de«  ra* 
cines  est.  comme  l'élévation  aux  puissances,  une  opération  uni- 
voque.  La  racine  secondeest  appelée  h  racine  carrée  »,  et  on  l'écrit 
d'ordinaire  :  ^~au  lieu  de  {/'  .La  racine  troisième  est  appelée 
"  racine  cubique  ». 

L'extraction  (')  d'une  racine  n'est  pas  toujours  possible,  car,  si 
l'on  se  donne  un  nombre  a  et  un  ordre  p  quelconque,  il  n'exis- 
tera pas  toujours  un  nombre  p  tel  que  b''  =  a, 

11.  Remarque  :  le  nombre  zéro.  —  Dans  la  suite  des  nombres 
que  nous  avons  dérmie  au  §  Y  le  premier  nombre  est  un  ('). 
Zéro,  synonyme  de  rien,  ne  peut,  logiquement  parlant,  passer 
pour  un  nombre,  et  jusqu'au  ivii*  siècle  il  ne  fut  point  considéré 
comme  tel.  Mais,  pour  l'arithméticien,  qu'est-ce  qu'un  nombre  ? 
C'est  un  élément  que  nous  combinons  avec  d'autres  par  le  moyen 
des  opérations.  Il  sera  donc  loisible  de  regarder  zéro  comme  un 
nombre  i  condition  d'attribuer  un  sens  (convenu  une  fois  pour 


(')  Il  l'agit  ici  de  l'extraction  proprement  dite  ou  am 
Nous  définirons  au  n"  4S  ce  qu'il  faut  entendre  par  les 
approché  d'une  racine  >. 

(■)  et.  Êupra,  p.  j,  note  i. 
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toutes)  aux  opérations  où  entre  zéro.  Les  conventions  adoptées  à 
cet  effet  sont  les  suivantes  (zéi-o  étant  représenté  par  le  signe  o)  : 

a-\-o  =  o  +  a=^a;a  —  o  =  a 

a  X  o  =  o  (a  fois  rien  ne  donne  rien], 

et  (en  vertu  de  la  commuta  ti vite) 

o  X  o  —  o 
o'"  =  o  ;        V'^o  =  o- 

Quant  k  la  division  par  zéro,  et  à  i'éléoalion  à  la  paissance  o,  nous 
nous  réservons  de  les  déûnir  plus  loin  ('). 


S.  —  Propriétés  de  la  suite  croissante  des  aotabres. 
Progressions  arithmétiques  et  géométriques 

13.  —  Nous  avons  vu  (n°  2)  que  les  nombres  peuvent  être  dis- 
posés suivant  une  suite  (croissante)  qui  contient  chacun  d'eux 
une  fois  et  une  fois  seulement.  Cette  suite  s'écrit  : 

1.2,3.  ...: 
elle  peut  être  prolongée  aussi  longtemps  qu'on  veut,  et  elle  jouit 
de  ta  propriété  suivante  :  chaque  nombre  de  la  suite  est  supérieur 
à  tous  les  nombres  qui  le  précèdent  et  inférieur  à  tous  les  nombres 
qui  le  suivent  (*). 

Pour  pouvoir  raisonner  sur  la  suite  croissante  des  nombres,  il 
faut  que  nous  disions  d'abord  combien  de  nombres  nous  prenons 
dans  cette  suite;  si  nous  ne  la  limitions  pas,  en  effet,  la  suite 
serait  infinie  et  ne  se  prêterait  point  au  calcul.  Nous  n'envisagerons 
donc  que  ta  smle  limitée  des  n  premiers  nombres  (n  étant  un 
nombre  arbitraire,  aussi  grand  que  l'on  veut)  ;  et,  remplaçant  par 

('}  On  a  remarqué  que  Csuquet,  dans  son  Triparti/  (v.  p.  1 1,  note  i) 
p.  i65,  déclare  impouible  l'équation  qr'  ^  hx^  qui  est  cependant  satis- 
bjte  li  l'on  donne  &  3:  U  valeur  a  :  on  conclut  de  U  que  Chuquet  ne  con- 
sidérait pas  o  comme  un  nombre.  La  lecture  de  la  Summa  de  Paciuolo 
(1494],  qu«  noua  aurons  souvent  occasion  de  citer,  conduit  à  la  mémo 
conclusion. 

(*)  Sur  les  fuites  croiaMutes  de  nombres,  en  général,  voir  irtfra,  Sg. 
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lies  poinla  les  nombres  non  écrîls,  nous  ûgurccona  ainsi  celte 
suite  : 

1     a     3     ...    .1—1     n. 

La  suite  des  n  premiers  jiombrcs  a  éti^,  dès  l'antiquité,  l'objet  de 
nombreuses  recherches. 

Proposons-nous  de  calculer  la  fomme  dn  n  pramion  flombru 
somme  que  nous  désignerons  par  la  lettre  S. 

Au-dessous  de  la  suite  écrite  plus  haut,  écrivons  une  seconde 
fuis  les  n  premiers  nombres,  mais  en  renversant  leur  ordre,  de 
façon  que  le  nombre  n  se  trouve  aiMlessous  de  i .  le  nonibre  n  —  ■ 
au-dessous  de  3,  n  —  3  au-dessous  de  3,  ,..,  le  nombre  i  au- 
dessous  de  />.  Nous  obtenons  le  tableau  : 


.additionnons  deux  à  deux  les  nombres  superposés.  Chaque 
couple  de  deux  nombi-es  superposés  a  pour  somme  n  +  i,  et. 
comme  il  y  a  n  couples,  nous  voyons  que  la  somme  totale  des 
nombres  qui  figurent  dans  notre  tableau  est  égale  à  rt  x  [n  -h  i\ 
Mais,  dans  le  tableau,  chacun  des  n  premiers  nombres  se  trouve 
deux  fois.  J'en  conclus  que  la  somme  totale  des  nombres  du 
tnbleau  a  pour  valeur  a  K  S  et  que,  par  conséquent  : 

axS^nX('H-i)         ou         S  =  "^^''^'-^tj). 


13.  —  L'expression  de  la  somme  S  va  nous  servir  à  résoudre 
un  nouveau  problème.  Proposons-nous  de  calculer  la  tomme  d«i  'i 
premiui  nombret  pai».  Nous  désignerons  cette  somme  par  le 
symbole  (')  S'. 

On  appelle  nombres  pairs  les  nombres  qui  sont  divisibles  par  i. 
Nous  obtiendrons  ces  nombres,  en  formant  la  suite  croissante  ; 

2X1  axa         2x3... 

ou     a  i  6      ... 

qui  contient  manifestement  tous  les  nombres  pairs  et  ne  contient 

(>)  L'accent  qui  suit  la  lettre  S  s'OiiOHce  ;  prime  ;  lo  symbole  S'  le  lit 
donc  :  S  prime. 
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qu'une  fois  chacun  d'eux.  Pour  calculer  la  somme  S',  nous  n'au- 
rons qu'à  appliquer  les  règles  de  la  multiplication.  Les  n  première 
nombres  pairs  sont  les  nombres 

a  X  1.     axa,     ...     a  X  n. 

Leur  somme  S'  est  égale  k 

a  X  (i  -H  3  H-  ...  +  h)        ou        a  X  S, 

S  étant  la  somme  calculée  plus  haut.  >'ous  avons  donc  l'égalité  ('): 

S'  =  a  X  S  =  (1  X  (n  -f-  i). 

14.  —  Pritposons-nous  maintenant  de  calculer  la  lOmme  dn  n 
pnmitrt  nombret  impain.  Nous  désignerons  cette  somme  par  le 
symbole  (*}  S", 

On  appelle  nombres  impairs  les  nombres  qui  ne  sont  pas  divi- 
sibles par  2.  Pour  obtenir  la  suite  de  ces  nombres,  nous  n'aurons 
évidemment  qu'Ji  retrancher  de  la  suite  croissante  des  nombres  la 
suite  croissante  des  nombres  pairs  a,  àt  etc. 

Considérons  en  particulier  la  suite  des  (a  X  n)  premiers  nom- 
bres 

1,     a.     ...     a  X  («—  0'     a  X  n, 

et  la  suite  des  n  premiers  nombres  pairs 


11  est  clair  que  lout  nombre  de  la  seconde  suite  ligure  aussi  dans 
la  première,  et  que  tout  nombre  supérieur  aux  nombres  de  la 
seconde  suite  ne  se  trouve  pas  non  plus  dans  la  première  suite. 
J'en  conclus  que  la  seconde  suite  comprend  loas  les  nombres  pairs 
qui  font  partie  de  n  X  n  premiers  nombres  ;  il  y  en  a  /t  ;  par  con- 
séquent, la  suite  des  3  x  n  premiers  nombres  contient  aussi  n  nom- 
bres qui  ne  sont  pas  pairs;  ces  nombres  sont  les /i  premiers  nombres 
impairs,  dont  la  somme,   par  conséquent,  égale  la  somme  des 


(')  Le  nombre  n  X  (n  -f  i)  est,  d'après  la  terminologie  pythagoricienne, 
un  nombre  hétéronaèque  (cf.  tupra,  p.  5,  note  a). 

(')  Le  double  accent  qoi  suit  la  lettre  S  s'énonce  :  seconde;  le  sym- 
bole S'  se  lit  donc  :  5  seconde. 
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(3  X  n)  premiers  nombres  moins  la  somme  des  11  premiers  nom- 
bres pairs. 

Cela  dil,  pour  avoir  la  somme  des  (2  x  n]  premiers  nombres, 
nous  n'avons  qu'i  remplacer  n  par  3  X  /t  dans  l'expression  de 
S  trouvée  plus  haut  :  nous  obtenons  : 


I  X  (a  X  n  -1-  1) 


2  X  n'  +  «. 


Retranchons  la  somme  des  r  premiers  nombres  pairs,  c'est-à-dire 
n  X  (rt  4-  i)  ou  n'  -+-  n.  Il  reste  le  nombre  : 

»X"'  +  "-(»'  +  ")  =  «' 

qui  est  la  valeur  de  la  somme  S'. 

Ainsi,  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs  est  ér/ale  au 
carré  du  nombre  n.  C'est  li  une  belle  proposition  qui  excitait 
déjà  l'admiration  des  Pythagoriciens  (cf.  n*  3).  Ils  en  avaient 
donné  la  démonstration  suivante  : 

Représentons  les  nombres  impairs  par  les  groupes  de  points  : 
puis,  juxtaposons-les  conformément  à  la 
■  *  figure  1,  où  chaque  nombre  impair  est 

î        *  3  *        *    r,     '        séparé  du  suivant  par  une  ligne  coudée 
tracée  en  pointillé  {').  On  voit  que,  quel  que  soit  le  nombre  des 
nombres  impairs  ainsi   juxtaposés   (il  y   en  a     •■•,•,•, 
quatre  sur  le  schéma  ci-conlre).  la  figurii  formée     à  '•■•:•  ■ 
est   un  carré  dont  le  côté  contient    autant  de      ■""^"  ,  ■  ,  ■ 

points  que  l'on  a  pris  de  nombres  impairs.  Sup-      '      j 

posons  que  l'on  en  prenne  n;   le   carré   com-      j 

prendra  n  lignes  de  n  points,  donc  h'  points  en  ^«-  '• 

tout.    On  en    conclut  que  la  somme   des   n  premiers  nombres 
impairs  est  bien  égale  à  n'. 

15-  ProgreauOBB  arithmétiqaeB.  —  Après  la  suite  crois* 
santé  des  nombres,  celle  des  nombres  paii'S  et  celle  des  nombres 


(')  Le  nombK  impair  ainsi  disposé  ctait  appol£  i  gnomons;  c'est  le 
nom  d'un  tiisttument  astrouornique  dont  l'image  du  nombre  impair  imite 
la  forme. 
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impairs,  les  anciens  ont  envisagé  d'autres  suites  de  nombres  qui 
jouissent  de  propriétés  analogues. 

Considérons  une  suite  de  nombres  satisfaisant  aux  condi- 
tions suivantes  (')  :  i°  la  suite  est  croissante,  ce  qui  signifie  que 
tout  nombre  de  la  suile  est  supérieur  au\  nombres  qui  le  pré- 
cèdent et  inférieur  aux  nombres  qui  le  suivent;  3°  deux  nom- 
bres consécutifs  quelconques  pris  au  liasard  dans  la  suite  ont  pour 
différence  un  même  nombre  ;■  (chaque  nombre  surpasse  le  préi*^- 
dent  de  r  unités). 

Lorsque  ces  conditions  sont  satisfaites,  on  dit  que  la  suite  est 
une  n  prot/retsion  arilhmétiqae  n  (')  ;  les  nombres  de  la  suite 
sont  les  «  termes  a  de  la  progression  ;  le  nombre  ;■  en  est  la 
«  raison  n  ('). 

Soit  a  le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  de 
raison  r  :  le  second  terme  est  a  -i-  r;  le  troisième  terme  est 
(14-2  X  r  ;  ...  le  n*™  terme  tst  a  -h  (n  —  i  )  x  r. 

Nous  déduisons  facilement  de  U  rexjtression  de  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  progression.  En  effet  celte  somme  com- 
prend : 

n  fois  le  nombre  a. 


(■)  Ces  déftnitions  ■ubaisteroDt,  gang  modifications,  lonque  les  nombres 
de  la  «uite  ne  seront  pas  dea  nombres  entière   {Vide  infra,   n^SSetiiCj. 

(']  Dans  le  Papyrus  Rhind  [voir  p.  a,  note  a),  l'Egyptien  Ahnes 
pose  le   problème  suivant  :  •  Distribuer   dix  mesures  de   blé  entre  dix 

peraonnes  de  manière  que  chaque  personne  ait  „  do  mesure  en  moins  que 
la  personne  qui  a  reçu  avant  elle  ■.  Les  [raclions  de  mesure  de  blé  qui, 
d'apris  cet  énoncé,  doivent  revenir  aux  différentes  personnes  sont  respec- 
tivement 


Cette  suite  de  quantités  est  une  progression  arithmétique  dont  les  termes 
•ont  des  {factions.  D'autres  problèmes  traités  dans  lo  même  papyrus  nous 
confirment  dans  l'opimon  que  les  calculateurs  égyptiens  savaient  manier 
les  pTogressions  arithmétiques.  Plus  récemment,  les  progressions  furent 
familières  aux  arithméticiens  de  la  Grèce  et  de  l'Inde.  Les  Arabes  les 
firent  connaître  k  l'Oecideat. 

(*]  Il  résulte  de  ces  définitions  que  \fi.  suite  croissante  des  nombres  est 

ims  pr^resiion  arithmétique  de  raison  i.  La  suite  croissante  des  nombres 

pain  ou  des  nombres  impairs  est  une  progression  arithmétique  de  raison  a. 

BouTUm.  —  Lm  princip»  cU    l'Aoïkljis  sutbtniilique.  a 
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plus  la  somme  (■; 

r  X     l  -h  2  -\-  ...  -h  {n—  i)) 
qui  (d'après  le  calcul  de  S  fait  &u  n*  13)  a  pour  valeur 

J'en  conclus  qu«  la  somme  cliercbéo  est  égale  à 

nombre  qui  est  maaifestement  la  moitié  de 

[M-Fr  X  in—  i)]  X  ». 

Mais  l'expression  entre  crochets  n'est  autre  que  la  .somme  da  pre- 
mier terme  a  el  du  iM*  terme  'a  ~i-  (n  —  i)  X  r]  de  la  progres- 
sion. Et  ainsi  nous  aboutissons  h  la  règle  énoncée  par  Nicolas 
Chuquet  dans  son  Triparty  {i  !iS^)  :  a  Si  l'addition  du  premier  avec 
le  dernier  est  multipliée  par  In  moitié  (*)  du  nombre  des  nombres, 
la  multiplication  est  i5galc  à  tous  les  nombres  progrcssionnés  en- 
semble M  (éd.  Marie,  p.  66). 

16.  Somme  des  pulisanoas  aembteblo*  doa  t«rmsa  d'iuo 
progroBBlon  arithmétiqaa.  —  Considérons  nne  suite  de  n  nom- 
bres l'orniant  une  progression  arithmétique  de  raison  r.  Il  nous 
sera  commode  de  représenter  les  terrnes  de  la  progression  par  les 
symboles  suivants  ; 

a„  Oi,  ...,  o,, 

où  les  chiffres  I,  3 n  sont  dos  indices  (^i  indiquant  le  rang 

qu'occuijent  les  différents  termes  dans  la  pruf;rcssion. 

Nous  avons  appris  à  calculer  la  somme  des  termes  de  la  pro- 


(■)  Le  crochet  [  J  a  ici  le  mlmB  «mu  qu'une  puenthéM  :  il  indiqua  un» 
opération  clfc«tué«. 

<']  Cette  moitié  Mt  une  fraction  si  le  nombre  de*  nombre*  est  inqiair. 
Il  laut  donc  connaître  le  calcul  des  fractions  pour  légitiraer  dans  tous  lea, 
cas  la  règle  de  Chi;iiuet. 

[')  Lob  aymboke  ai,  at.  a-  »e  Uaeat  icipectivemeut  ;  a  ittdit»  ii 
a  indice  a  ;  a  i¥tdice  n. 


.ï  Google 


PROPRIÉTÉS    DE    LA    SUITE   CROISSANTE   DES    NOMBRES  IQ 

gression  a,  -f-  a,  -^  ...  -i-a,.  Nous  pourrions  nous  proposer  pareille- 
ment de  calculer  la  somme  des  carrés  des  termes  de  la  progression, 
c'esl-Ji-diie  la  somme 


ou,  plus  géuéralemeot,  la  somme  des  /n^»  puissances  des  termes 
de  la  propression,  c'est-à-dire  la  somme 


on  m  est  un  nombre  quelconque. 

C'est  li  uD  problème  qui  a  joué  un  râle  important  dans  le  dév«- 
loppement  de  l'Analyse  malhémalique,  et  qui  a,  pour  ce  motif, 
retenu  l'atlention  des  savants  les  plus  illustres. 

Envisageons  en  particulier  le  cas  oà  la  progression  arithmétique 
est  celle  des  n  premiers  nombres. 

La  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  était  connue 
d'Archimède  (')  {m'  siècle  av.  J.-C.}.  La  somme  des  cubes  a  été 
également  calculée  dans  l'antiquité. 

La  somme  des  quatrièmes  puissances  est  donnée  sous  une  forme 
imparfaite  il  est  vrai,  par  Ghtyalh  addin  al  Kashi  {')  qui  vivait  à  la 
cour  tartare,  k  Samarcande,  dans  la  première  moitié  du  \v'  siècle. 

Jobann  Faulbaber  {'),  professeur  de  matbémaliques  k  L'im 
(i5So~t635)  effectua  le  calcul  des  puissances  semblables  des 
n  premiers  nombres  jusqu'à  la  onzième  puissance. 

Au  XTii*  siècle  enfin,  le  problème  fut  résolu  dans  toute  sa  géné- 
ralité. Il  fut  proposé  à  Fermât  par  le  Père  Mersenne,  et  Fermât 
déclara  en  septembre  i636  (lettre  à  Mersenne,  Œuv.  de  Fermât, 
II,  p.  Cg)  :  Il  Pioblema  lotîusfortasse  Arilhmetices  pulcberrituum 
conslriiiinius,^quo  non  solum  in  quavis  progressions  summani 
quadratorum  et  cuhorum  venamur,  sed  omnium  omnino  potesta- 
lum  in  infinitum,  methodo  generalissima,  quadratoquadratorum , 
quadratocuborum,  cubocuborum,  etc.  ». 


(')  jttp?  IXUojv,  X.  Les  nombres  étant  rcprûsenlés  par  des  grandeurs, 
révaluation  de  U  somme  de  leui-s  carrcB  est,  pour  Archimède,  ud  pro- 
blème de  géométrie. 

(')  Ed.  WœpcKE,  Paris.  ifi53,  p.  60-61. 

(')  llerrn  Johann  Faulhabera,  continuatio  ieiner  neuen  Wunderkiinste, 
Zurich,  i6i7icf.  Cantor,  Vorlttangen,  t.  H,  p.  '1^. 
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Biaise  Pascal  résolut  la  même  question  en  i654,  et  il  exposa  sa 
mélbotle  dans  un  traité  latin  intitulé  Potestalum  numericarum 
Samma  ('). 

17.  —  Nous  allons,  h  titre  d'exemple,  eflectuer  le  calcul  de  la 
somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  par  une  méthode  qui 
ne  diOère  pas  au  Tond  de  colle  de  Pascal  et  qui  se  laisse  facilement 
étendre  au  cas  des  puissances  supérieures. 

Désignons  par  le  symbole  S  la  somme  des  n  premiers  nombres, 
par  le  symbole  (')  Sj  la  somme  inconnue  des  carrés  de  ces 
nombres,  par  le  symbole  Sa  la  somme  inconnue  de  leurs  cubes. 

Nous  allons  nous  servir  d'une  formule  que  nous  établirons  plus 
loin,  mais  dont  il  nous  est  facile  de  vériûer  dès  maintenant 
l'exactitude  en  effectuant  deux  multiplications  successives  (*).  Dé- 
signant par/)  un  nombre  quelconque,  nous  avons  l'égalité 

(i  ^  /))'  =  1  H-  3  X  p  -\-  i  X  p^-hp'. 

Faisant  successivement,  dans  cette  égalité,  p  =  o,p=^i,  ...,p  =  n, 
nous  obtenons  le  tableau  : 


-  1)'=  1  +{3  X   i)  +  i3  X  1')- 

-  a)"=i  -l-(3  X  a)-(-(3  X  a') - 


(1  -+-  n)»  =  1  -+-  (3  X  n)  -H  (3  X  «')  -+-  n' 

Additionnons  colonne  par  colonne.  A  gauche  des  signes  = 
avons   /i   +    I  nombres  cubes  consécutifs  dont  la  s 
autre  que  :  Sa  -h  (i  +  n)'.  A  droite  nous  avons  :     , 

n  fois  l'unité. 
plus  le  produit  3  X  (i  -i-  a  -H  ...  -h  n),  c'est-à-dire  3  X  S; 
plus  le  produit  3  X  (i*  H-  a'  -f-  ...  -h  n'),  c'es^à-dire  3  X  Sj; 
plus  la  somme  i*  -H  a'  h-  ...  /i\  c'est-à-dire  Sj. 


{')  Traité  postliume  publié  en  i665,  Œuv.,  t.  III,  p.  34 1  et  suîv. 

j'j  Ce  Bymbole  se  lit  S  indice  t. 

(*)  On  TÉiiQa  la  formule  en  ctlcctuant  le  produit  : 

('  -H  r)  X  (.  -f-  F)  X  (.  +  p). 
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Nous  j>ouvons  donc,  finalement,  écrire  l'égalité 

S,  H-  (i  +  n)'  =  n  +  3  X  S  -h  3  X  S,  -h  S. 

ou,  on  retranchant  des  deux  membres  (c'est-à-dire  des  deux  côt^s 
du  signe  =)  le  nombre  S,  qui  est  égal  h  liii-mÉme  : 

{i  -|-n)«  =  n-|-3  X  S-h3  X  S,. 


Eo  la  remplaçant  par  celte  valeur  dan»  mon  égalité  et  retranchant 
des  deux  côtés  du  signe  =,  la  somme  n  H — — — — — ^.j'ob- 
tiens la  valeur  cherchée  de  S,  : 

3  X  s,  =  (.  +  »,■  -  n  -  ?J1»  ïl'L-t'l . 

En  appliquant  les  règles  de  la  transformation  algébrique  que  nous 
étudierons  plus  loin,  on  mettrait  l'expression  de  Si  sous  la  forme 
plus  simple  que  voici  : 

S,  =  "-  ^J"-±  .0  ^K^"  ±-0 . 

18.  Nombres  polygonaux.  —  Nous  avons  vu  que  la  somme 


rictens  donnaient  au   nombre le  nom  de  n   nombre 

Irianrfulaire  »,  et  ils  justifiaient  ainsi  celte  appcllalion.  Considé- 
rons un  triangle  isocèle  formé  de  points,  comme  l'indique  la  figure 
*         ci-contre.  Nous  voyons,  que  si  n  est  le  nombre  de  points 
que  contient  la  base  du  trianglo  (/i  sur  notre  figure),  le 
....  nombre  total  despoints  du    triangle    n'est    autre   que 

1  -+-  2  +3  -i- 1-  H,  c'est-à-dire — -.  Nous  donnerons, 

donc,  des  nombres  triangïilaires  la  définition  suivante  :  Le  nombre 
Irianijuîaire  de  ran^  n  est  égal  à  la  somme  des  n  premiers  nombres 
entiers. 

La  notion  de  nombre   triangulaire  avait  conduit  les  anciens  k 
définir  toute  une  série  de  classes  de  nombres  qu'en  raison  do  cer- 
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taines  interprétations  géométriques  ils  appelaient  x  nombret  poly- 
gonaux 1)  [ces  nombres  sont  aussi  appelés  :  nombres  fi<}iirés\. 

Le  nombre  carré  Ae  rang  n,  en  particulier,  est  égal  à  la  somme 
des  n  premiers  termes  d'une  progression  aritlimélique  de  raison  a 
commencent  (lar  l'unité  ('\ 

Le  nombre  pentagonal  de  rang  n  est  égal  h  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  d'une  progression  arittiméliqiie  de  raison  3  commcn- 
çonl  par  l'unité  ;  lo  nombre  hexagonal  de  rang  n  à  la  somme  des 
n  premiers  termes  d'une  progression  de  raison  4-  El  ainsi  de 
snile  ('). 

Ces  définitions  sont  données  par  Hypsikles,  d'Alexandrie,  qui 
vivait  probablement  au  n"  si&cle  avant  Jésus— Ci i ri st.  L'étude  des 
nombres  polygonaux  fut  reprise  et  développée  par  Diophante,  — 
également  d'Alexandrie  (ui'-iV  siècle  ap.  J.-C.)  —  et  elle  occupa, 
pendant  des  siècles,  de  nombreux  savants.  Dtude  vaine,  peut-êlre, 
si  on  prétend  le  juger  après  coup  d'après  l'importance  de  ses  appli- 
cations. Mais  au  nom  de  quel  principe  jiournons-nous  interdire  i 
l'explorateur  du  monde  des  nombres  de  porter  où  il  veut  sa 
curiosité  i* 

iQ.  Nombres  psrranilâaux.  Triangle  arithmétique  de  Pas- 
cal. —  Le  nombre  poljf^onal  n'est  poiiil  le  seul  type  de  nombre 
figuré  que  nous  suggère  la  définilion  du  nombre  triangulaire. 

Nous  avons  dit  que  le  nombre  triangulaire  de  rang  n  est  la 
somme  des  n  premiers  nombres. 

Formons  maintenant  un  nombre  égal  à  la  somme  des  n  premiers 
nombris  triangulaires  :  ce  nombre  sera  appelé  u  nombre  pyramidal 
de  rang  n  ». 

Les  premiers  nombres  triangulaires  étant  i,  3,  6,  lo,  tes  pre- 
miers nombres  pyramidaux  seront  les  nombres 

I.         1-1-5  =  4,         1    F  3  +  B=  lo,  etc. 

Les  nombres  pyramidaux  ont  été  étudiés  par  les  anciens.  Mais 

(']  Cf.  la  )^nJratian  du  carti  donnée  au  a"  ii]. 

[')  Ainsi  le»  premiers  nombres  lriangulaire«  sont  i,  î,  6,  lo,  iS,...  ;  les 
premiers  nombres  carrés  sont  i,  .{,  9,...;  les  premiers  nombreï  penlago- 
naux  sont  1,  i5,  la,  22,...;  les  premier  nombres  hexagonaux  sont  1,  6, 
i5.  aS,... 
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ils  fureni,  daas  les  temps  modernes,  le  point  de  départ  de  oou- 
vclles  généralisations,  dont  la  plus  remarquable  est  sans  doute  le 
triangle  arithmétique  de  Pascal  ('). 

Pascal  forme  le  tableau  ci-contre,  qui  peut  ^tre  continue  aussi 
loin  que  l'on  veuL  Dans  ce  tableau, 
les  nombres  de  la  première  ligne  sont 
tous  égaux  à  l'unité;  les  nombres  de 
la  seconde  ligne  sont  les  nomhies  or- 
dinaires ou   ('   nalareh   »  ;    la    troî' 
sièmc    ligne    contient    les    nombres 
triangulaires;  la  quatrième  ligne  con- 
tient les    nombres   pyramidaux  ;    les 
lignes  suivantes  contiennent  de  nou- 
velles  classes   de    nombres  qui  sont 
toutes  délinies  de  la   même  manière,   le  «*"•  nombre  de  chaque 
dusse  élanl  égal  à  la  somme  <les  n  premiers  nombres  de  la  classe 
précédente. 

Le  triangle  aritlimétique  jouit  de  itonibreuaes  et  fort  belles  pro- 
priétés qu'il  serait  mal  lieu  reu  sèment  trop  long  de  rapporter  ici 
(Cr.  n°  266). 

20-  MédiétA».  —  Les  arithméticiens  grecs  ont  étudié  sous  le 
nom  de  médiates  certaines  associations  remarquables  de  nombres, 
qui  relèvent  à  proprement  parler  de  la  ttiéorie  des  proportions 
{l'Ule  infrii  n"  9Q),  mais  que  nous  pouvons  mentionner  dès 
maintenant. 

Théon  de  Smyrme  dislingue  tlis  sortes  de  médiélés  pouvant 
avoir  lien  entre  trois  nombres  a,  b,  m;  il  y  en  a  trois  qui  sont 
fondamentales  (')  : 

i"  Médiélé  arithmétique,  lorsqTion  a 


axn.  =  a-f-(,; 

l')  Voir  le  Traité  du  triangle  arithmitiqae,  écrit  par  Pascal  en  i6r)l. 
(Œuv.,  p.  411  ïuiv.)  Les  nombres  de  Pascal  avaient  été  donnes  antcriou- 
rcnoent,  avec  nne  disposition  difTérenle,  par  Michel  Stifel,  [Arith- 
metiea  Integra,  NGrenber^,  1^13)  et  par  quelques  autres  auteurs. 

(•(  Cf.  MiLHAUD,  Lm  philosophes  giomrbes  de  la  Grèce,  igou,p.  92.  Les 
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m  est  alors  nio^f/i  arithmétique  {moyenne,  au  sens  usuel  du  mot) 
entre  a  et  b. 

a'  Médiélé  géomélriqae,  lorsqu'on  a 

m  est  alors  moyen  géométrique  (ou  moyenne  proportionnelle)  entre 
a  et  b;  si  a  est  divisible  (')  par  m,  on  jwurra  écrire 


3°  Méiîiété  harmonique,  lorsque  l'on  a  (') 

2  X  a  X  t.  =  m  X  {a  +  b): 

m  est  alors  moyen  harmonique  entre  a  et  b. 

Les  médtétés  interviennent  dans  une  foule  de  problèmes,  aussi 
bien  en  g&Dmélrie  qu'en  arithmétique.  La  médiété  géométrique, 
en  particulier,  i>ermet  de  déCnir  certaines  suites  de  nombres 
remarquables  que  l'on  appelle  «  progressions  yéomélriqaes  ». 
Ces  suites  ont  été  étudiées  par  les  Grecs,  maïs  on  en  trouve  déjà 
un  exemple  dans  le  traité  de  l'Egyptien  Abmes. 

défiiùtioni  qui  suit  ont  subsistent  sans  modif!  cations  lorsque  les  nombres 
^,  b,  m  ne  sont  pas  entiers  [Vidt  in/ra,  n«  38  et  i  iC). 

Si  l'on  connaît  la  théorie  des  proportione,  on  pourra  écrire  comme  il 
suit  les  égalités  qui  déRnissent  les  mcdiétés  : 

Midiéli  arilhmili^e  : 

Médiili  géométrique  : 
Médiété  harmonique  : 


(•)  Et  dans  tous  les  cas  si  l'on  connaît  le  calcul  des  Iioctions. 
(•)  Si  l'on  connaît  le  calcul   des   fractions,   on   reconnaît,  en 
chaque  membre  par  m  K  a  X.  b,  que  cette  égalité  équivaut  à 
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31.  Progressions  gâom^triquas.  ' —  On  appelle  ainsi  une 
suite  fie  nombres  [dits  termes  de  ta  progression)  dont  chacun  est 
moyen  géométrique  entre  ses  deux  voisins. 

Représenlons  les  termes  de  la  suite  par  les  symboles  (cf.  16)  : 

a„  a±,  flj a„. 

et  supposons  que  chacun  d'eux  se  déduise  du  précédent  en  le 
multipliant  par  un  nombre  (')  b  (toujours  le  même  et  difTérent 
de  i). 

Nous  aurons,  pour  les  termes  successifs  de  la  progression,  les 
valeurs  suivantes  : 

a,  ;       oj  =  o,  X  6  :       a,  =  n,  X  b  =  a,  X  6'  ; 
o;  =  a,  X  b  =  «Il  X  6'  ;        —  ;        «„  =  a,  x  M-'. 

et,  par  conséquent  : 

ai  =  a,  x  ûj ;       al  =  a,  X  a._;  etc. 
Le  nombre  b  est  appelé  u  raison  a  de  la  progression. 

Proposons-nous  de  calculer  la  somme  des  n  premiers  termes 
d'une  progression  géométrique  dont  le  premier  terme  est  Oi  et  la 
raison  b. 

La  somme  cherchée  a  pour  valeur  : 

o,  X  (H-6  +  fc'  +  ...  +6"-'). 
Pour  simplifier  cette  expression,  eficcluons  la  multiplication  de  la 
somme  (i   +  6  +  ...   +  fc"~')   par  le  nombre  b  —  i.    Il  est 
facile  de  vérifier  que  nous  obtenons,  comme  produit,   le  nombrs 
b*  —  I.  En  d'autres  termes,  nous  avons  l'égalité 

,  _i- 6 -1-...  + (,»-'  =  Ç^, 

et  il  en  résulte  que  la  somme  cherchée  a  pour  valeur  le  produit  (') 


(<|  On  déduit  de  là  que 

^  =  ^  =  îi ,  aU. 

(')  ■  Siùt,  —  dit  CfiuquET  dans  son  Triparty  (i484),  —  le  dernier 
nombre  multiplié  par  le  dcnomioateur  de  la  proportion  [c.-à.-d.  par  la 
raison  de  la  progreieion] ,  de  laquelle  multiplication  soit  Sic  le  premier, 
soit  1  ou  autre  nombre  quel  qu'il  soit;  et  le  résidu  sait  party  [divisé]  par  i 
moins  que  n'est  le  dé'nominateur  d'icelle  [la  raison]  >, 
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23.  DiTiBours  et  multiples.  —  L  clnde  des  nombres  cardi- 
naux nous  suggère  une  foule  de  questions  d'ordics  diveis  qui  sonl 
généralement  aussi  ardues  à  résoudre  qu'elles  sont  simples  ^ 
énoncer.  L'eiïort  que  ces  questions  exige  de  nous  n'a  point  peu 
contribué.  semWe-t-îl,  à  leur  conférer  ce  oaraclèrc  de  beauté  mys- 
térieuse qui  a  de  tous  temps  captivé  les  malliéuiaticiens. 

C'est  la  théorie  de  la  division  qui  a  donné  lieu  au  plus  grand 
nombre  d'investigations,  et  c'est  d'elle  que  nous  allons  tout 
d'abord  dire  quelques  mots.  , 

Nous  avons  vu  (9)  qu'un  nombre  b  est  ilil  diviseur  d'un  nombre 
a  lorsque  a  est  divisible  par  b;  a  est  dit,  en  ce  cas,  inuilipte  de  6. 

Lorsqu'un  même  nombre  en  divise  séparément  deux  autres 
a  el  b,  il  divise  évidemment  leur  somme  et  leur  diiTéi-ence.  Le 
quotient  est  égal  à  la  somme  ou  &  la  différence  des  quotients  de  a 
el  de  A.  D'autre  paît,  pour  qu'un  produit  de  plusictn-s  facteurs  soit 
■divisible  par  un  nombre  c,  il  sulTit  que  l'tm  des  facteurs  du  pro- 
duit soit  divisible  par  c. 

L'application  de  ces  règles  (qui  résultent  de  la  dérmilion  même 
des  o|)érationa  fondamentales)  permettra  de  résoudre  toute  «ne 
série  de  problèmes  rdatifs  aux  diviseurs  et  aux  niultiptcs  des 
nombres. 

Elaiil  donné  un  nombre  f/uelconi]ue,  ijueU  sonl  les  diuiseurs  di- 
ce  nombre  ?  Combien  y  en  a-l-il  ? 

Etant  donné  plusieurs  nombres,  </uets  sont  IfS  dlvisiseiirs  com- 
muns à  ces  nombres  ?  Quel  est  le  plus  ijrawî  île  ces  dirisciirs  com- 
muns ?  Quels  sonl  les  mulliplrs  communs  aux  pîiuieuis  nombres  ? 
Quel  est  le  plus  petit  de  ces  multiples  ? 

Ces  diverses  questions  sont  traitées,  avec  autant  d'élégnnce  que 
de  rigueur,  dans  les  Eléments  d'Euclidc  \riile  infni  iS7]. 

l'our  y  répondre  rapidement,  il  est  commode  de  mellrc  les 
nombres  pro^Htsés  sous  la  forme  de  pix>duit!;  a\anl  pour  facteurs 
certains  nombres  que  l'on  appelle  c  nombres  premiers  »  ou  'fac- 
teurs premiers  n.  Les  nombres  premiers  jouent  dans  l'.VrîUimé' 
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tiqoe  tout  entière  un  rôle  prépondérant,  et  leur  importance  avait 
déjà  été  reconnue  par  les  Pythagoriciens. 

23.  Décomposition  en  iBCtenrs  premiers.  —  Tout  nombre 
a  est  divisible  par  i  (le  quotient  est  a).  —  Tout  nombre  est 
divisible  par  lui-même  (te  quotieut  est  i).  —  Un  nombre  ijai 
n'admet  pas  itautre  diviseur  que  lui-même  et  ïanilé  est  appelé 
«  nombre  premier  ».  Ainsi  les  nombres  i,  s,  3,  5,  7,  11,  l'^  sont  ' 
des  nombres  premiers  ;  les  nombres  4,  6,  9  ne  sont  pas  premiers. 

Soit  n  un  nombre  quelconque  :  je  dis  que  ce  nombre  peut  ton- 
jours  être  mis  sous  la  forme  d'un  produit  dont  tous  les  Jacleurs 
sont  des  nombres  premiers. 

En  effet,  si  n  n'est  pas  premier,  on  démontre  (')  qu'il  admet 
sûrement  un  diviseur  premier,  a.  Appelant  le  quotient  n,  nous 
«urons  (8)  : 

ji  =  rt  X  n,. 

«1  étant  plus  petit  que  n. 

Si  rti  est  premier,  le  théorème  est  démontré.  Si  fii,  n'est  pas 
premier,  il  admet  un  diviseur  premier,  h.  Appelant  nt  le  quotient 

-r,  j'aurai  l'égalité  : 

"1  étant  plus  petit  que  fii. 

Si  «t  est  premier,  le  théortme  est  démontré.  Si  n^  n'est  pas 
premier,  on  le  décomposera  comme  n,  n,,  n^.  Et  ainsi  de  suite. 

Les  nombres  ni,  ni,  n,,  ...  vont  en  diminuant  ;  il  est  donc 
certain  qu'après  avoir  répété  un  nombre  suffisant  de  fois  la  même 
opération,  on  tombera  sur  un  nombre  (')  n,.  qui  est  (igal  ù  i  ;  on 
s'arrêtera  k  ce  moment-là. 

Ainsi  le  nombre  n  peut  être  mis  sous  la  forme  d'un  produit  de 
facteurs  premiers  a,  b,  ....  /,  En  réunissant,  s'il  y  en  a,  (confor- 
mément à  la  définition  des  exposants),  les  facteurs  premiers  égaux 
nous  obtiendrons  fmalement  notre  nombre  n  sous  la  forme  ("; 

rt  =  a'x  63  X  ...  X  ('■- 

(■)  Voir  lei  txaiCéa  d'arilhmélique  ëlémenlaire. 
I')  L'indice  p  indiqua  te  nombre  des  divisions  efiectuéai. 
(*)  Noua  remplaçons   par  des  points  tes  facteurs  que  nous  n'écrivonR 
point  et  dont  nous  ne  précisons  pas  le  nombre. 
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Dans  cette  expression,  les  Icltresa,  b,  ...,  l  désignent  les  fadeurs 
premiers  distincts  (ces  facteurs  pourraient  se  réduire  à  un  seul)  ;  les 
lettres  a,  ^,  ..-,  X  sont  les  exposants  Je  ces  facteurs  (s'ils  sont 
égaux  à  I ,  on  ne  les  écrit  pas). 

L'opération  que  nous  elfectuons  lorsque  nous  mettons  n  sous  la 
forme  indiquée  est  appelée  n  flécomposUion  du  nombre  n  en  fac- 
teurs premiers  ».  Il  n'y  a  point  de  procédé  infaillible  permettant 

de  trouver  ('}  du  premier  coup  les  lacteurs  pi-cmîers  a,  b / 

qui  composent  un  nombre.  On  ne  peut  effectuer  la  décomposition 
qu'en  tâtonnant,  c'est-à-dire  en  recherchant  successivement  si  le 
nombre  est,  ou  non,  divisible  par  les  nombres  premiers  de  plus  en 
plus  grands  2,  3,  5,  7,  etc. 

34.  —  Revenons  maintenant  h  la  théorie  de  la  division.  Pour 
qu'un  nombre  n  soit  divisible  par  un  nombre  m,  il  faut  et  il  suflTil 
que  chacun  des  facteurs  premiers  de  m  se  trouve  jKirmi  les  facteurs 
premiers  de  n  avec  un  exposant  au  moins  égal.  Cette  remarque 
nous  permettra  de  former  facilement  tous  les  diviseurs  d'un  nom- 
bre n  dés  que  nous  aurons  décomposé  ce  nombre  en  facteurs 
premiers. 

Soient,  d'autre  part,  ileux  nombres  n  et  m  décomposés  en  fac- 
teurs premiers.  Nous  calculerons  sans  peine  leur  plas  grand  com- 
mun diviseur  et  leur  plus  petit  commun  multiple. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  ('}  est  le  produit  obtenu  en  pre- 
nant pour  facteurs  les  fadeurs  premiers  communs  aux  deux  nom- 
bres et  afTectant  chacun  d'eux  du  plus  faible  des  deux  exposinls 
qu'il  a  dans  les  décompositions  des  deux  nombres. 

(<)  On  observera  qu'an  sujet  do  la  décompoaîtioD  en  facteurs  premiers 
deux  problèmes  se  posent  :  1°  démontrer  qu'il  existe  toujours  un  produit 
de  facteurs  premjors  rigal  à  un  nombre  donné  quelconque  n  ,  2°  trouver 
effectivement  ces  facteurs.  Il  a  été  question  ci-dosaui  du  premier  pro- 
blème.   Nous  faisons  maintenant  allusion  au  second. 

i')  Les  arithméticiens  démontrent,  on  le  sait,  que  l'on  peut  obtenir  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  en  appliquant  la  règle 
suivante  :  On  divise  le  plus  grand  nombre,  a,  par  le  plus  petit,  i  ;  si  la 
division  se  fait  eKaclement,  b  est  le  plue  grand  diviseur  cherché  ;  sinon 
on  divise  b  par  le  reste  r  de  la  division  eflectuée  ;  puis  on  diviso  lo  divi- 
seur r  de  cette  nouvelle  division  par  le  reste  qu'elle  fournit  ;  et  ainsi  do 
suite  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  une  division  qui  se  fasse  exactement;  le 
dernier  nombre  employé  comme  diviseur  sera  le  plus  grand  ci 
seuT  cherché. 
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Le  plus  petit  commun  multiple  de  /n  et  n  est  le  produit  obtenu 
en  prenant  pour  Tactcurs  tous  les  facteurs  premiers  de  ffi  et  n  et 
affectant  chacun  d'&xt  du  plus  grand  des  exjKisants  qu'il  a  dans 
les  décompositions  des  deux  nombres  (ou,  —  s'il  ne  Hgure  que 
dans  l'une  des  deux  décompositions,  —  de  l'cxposont  qu'il  y  n). 
Le  nombre  ainsi  formé  est  le  plus  petit  nombre  qui  soit  divisible 
ytar  m  et  par  n. 

On  déGnira  semblablcment  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le 
plus  petit  commun  multiple  do  trois  nombres  ou  davantage. 

Deux  nombres  qui  n'ont  pas  d'autre  diviseur  commun  que  i 
sont  dits  premiers  entre  eux. 

25.  CongmOQceB.  —  On  se  sevl  souvent,  pour  étudier  les  pro- 
priétés relatives  à  la  divisibilité  des  nombres,  d'une  terminologie 
spéciale,  qui  est  due  à  Gauss  (')  et  que  nous  allons  indiquer. 

Supposons  que  deux  nombres  différents  n  cl  n',  étant  divisés 
par  un  même  nombre  m,  donnent  un  même  reste.  Nous  dirons  que 
les  deux  nombres  sont  congrus  suivant  le  module  m  et  nous 
écrirons  : 

La  relation  ainsi  écrite  est  appelée  congruence. 

Cette  terminologie  est  avantageuse  parce  qu'elle  permet  d'ex- 
primer en  termes  analogues  un  grand  nombre  de  faits  dîfTércnts. 

Aina,  pour  indiquer  que  r  (nombre  inférieur  à  m)  est  le  reste 
de  la  division  de  n  par  m,  nous  écrirons  : 

n  =  r    (mod.  m). 

Pour  exprimer  que  n  est  divisible  par  m,  nous  écrirons  : 

n^o     (mod.  ni). 

Les  con grue nces  jouissent,  d'autre  part,  de  propriétés  fondamen- 
tales dont  l'énoncé  est  facile  à  saisir  :  Deux  nombres  congrus  h  un 
troisième,  suivant  le  module  m,  sont  congrus  entre  eux;  si  l'on 
-ajoute  un  même  nombre  aux  deux  membres  d'une  congruence, 

—  ou  si  l'on  multiplie  ces  deux  membres  par  un  même  nombre, 

—  le  résultat  est  encore  une  congruence,  etc. 

"  Dûçuisiliones  Aritiuneticae,  Leipzig,  1801. 
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Au  lieu  de  constater  que  certains  nombres  sont  congrus  entre 
eux  suivant  certains  modules,  on  peut  se  proposer  de  déterminer, 
—  s'ils  existent,  —  les  nombres  inconnus  qui  peuvent  être  ccu- 
gnis,  suivant  un  module  donné,  à  des  nombres  donnés. 

Considérons,  par  exemple,  la  con^ruence 

a  X  X  =^c     (niod.  b] 

où  a,  b,  c,  sont  trois  nombres  domiés.  Nous  ne  connaissons  pas 
encore  la  valenr  du  nombre  x,  et  nous  ignorons  m<?me  a  priori 
s'il  existe  nn  nombre  entier  x  tel  que  le  produit  a  X  x  soit  congru 
à  c  suivant  le  module  b.  Si  alors  nous  trouvons  un  nombre  x  (on 
plusieurs)  satisraisant  aux  conditions  requises,  nous  dirons  que 
nous  avons  «  résolu  la  congriieitce  n  et  que  la  valeur  trouvée  en  est 
une  a  snlitlion  n  (').  Si,  par  contre,  il  n'eilstepasde nombre  x  qui 
en  soit  solution,  nous  dirons  que  la  congruence  est  «  impossible  «. 
On  peut  proposer  des  congruences  plus  compliquées  que  la  pré- 
cédente, par  exemple  une  congruence  de  la  forme 

aXx*-\-bx.r-hr  =  o     (mod.  m] 
ou  une  congruence  de  la  forme 

x"  =  a     (mod.  ni). 
où  II  est  un  ex{>osant  quelconque  et  x  un  nombre  inconnu.  La 
résolution  de  ces  congruences  [h  supposer  qu'elles  soient  possibles) 
présente  souvent  de  grandes  dinicullés. 

Les  congruences  ont  élc  étudiées  par  les  plus  grands  arithméti- 
ciens modernes,  Euler,  Lejeune  Dirichlet,  Legendra,  Gauss. 

se.  RésolntioD  des  équatloni  arithmétiques.  —  Heprenons 
la  congruence 

a  X  ar  ^  r     (mod,  b) 

que  nous  avons  écrite  plus  haut.  Supposons  la  possible,  et  codh- 
dérons  la  différence  des  deux  nombres  a  X  »  et  f.  D'apK-s  ta 
délinition  des  congruences,  cette  difTérence  est  divisible  par  b  : 

(■)  Appelons  d  le  plus  ^and  commun  diviseur  de  a  et  6.  On  d^moiitr* 
que  si  c  est  divisible  par  d,  le  congruence  proposée  a  plusieurs  solulions 
leltc  en  a  dj;  »i  c  n'est  pas  divisible  par  d,  la  congruence  est  impOMible. 


.ï  Google 


PROBLEUES   bITBBS   RELATIFS    AVK    :«OMnnBS  3l 

ap[>c]ons  y  Is  quotient.  Nous  aurons,  suivant  que  a  x  x  est  plus 
(;rand  ou  plus  petit  que  c,  l'une  des  égalités 

axi  —  (■  =  fcXj'        ou        '■  =  axx  +  6xj'. 

Ainsi,  dans  te  cas  où  la  congnieacs  admet  de*  solutions,  il  existe 
des  couples  de  nombres  x  et  y  s&tisfaisant  à  l'une  des  égalités 
écrites  ci-dessus.  Réciproquement,  s'il  existe  un  coupla  de  nom' 
br«s  X  etj  salisfaisaut  k  l'une  de  ces  égalités,  le  nombre  x  de  ce 
couple  est  une  sololion  de  la  congrncnce  iodéterminée. 
Une  égalité  telle  que 

«xi  +  dx.y  —  (■ 

et,  d'une  manière  générale,  toute  égalité  (équation)  qui  doit  être 
satisfaite  lorsque  l'on  donne  à  x  et  y  des  valeurs  que  nous  ne  con- 
naissons pas  encore,  est  appdée  «  équation  arilhmélifiae  indéter- 
minée »  (').  A  priori  nous  ignorons  quelles  sont  les  valeurs  de  x 
et  y;  nous  ne  savons  même  pas  s'il  est  possible  do  trouver  deux 
nombres  x  et  y  vérifiant  l'égalité  donnée.  Lorsque  de  tels  nombres 
existent,  ils  sont  appelés  «  sotnlions  de  l'équation  ".  u  Résoudre 
tme  équation  »,  c'est  em  Irouver  les  solutions. 

Gomme  le  moatrc  l'eiemple  que  nous  venoBa.de  donner,  l'étude 
des  équations  arilbraétiquee  est  inlùmement  )ié«  à  celle  des  con- 
gnienccs. 

39.  —  Le»  arithméticiens  ont  étudié  de  nombreuses  équations 
indéterminées  ('),  et  quelques-unes  de  ces  équations  sont  restées 
célèbres. 

{')  Lm  hwU  •  équation  >,  ■  Bolulîan  *,  (juic  nom  Biiip)»)ton  '  ici  sont 
en^ruDtéa  à  l'algèbre.  Et  eu  effet  l'égalité  prapasée  n'eil  autra  qu'uni 
équation  algébrique  (voir  Diux.l.iv.).  Maia  noua  iie  recbercheroiu  ici  qu« 
celles  des  toluliom  de  l'équation  qui  aont  dea  nomLrm  entiers.  L'équa- 
tion algébrique  axx+bxy  =  c,i  deux  inconniiei, n'aurait  pas  de 
■olulioiiB  déterminées  [elle  pourrait  être  Batit[:iite  gutl  qut  >oU  x  pourvu 
que  y  ait  une  valeur  eonvenoblL-)  ;  c'ost  pourquoi  cette  équation  est 
appelée,   en    algèbre  comme  en  arithméiique,   i  équation  indéterminée  n. 

(*)  DtopiTANTE,  le  grand  arithméticien  grec,  qui  vécut  probablement  au 
IV*  siècle  ap.  J.-C,  étudia  de  nombreuses  équations  indéterminées.  Il 
cliereha  en  particulier dn m»  quelscasTéquation  Axi*  +  Bxa^  +  C  =  !/', ou 
A,  B,  C  sont  trois  nombres  enliors  (ou,  plus  généralement,  rationnels, 
ride  infra,  $  C)   admet  pour  solutions  des   nombres  :c  et  ^  entiers   (ou 
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Telle  est  l'équation  de  P)'tliagore 


Celle  équation  est  vérifiée  par  les  valeurs  a:  =r  3,  j-  :^  'i,  s  =;  5 
(puisque  9  +  i6  =  35),  et  elle  admet  une  infinité  d'autres  solu- 
tions qui  ont  une  signîQcation  géométrique  simple.  Si  l'on  cons- 
truit, en  etTet,  un  iiîangle  rectangle  dont  les  Irois  calés  aient 
pour  longueurs  ded  nombres  entiers,  il  rûsulle  du  fameux  tti6o- 
lème  de  Pjtliagore  sur  le  carré  de  l'Iiypolénuae  (199)  que  les 
Irois  longueurs  satisfont  à  l'équation  i'  +  y*  =  ;'. 


Cousidérons  maintenant  l'équation 


On  savait  déjà  au  xvii°  siècle  qu'elle  n'a  |)as  de  solution,  et  ce  fait 
fut  démontré  rigoureusemenl  par  Euler. 

Fermât  alla  plus  loin  i '),  et  déclara  avoir  démontré  que  l'équation 

est,  pour  m  =:i,  une  équation  «  impossible  en  nombres  dilTérenls 
de  zéro  » .  Mais  Fermât  se  borna  à  énoncer  ce  résultat  sans  donner 
ses  preuves  ;  et,  si  l'exactitude  de  la  proposition  a  pu  être  établie 
rigoureusernent  pour  les  valeurs  de  m  moindres  que  i  ooo,  la  solu- 
tion générale  du  u  problème  de  Fermât  »  continue  de  se  dérober 
aux  etTorls  sans  cesse  réitérés  des  malliémaliciens  du  monde  entier. 
Nous  voyons,  par  ces  exemples,  que  les  problèmes  qui  se  rat- 
tachent aux  équations  arithmétiques  n'aboutissent  bien  souvent 
qu'à  la  constatation  d'une  impossibilité.  Mais,  s'ils  nous  causent 
des  déceptions,  ils  nous  conduisent  aussi  parfois  à  de  beaux  théo- 
rèmes  auxquels  nous  ne  nous  attendions  pas.  En  voici  un,  enlrc 
bien    d'autres,  que    nous    n'aurions    certes    pas    pu   prévoir  a 


>nnels].  Il  en  est  ainsi  :  i°  Si  A  et  C  sont  nuU; 
n  nombre  entier  (ou  rationnel);  î<  Si  C  eit  le 
carre  d'un  nombre  entier  (ou  rationnel).  Cf.  Ueato,  Diophantus  oj  Alexan- 
drie, -à'  éd.  Cambridge,  lyio,  p.  67  et  auiv.  —  Les  mathématioiens  hindous 
ffids  aupra,  n"  \  ot  injra.  Deux.  Liv.)  ont  résolu  également  diverses 
équations  arithmétique!. 

C)  Oba«rvatiot*t  sur  DiopkanU,  Œvv.  dt  Fermât,  t.  I  p.  2gi. 
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l'avance;').  «Tout  nombre  peut  être  considéré  comme  la  somme  de 
quatre  nombres  carrés  (oélant  compris  parmi  les  nombres^  m.  Ainsi 

al  =  4'  +  a'  -f-  i'  +  o*,     aa  =  /i'  +  3»  +  i'  -t-  i', 
23  —  3'  -+-  .V  -H  a»  +  1*.  etc. 

38.  Problèmsfl  divers.  ~  Parmi  tes  problèmes  secondaires, 
auxquels  on  ne  veut  plus  accorder  aujourd'hui  qu'un  intérêt  de 
curiosité,  il  en  est  cependant  qui  ont  un  brillant  [>assé. 

Nous  avons  déjà  parlé  (3)  des  nombres  parfaits  et  des  nombres 
amis.  Ces  nombres,  et  d'autres  analogues,  auxquels  conduit  la 
coosidération  de  la  somme  des  diviseurs  d'un  môme  nombre,  ont 
provoqué,  dès  l'antiquité,  de  nombreuses  reclicrclies  ,'}. 

On  appelle  d'ordinaire  «  parties  aliguoles  »  d'un  nombre  l'en- 
semble de  ses  diviseurs  (le  nombre  lui-même  excepté,  mais  l'unité 
comprise).  Un  nombre  non  parlait  est,  d'après  la  terminologie 
pythagoricienne,  abondant  ou  tUficiaal  suivant  que  la  somme  de 
ses  parties  aliquotes  lui  est  supérieure  ou  inférieure.  Ln  nombre 
abondant  égal  k  U  moitié  ou  au  tiers,  ou  au  quart  de  la  somme  de 
ses  parties  aliquotes,  est  dit  soas-doulile,  ou  sous-lriple,  ou  soas- 
quadruple. 

De  là,  une  foule  de  questions.  En  i63i,  Mersenne  (')  propose 
de  trouver  un  nombre,  autre  que  lao,  qui  soit  sous-double.  En 
1637,  Fermât  (*)  adresse  auiL  mathématiciens  de  toute  l'Europe  un 
déli  en  règle,  où  il  demande  do  trouver  un  cube  qui  augmenté  de 
ses  parties  aliquotes  soit  un  carré,  et  un  carré  qui,  augmenté  de 
ses  parties  aliquotes,  soit  un  cube. 

Fort  anciens  également  sont  les  problèmes  relatifs  aus  carrés 
magiques. 

On  appelle  carré  magique  de  n'  cases  un  carré  où  sont  disposés 
e  sur  un   damier)  fi'  nombres,  appelés  éléments  du  carré, 


(')  Ce  théorème  énoncé  par  Bacbbt  dam  let  commentaire!  lur  Dio- 
phaote  {Diuphtmii  orithnwd'eorum,  Ubri,V/, éd. Bachet,  Parïi  1621. p.  180) 
a  été  démontré  rigoureuiement,  par  Lulgranoe  {Nouv.  mim.  de  l'Ae,  dt 
Btrtin.  année  1770,  p.  lal)  «t  par  Euler  {1777). 

[*)  Cf.  datu  l'Enq/el.  da  Se.  malk.,  I,  i5,  le  n^  aS  rédigé  pat  Paul 
Tannbbt, 

H  Œuf.  ds  Deacarltê,  éd.  Adam-Taimery.  I,  p.  aag. 

I*)  Ci,  Œuf.  d*  Fermât,  t.  II,  p.  3ïa. 

Bouthmii.  —  Ln  Priacipn  il«  I'AewI^m  oultiéiuliqDg,  3 
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de  lelle  façon  que  la  somme  t}es  éléments  de  cliaque  ligne,  chnqtie 
colonne  ou  diegonnie  soït  toujours  la  même.  —  Ainsi  le  carré 


donné  par  le  mathématicien  juif  Abraham  beti  Esra  (')  (mort  en 
1 167)  est  un  carré  magîqne. 

Les  carrés  magiques  ont  occu}}é  les  Chinois  (*),  les  Hindous, 
les  Arabes,  et  ont  été  de  bonne  heure  connus  en  Occident.  Au 
XVII*  siMe,  Bachet  (')  attira  sur  eux  rattenlion  des  malhénia^ciens 
français.  Pascal  leur  consacra  un  traité  (anjourd'hui  perdu}, 
et  l'excellent  arithméticien  Frenicle  de  Bessy  en  fit  une  étude 
approfondie  (*). 

29.  Théorie  des  nombres  premi«», —  Il  nous  reste  à  signaler 
le  chapitre  de  la  théorie  des  nombres  qui  a  peut-être  donné  lieu 
aoK  dé^oppements  les  plus  remarquables,  —  le  chapitre  r^atif 
aux  nombres  premiers. 

H  serait  fort  utile,  —  ne  fût-cequepour  faciliter  la  décomposition 
en  facteurs  premiers,  —  de  déterminer  la  suile  dos  nombres  pre- 
miers et  de  savoir  reconnaitre  rapidement  si  nn  nombre  donné  est 
ou  n'est  pas  premier. 

On  ne  connaît  malheureusement  aucune  méthode  permettant  de 
résoudre  ces  problèmes  à  coup  sftr:  force  nous  est  de  procéder 
par  tâtonnements.  Ainsi,  nous  connaissons  les  plus  petits  nombres 
premiers  i,  a,  3,  5,  7,  11,  i3,  17,  if),  etc.  Pour  avoir  les  sui- 
vants, le  procédé  le  plus  rapide  est  encore  celui  que  préconisait 
Eratotthine  de  Cjrène  {176-19  ^  av.  J.-C.)(*).  Dans  la  suite  crois- 
sanle  des  nombres,  on  biffe  d'aborti  tous  ceux  qut  sont  divisi- 

(<]  Eneyet.  dta  Se.  math.,  l,  ib,  p.  G1. 

(I)  On  a  trouvé  un  exemple  de  carré  Tnagi<]ue  dans  une  table  chinoise 
vieille  peut-Stre  de  quatre  ou  cinq  mille  ani. 

I']  Problème*  plauans  et  deUetablt*  qui  s»  font  par  ka  nombre»,    1612. 

(-)  Cette  étude  a  été  publiée,  après  la  mort  de  Fhemcle,  ap.  Divers  Ou- 
vrages deMalh.et  dePhy».  par  MM.  deVAcad.  R.  det aciencea,  Paris.  i%3. 

(i)  C,e  procédé  appelé  crible  d'Erathosthèiie  est  lapporté  dans  l'Eïia. 
fiifCi,  àp^Opr.-tixil  de  yicomaqae  de  Gérase,  tivr.  I,  chap.  xiii. 
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blés  par  a,  puis  tous  ceux  qui  sont  divisibles  par  3,  et  ainsi  de 
suite  :  tout  nombre  resUnl,  n'^tanl  divisible  par  aucun  nombre 
inférieur,  est  un  nombre  premier.  On  peut,  par  cette  méthode, 
trouver  tous  les  nombres  premiers  qui  sont  inrérieurs  à  i  ooo,  ou  à 
loooo,  ou  à  looooo;  mais  jamais  on  n'épuisera  la  suite  des 
nombres  premiers  ;  car  cette  suite,  —  comme  Euclidc  le  démon- 
trait dcjii,  —  est  une  suite  infinie. 

Pour  aborder  d'une  manière  plus  rationnelle  l'étude  de  la  suite 
des  nombres  premiers,  il  convient  de  rechercher  tout  d'abord  des 
propriétés  qui  caractérisent  ces  nombres  et  )>ermelteut  de  les  dis- 
tîngiuer  des  autres.  Telles  sont  les  propriétés  formulées  par  deux 
célèbres  théorèmes  appelés  théorème  de  Fermai  et  théorème  de 
IVilson.  Le  théorème  de  Fermai,  énoncé  (')  sans  démonstration 
par  le  grand  arithméticien,  prouvé  plus  tard  et  généralisé  par 
Euler  (  1 736),  se  formule  ainsi  :  Si  p  eil  un  nombre  premier  el  a 
un  nombre  non  divisible  par  p.  la  différence  a''~'  —  i  est  divisible 
par  p  ;  en  d'autres  termes,  on  a  : 

ai'~'  ^  I     (mod.  p). 

Le  théorème  de  Wilson,  énoncé  par  Leibnii  dans  un  manuscrit 
inédit  O.attribuéà  J.  Wilson  par  Waring(*),  s'énonce  en  ces  termes  : 
Si  p  est  un  nombre  premier,  le  nombre  i  x  2X3...x(p  — ')-l-i 
esl  divisible  par  p;  il  n'en  serait  pas  ainsi,  au  contraire  si  p  n'était 
pas  un  nombre  premier. 

On  est  parti  de  ces  théorèmes  pour  s'attaquer  aux  pro- 
blèmes suivants  :  Les  nombres  premiers  étant  supposés  rangés  par 
ordre  de  grandeur  croissante,  quelle  est,  en  fonction  (*)  de  n,  tex- 
pression  du  n^^'  nombre  premier  P  Etant  donné  un  nombre  N  arbi- 
trairement grand,  quel  est,  en  fonction  de  "S,  le  nombre  des 
nombres  premiers  inférieurs  o  N  ? 

L'élude  de  ces  problèmes  a  entraîné  les  arillunéticiens  modernes 
loin  des  routes  tracées  par  leurs  devanciers.  Gauss  et  Riemann 
en  particulier,  ont  reconnu,  au  début  du  xix°  siècle,  que  les 
H  fonctions  »  définies  par  l'arithmétique  sont  étroitement  apptren- 

(')  Lettre  à  Frenïole,  i64o,  Œuv.  de  Fermât,  II.  p.  309. 

(i  Cr.  Entyti.  it  Se.  hmiA..  1,  i!>,  p.  n. 

f )  A/MftlolMMiM  ■JjfkroKW.  Cambridge.  3»  édil.,  i-;-o;  pr*f.  p,  XLIII. 

(')  Sur  le  sens  des  mots  <  en  lonction  de  ■  vide  infra  Deux.  Liy.  oh.  II, 
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léesaui  fonctions  qu'étudient  les  chapitres  les  plus  nouveaux  de 
l'Annlj'se.  Toutes  les  parties  des  mathématiques  arrivent  ainsi  à  se 
rejoindre  tôt  ou  tard. 


30.  —  Quelque  Joie  qu'il  y  puisse  trouver,  le  mathématicien  ne 
saurait  s'immobiliser  dans  la  contemplation  des  nombres  cardi- 
naux. En  même  temps  qu'une  belle  science,  en  effet,  l'arithmétique 
est  une  science  pratique,  tenue  de  satisfaire  aux  exigences  inces- 
santes de  l'industrie  humaine.  De  là  vient  que  chez  les  plus  an- 
ciens peuples  civilisés  l'arithmétique  dut  s'engager  dans  des  voies 
secondaires,  voie  dont  l'importance  théorique  ne  fut  reconnue  qn'k 
la  longue,  à  l'époque  où  la  géométrie  rationnelle  commença  à  se 
développer  ('). 

L'une  des  opérations  pratiques  que  l'homme  a  le  plus  souvent  A 
accomphr  est  le  partage  d'une  quantité  donnée  en  un  nombre 
donné  de  parties  égales.  Cette  opération  est  une  division,  mais 
une  division  qui  n'est  pas  soumise  aux  mêmes  restrictions  que 
celle  dont  nous  avons  (ait  plus  haut  la  théorie.  Soit,  ]>ar  exemple, 
à  partager  le  contenu  de  i3  bouteilles  en  n  lots  égaux  (rt  désignant 
un  nombre  quelconque  inférieur  à  12)  :  la  «division  exacte  d 
de  13  par  n  n'est  pas,  nous  le  savons,  toujours  possible;  et,  ce- 
pendant, quelle  que  soit  la  quantité  de  vîn  dont  nous  disposons, 
nous  pouvons  toujours  diviser  ce  vin  en  autant  de  lots  égaux  que 
nous  voudrons;  si  la  division  ne  se  fait  pas  exactement,  les  lots 
ne  comprendront  pas  un  nombre  exact  de  bouteilles,  mais  on 
pourra  toujours  les  constituer  en  ouvrant  une  ou  plusieurs  bou- 
teilles et  en  partageant  le  contenu.  C'est  ainsi  que  si  nous  regar- 
dons le  contenu  d'une  bouteille  comme  constituant  t<  l'unité  de 
quantité  de  vin  »,  nous  pouvons  être  amenés  à  calculer,  non  pas 
seuleoient  sur  des  unités  entières,  mais  sur  des  fractions  d'unité, 
c'est-à-dire  sur  des  quantités  plus  petites  que  l'unité. 

(')  Voir  le  chap.  11,  La  ihcorie  des  proportions  géoroétriqu«K,  en  par- 
ticulier {vidt  inlra,  n"  g6  tuiv.)  imposait  aux  mathématiciens  grecs 
''Étude  gyttéma tique  des  fractions. 
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Les  calculs  relatifs  aux  fractions  d'unilé  reposent  sur  le  principe 
suivant,  qui  est  universellement  admis  :  tout  objet  peut  être 
divisé  en  autant  de  parties  égales  que  l'on  veut,  et,  par  consé- 
quent, quel  que  toit  le  nombre  cardinal  m ,  il  est  possible  de  diviser 
Fanité  en  m  parties  égales.  Cliacuoe  de  ces  parties  oat  une 
m*^»parlie  de  tanité;  nous  l'appelons /rac/iofi  (de  namérateur  i). 
et  nous  convenons  d'écrire  : 

mtat  partie  de  l'unité  ^  {égale)  —  ■ 

Soit  maintenant  M  un  nombre  cardinal  inférieur  h  m.  Suppo- 
sons que,  parmi  les  m  m^"^  parties  de  l'unité,  nous  en  prenions  M  : 
nous  isolerons  ainsi  une  collection  de  M  rn^>i>«  parties  de  Cuniti; 
cette  collection  sera  appelée  h  fraction  »,  et  nous  conviendrons 
d'écrire  : 

Mm^in"  parties  de  l'unité  =  — . 


Supposons  enlïn  que  nous  disposions  de  plusieurs  objets  indis- 
cernables ou  unités,  et  que  nous  divisions  cbacun  d'eux  en  m  parties 
égales.  Nous  obtenons  ainsi  une  collection  de  parties  toutes  égales 
entre  elles.  Isolons  M  de  ces  parties  (M  pouvant  être  cette  fois 
supérieur  à  m)  :  nous  aurons   encore  une   «  fraction  h  (')  que 

nous  représenterons  par  le  symbole  —  ;  M  et  m  sont  appelés  termes 
de  la  fraction  ;  M  est  le  numérateur  et  m  le  dénominateur  de  la 
fraction. 

Une  fraction  est  égale  k  un  nombre  cardinal  lorsque  son  numé- 
rateur est  divisible  par  son  dénominateur.  C'est  le  cas  de  toutes 

les  fractions  de  dénominateur  i,  et  des  fractions  telles  que  ~<  ^1  ^'*^- 
En  effectuant  la  division,  on  «  réduit  »  la  fraction  au  nombre  car- 
dinal  égal.  Pour  les  opposer  à  l'ensemble  des  fractions,  on  appelle 


(')  Cette  exteniioit  donnée  au  sens  du  mot  ■  traction  n,  un  peu  cho- 
quante au  point  de  vue  philologique,  est  justifiée  par  ce  fait  que  les 
quanlitës  que  nous  canvenona  d'appeler  0  fractions  9,  joujstent  de  pro- 
priété! semblables  que  leur  numérateur  soit  ou  non  égal  à  i.  Les 
Egyptiens  {fiiU  3i)  et  les  peuples  primitifs  ne  connainai«nt  cependant 
que  les  fractions  de  numérateur  i. 
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d'ordinaire  les  nombres  cardinaux  (et  les  fracUons  à  eux  réduc- 
tibles) :  nombres  entiers. 

31 .  —  Est-il  possible  d'effectuer  sur  les  Traclions  les  sii  opéra- 
tions fondamentales  définies  au  $  2? 

Oui,  évidemmenl,  pourvu  que  nous  donnions  des  règles  non 
ambiguës  permettant  de  déduire  de  deux  ou  plusieurs  fractions 
données  certaines  fi'actions  nouvelles  appelées  somme,  pitxlait, 
ijuolieitl...  des  fractions  proposées.  Mais,  nous  venons  de  voir  qu'il 
y  a  des  fractions  qui  sont  des  nombres  cardinaux  (nombi'F?s  entiers). 
Les  règles  des  opérations  effecluées  sur  les  fractions  devront  donc 
être  telles  qu'appliriuces  aux  nombres  cardinaux  {plus  exactemenl  : 
aux  fractions  égales  à  des  nombres  cardinaux)  ellts  se  confondent 
avec  les  régies  propres  à  ces  derniers  nombres  (règles  du  S  ^)- 

I^e  calcul  des  fractions  lemouLe  à  une  haute  antiquité  ('),  car  il 
est  formulé  avec  une  assez  grande  précision,  —  du  moins  en  ce  qui 
concerne  les  fractions  de  numérateur  i,  —  dans  le  traité  de  l'égjp- 
tien  Ahmes  [vide  n"  1)  ;  il  se  développa  en  Grèce  et  aux  Indes 
(5*,  6*  siècle,  ap.  S. -G.);  puis  par  l'intermédiaire  des  \rabeB.  qui 
le  recueillirent  de  diverses  sources,  il  fut  transmis  aux  peuples 
occidentaux.  Le  premier  exposé  rigoureux  et  complet  du  calcul 
des  fractions  (appelées  à  cette  époque  :  nombres  rompus  {^),  nameri 
rupti)  se  trouve  dans  ï Arithmétique  de  Stevin  (i58d). 

32.  Règles  fondamentales  du  calcul  des  Irocttons.  — 
I.,es  calculs  relatifs  aux  fractions  se  font  par  application  des 
principes  suivants,  conséquences  directes  des  dcfïnltions,  et  dont 
on  trouvera  la  démonstration  dans  tous  les  traités  d'arithmétique. 

Principe  A.  —  Dans  le  cas  où  le  numérateur  d'une  fraction  est 
divisible  par  le  dénominateur,   la  fraction  est  égale  au  quotient. 

Principe  li.  —  On  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  lors- 
qu'on multiplie  ses  deux  termes  par  un  même  nombre. 

Principe  C.  —  Si  les  deux  termes  dune  fraction  sont  divisibles 
par  UD  même  nombre,  ou  ne  change  pas  la  valeur  de  la  fraction 

(')  Les  lystèmet  de  meniref  adoptés  en  Chaldée  reposent  sur  la  division 
de  l'anité  en  6<i  parties  égales  :  il  est  donc  probable  que  les  ChaldéenB 
savaient  eETcctuer  des  calculs  sur  les  fractions  de  dénominateur  6o. 

(•)  Ou  nombres  rouit  (cl.  Le  Triparti/  deCnuQUET,  Vide,  p.  rr,  noie  i). 
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lorsqu'il!  divise  ses  termes  par  ce  nombre.  —  Effecluer  une  telle 
opération  sera,  par  définition  simplifier  ou  rédmre  la  fraction.  On 
dit  qu'une  fraction  est  irrédacUhle  lorsqu'elle  ne  peut  pas  être 
réduite. 

Les  deuK  termes  d'une  fraction  irréductible  sont  nécessairement 
des  nombres  premiers  entre  eux.  En  effet,  si  ces  nombres  n'étaient 
pas  premiers  entre  eux,  ils  auraient  un  facteur  premier  commun 
(23)  par  lequel  on  pourrait  diviser  les  deux  termes  de  la  frac- 
lion.  Toute  fraction  peut  évidemment  être  réduite  en  fraction 
irréductible. 

Principe  D.  —  Etant  donné  plusieurs  fractions  on  peut  toujours 
les  réduire  ou  mime  dénominalear,  c'est-i-dire  las  remplacer  par 
des  fractions  égales  qui  aient  tontes  le  mémo  dénominateur. 

En  effet,  soient  —,  -  deux  fractions  quelconques.  La  première 

est  égale  à  la  fraction        -  -  ,  la  seconde  à  la  fraction  "■■-■-■■  - .  Les 

deux  fractions  — -— -  et  'j^^—  satisfont  donc  aux  condition)^  re- 
quises; d'ailleurs  il  est  possible  que  ces  deux  fractions  puissent 
être  réduites  k  deux  autres,  plus  simples,  ayant  également  même 
dénominateur  (').   Soient  données,    maintenant,   trois   fractions 

7  '  in'  n  '  "*""  Poovo'iB  '^^  remplacer  pat  les  fraciioDs  égales  : 

L  X  m  X  n  M  X  t  X  n  y  x  I  X  m 

~l  X  m   X  n'  I  X  m  X  n'  t  X  m  x  "' 

Et  de  même  pour  un  nombre  quelconque  de  fractions. 
Cela  posé,  rappelons  les  règles  bien  connues  qui  définissent  les 
opérations  relatives  aux  fractions. 

33.  Addition  «i  aouetraotion.  —  Considérons  d'abord  deux 


l'addition  de  ces  deux  fractions,  est,  par  définition,  une  Jraclion 
tjaia  pour  dénominalear  le  dénominateur  commun  et  pour  namérn- 

(')  D'uDe  manière  générale,  on  peut  toujours  réduire  plusieurs  frac- 
tions quelconques  k  un  mémo  dénominaleur,  quî  eit  le  plus  petit  commun 
multiple  des  dénominateurs  de  ces  fractions. 
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leur  la  somme  des  deux  naméraleurs.  [M  m*""  parlics  de  l'unité 
_i_  îv  /ntoiH  parties  =;  (M  -)-  N)  m*™"  parties]. 

Si  l'on  considère,  d'auti-e  part,  deux  fractions  de  dénominateurs 
différents,  on  les  additionnera  en  les  réduisant  d'abord  au  même 
dénominateur,  et  appliquant  ensuite  la  régie  énoncée  ci-dessus. 
Par  exemple  : 

M    ,    N  _  M  X  '<    .    N  X  m  _  (M  X  /i)  +  (N  X  m)  _ 


L'addition  ainsi  définie  satisfait  bien  à  la  condition  que  nous 
avons  requise  au  n"  31. 

Soit  maintenant  donné  un  nombre  quelconque  de  fractions  dont 
chacune  sera,  pour  simplifier,  représentée  par  une  seule  lettre  a 
ou  b  ou  c.  Ayant  défini  la  somme  (o  +  b),  nous  pourrons  défmir, 
de  ia  même  manière  qu'au  S  2,  la  somme  (ou  l'addition)  d'un 
nombre  quelconque  d'éléments  a,  b,  c,  ...  L'addition  sera  toujours 
une  opération  univoqae,  commutalioe  et  associative  (vide  n*  6). 

La  rè^le  de  la  soustraction  est  analogue  à  celle  de  l'addition  : 


fractions  au  même  dénomiiinlear  ;  puis  on  forme  la  Jraclion  qai  a 
pour  dénominateur  le  dénominateur  commun  et  pour  numérateur 
la  différence  des  numérateurs.  On  obtient  ainsi  la  différence  : 

(M  X  /.)  -  (N  X  m) 
">  xn 

L'opération  n'est  possible,  bien  entendu,  que  si,  des  deux  fractions 
réduites  au  môme  dénominateur,  c'est  la  fraction  retranchée  qui  a 
le  plus  petit  numérateur. 

34.  HultipUoation  et  division.  —  L'origine  de  la  notion  de 
fraction  justifie  immédiatement  les  règles  suivantes  qui  satisfont  k 
la  condition  requise  plus  haut  : 

/-e/)cof/H(/ (résultat de  ta  mHl^plication)(/'uHe/rae/(on      par  un 

nombre  entier  a  est  ta  fraction  -■ qui  a  pour  dénominateur  le 

dénominateur  m  et  pour  numérateur  le  produit  par  a  du  numéra- 
teur M. 
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Le  quotient  (résultat  de  la  division)  d'une  fraction  -  par  un 

nombre  entier  a  est  la  fraction  qui  a  pour  numérateur  le  nu- 

mérateur M  et  pour  dénominateur  le  produit  par  a  tia  dénomina- 
teur m.  [Pour  diviser,  par  exemple,  e  par  3,  il  suffît  de  diviser  en 
3  parties  égales  chaque  5*°*  partie  de  l'unité  et  de  prendre  2  des 
(5  X  3)  parties  de  l'unité  ainsi  obtenues,] 
Remarque.  —   Le  quotient  d'u 


M  .     N 

Le  produit  d'une  fraction  —  par  une  fraction  --  est  une  fraction 

ayant  pour  numérateur  le  produit  des  numérateurs  M,  N,  et  pour 
dénominateur  le  produit  des  dénominateurs  m,  n  : 

M      N       MxN 

m^  n^  mxn- 

La  division  se  définit  dans  le  cas  général  comme  opération  in- 
verse de  la  multiplication.   Le  quotient  (résultat  de  la  division) 


rapport  des  deux   fractions  —   sera  la  fraction  qui,   multipliée 

N     .  M       ..    f     ,.         ,  n  X  M 

par  —,  donne  —;  cette  traction  est  ^ 

M    N_n_x_M 
■«  ■  n  -  N  X  m' 

et  l'on  pourra  énoncer  la  règle  suivante  :  Pour  diviser  deux  /rac- 
lions rune  par  fautre  on  multiplie  la  fraction  dividende  par  la 
fraction  diviseur  renversée. 

Suivant  les  conventions  du  n"  8,  le  quotient  de  la  division  de  n 

par  b  peut  être  noté  r  au  lieu  de  a  :  b.  Cette  notation  est  natu- 
relle puisque  le  quotient  est  une  fraction.  Le  même  mode  de  no- 
tation pourra  encore  être  employé  lorsque  le  dividende  et  le  di- 
viseur sont  des  fractions.  On  écrira  : 

M 

m  ...        M     N 

-m-      au  lieu  de      âl  '  ~h' 
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D'après  la  règle  qui  précède,  toute  division  do  fraction  se  ramène 
ù  une  multiplication.  La  division  d'une  fraction  est  donc,  comme 
la  multiplication,  uoe  opération  univoque  et  toujours  posaible. 
Nous  o'avoDS  pas  à  distinguer,  dans  la  Uiéorie  des  fraclioDs,  entre 
une  division  exacte  et  une  division  approchée,  comme  nous  l'avons 
fait  pour  les  nombres  enlîera  :  le  quotient  d'une  fraction  p<7r  une 
autre  est  toujours  an  qualknl  exact. 

Considérons,  en  particulier,  la  division  de  i  par  la  fraction  -  .  Le 
i/uolienl  est  la  fraction  retournée  n  :  on  l'appelle  inverse  rfc  la 
fraction  -  .  D'après  cette  dcfintlion  i'inveme  d'un  nombre  entier  m 
est  la  fraction  -  de  numérateur  i . 

36.  —  Nous  n'avons  envisa^'é  cî'dcssus  que  la  multiplication  de 
'/^uo:  fractions.  Soil  maintenant  donné  un  nonibreqnelconquede  frac- 
tions dont  chacune  sera,  pour  simplifier,  repi-ésentée  par  une  seule 
lettres,  ou  6,  oo  c,  ...  Ayant  dérmi  le  produit  (a  X  b)  nous  pour- 
rons définir,  de  la  même  manière  qu'au  i  2,\e  produit  ou  la  mul- 
tiplication) d'un  nombre  quelconque  d'éléments,  a,  b,  c,  ...  ÏJi 
multiplication  sera  toujours  une  opération  coinmiilalÎL'e,  assoria- 
live  el  tlistribuiive  (vide  .iiipra,  n°  7). 

36.  Elévation  aux  puisaanoea.  —  Vous  ne  définirons,  pour 
l'instant,  que  lëlévation  d'une  fraction  (quelconque)  à  une 
puissance  entière. 

Soit  p  un  exposant  entier.  L'élévation  à  la  puissance  p  n'étant 
qu'une  combinaison  de  multiplications  (n°  9)  nous  pouvons 
déduire  du  n"  34  la   règle   suivante   :    fa  puissance   p''*"  de    la 

fraclion  ~.  est  la/raclioii  '  -  :  nous  écrirons  donc 

\m}  ml- 

On  vérifie  sans  peine  que  les  puissanras  de»  fractions  jouissent 
des  propriétés  <listrtbiitivcs  et  associatives  énoncées  au  ri"  9. 

37.  Extraction  des  raoineB.  —  L'extraction  des  racines  est 
l'opération  inverse  de  l'élévation  aux  puissances  {l'idc  supra,  n"  10). 
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D'où  la  règle  :  La  racine  p"'"  oa  racine  d^ordre  p  de  la  fraction 

est  la  fraction  ^-~.  ;  on  peul  donc  écrire 

{/m 


«ne  opération  toujours  possible  ?  Pour  qu'il  en  fAl  ainsi  il  Taudrait 
qu'il  existât  toujours   une  fraction  dont  la   puissance  p'*™  frtt 

égale  à  — .  Or  un  exemple  très  simple  va  montrer  que  cela  n'est 
pas. 

Je  dis  qu'i'/  n'existe  pas  de  fraction  dont  le  carré  soit  ètjal 
à  2  (d'où  il  résalle  que  l'extraction  exacte  de  la  racine  cariée 
de   3  est   une  opération   impossible).    Snpposons  en  effet  qu'il 

existe  une  Traction  i  telle  que  ^  =  2.  J'ni  le  droit  de  supposer 
(n°  32)  que  l'on  a  réduit  la  fraction  à  une  fraction  irréductible, 
en  sorte  que  a  et  &  sont  premiers  entre  eux  (n"  24).  J'ai,  par 
hypotlièse,  a*  =  a6'  ;  dooc  a*,  et  par  suite  a,  est  un  nombre 
pair  (')  ;  et,  puisque  n  et  &   sont  premiers   entre  eux,    h   doit 

être  un  nombre  impair.  Mais  appelons  a'  le  nombre  ■-  (ce 
nombre  est  entier  puisque  a  est  pair)  :  j'ai  a'  ^  1*  X  a'"  ^  'i.a". 
et,  par  conséquent  a. m"  ^=  fc'  ;  donc  6'  est  pair,  ce  qui  exige 
que  h  soit   pair  (note    1).   Ainsi,  en  admettant  qu'il  existe  une 

fraction  x  égale  à  v'a  nous  aboutissons  Jt  celle  conclusion  que  le 
nombre  b  est  Ji  la  fois  impair  et  pair.  Conclusion  absnrde  qui  nous 
oblige  Â  rejeter  notre  hypothèse. 

La  démonstration  qui  précède  est  donnée  par  Eaclide  au  livre  X 
de  ses  Eléments,  et  s'il  faut  en  croire  Aristolc  ('),  elle  aurait  déjà 
élé  connue  de  Pythagore.  Elle  nous  apprend  qu'en  général   les 

(')  Le  carré  d'nn  nombn  impair  «st  nécessairement  im  nombre  impair  ; 
en  effet,  la  décompoeition  de  ce  carré  en  tacteun  premiers  ne  peut  (pas 
plus  que  le  nombre  lui-même}  contenir  le  facteur  s.  Donc  «i   a*   est  pair, 

(')  Cf.  CanTOB,  Vorlnungen,  I,  p.  170. 
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racines  des  fractions  les  plus  simples  ne  sont  pas,  clles-mdnics,  des 
frac  lions. 


-  Nombres  rationnels.  Inégalités. 


38.  Nombres  fractlonnedrea.  Hoinbr«i  rattonneU.  —  Le 
calcul  lies  fractions  a  été  créé,  nous  l'avons  dit,  ^>ou[  répondre  aux 
besoins  de  la  vie  pratique  et  de  la  géométrie.  Cependant,  le  dé- 
veloppement même  de  l'arithmétique  tliéorique  devait  nous  con- 
duire à  ce  calcul  et  nous  inciter  à  le  considérer,  non  pas  simple- 
ment comme  une  anne?ie,  mais  comme  une  partie  intégrante  de 
de  la  science  des  nombres. 

Les  problèmes  d'arithmétique  que  nous  avons  étudiés  jusqu'ici 
se  résolvent  tous,  remai-quons-lc,  de  la  même  manière  :  en  effec- 
tuant sur  des  nombres  proposés  certaines  opérations  donnant 
comme  résuUals  de  nouveaux  nombres.  Ainsi,  le  monde  des 
nombres  est  essentiellement,  pour  nous,  une  classe  d'éléments 
abstraits,  sur  lesquels  nous  ne  supposons  rien,  sinon  qu'ils  se 
prêtent  à  certaines  opérations  bien  définies  :  nous  savons  qu'en 
combinant  les  éléments  de  celte  classe  suivant  des  régies  aiTêtécs 
une  fois  pour  toutes,  nous  obtiendrons,  toujours  et  exclusivement, 
des  éléments  appartenant  à  la  même  classe. 

Or,  cette  condition,  qui  équivaut  pour  nous  i  la  déQnilion  du 
nombre,  les  fractions  y  satisfont  comme  tes  nombres  cardinaux.  En 
effet,  nous  savons  effectuer  sur  les  fractions  les  mêmes  opérations 
que  sur  les  nombres  cardinaux,  et,  comme  résultats  des  opérations 
effectuées,  nous  obtenons  toujours  des  fi-actions.  C'est  pourquoi 
nous  sommes  tout  naturellement  amenés  à  assimiler  les  fractions  h 
des  nombres  ;  nous  conviendrons  de  les  appeler  :  nombres  fraction- 
naires. 

Mais  nous  savons  que  la  classe  (les  fractions  comprend  comme 
éléments  particuliers  l'ensemble  des  nombres  entiers.  Nous  préci- 
serons donc  notre  langage  en  convenant  de  réserver  le  nom  de 
nombre  fractionnaire  aux  fractions  qui  ne  sont  pas  réductibles  à 
des  nombres  entiers,  et  appelant,  d'une  manière  générale,  ■  nombre 
rationnel  »  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  quelconque;  nous 
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disons  alors  que  la  classe  des  nombres  rationnels  comprend  comme 
sous-classes  la  classe  des  nombres  entiers  et  la  classe  des  nombres 
fractionnaires. 

Voilà  donc  que  d'un  traitde  plume  nous  avons  considérablement 
accru  le  domaioe  de  la  science  des  nombres.  La  belle  harmonie  de 
ce  domaine  n'y  perdra  rien,  car  nous  pouvons  étendre  k  la  classe 
des  nombres  rationnels  beaucoup  de  propriétés  —  les  plus  Impor- 
tantes, peut-être  —  des  nombres  entiers.  Ainsi  la  définition  d'une 
médiélé  {a'  20),  d'une  progression  arithmétique  ou  géométrique 
(a."  16  et  21),  l'expression  de  la  somme  des  n  premiers  termes 
d'une  telle  progression  (')  peuvent  être  transporlées,  sans  modifica- 
tion aucune,  du  monde  des  nombies  entiers  au  monde  des  nombres 
rationnels. 

3d.  Nombres  oroissanta  oa  décroissants.  —  De  deux  nom- 
bres entiers  quelconques  l'un  est  toujours  plus  petit  que  l'autre. 
Pour  exprimer  que  le  nombi'e  a  est  plus  petit  que  le  nombi'e  b, 
nous  écrivons 

a<b: 
ainsi  a  <  3  : 

pour  exprimer  que  a  est  plus  grand  que  b,  nous  écrivons 

a>b: 
ainsi  5  >  4. 


Considérons  maintenant  dei 
Il  résulte  de  la  définition  de  la  soustraction  qu'une  seule  de  ces 
deux  fractions  peut  être  retranchée  de  l'autre;  ce  sera  la  pre- 
mière  si   N    X  m  est  plus   grand  que   M    X   n,    la  seconde   si 


(■)  La  formule  du  a"  21  donnant  ta  soauue  d«i  n  premiers  termes 
d'une  progreision  géométrique,  n'est  toutelois  valable  que  si  la  raison  b 
est  aupérieure  à  i.  Si  è  <  1,  cette  formule  doit  être,  ainsi  que  le  montre 
un  caleul  facile,  remplacée  par  la  suivante:  a,  x  firi  ifià'  infra, 
p.  i54j. 
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?J    X   m  est  plus  petit  que  M  X  n;  dans  le  premier  cas.  nou» 
dilons  que  -  est  plus  petit  que  (ou  infi'rieur  à)  ^  ,  et  nous  écrirons 


dans  le  second  cas,  nous  dirons  que  -  est  plus  grand  que  {sapé~ 


;^  >  -  ;      „-  <  ,7,  ■ 

Ainsi,  <le  deux  nombres  rationnels  (entiers  ou  fractionnaires} 
quelconques,  nous  saurons  toujours  dire  lequel  est  le  plus  grand, 
lequel  est  le  plus  petit. 

J'ajoute  que  si  (')  a  et  6  sont  deux  nombres  rationnels  quel- 
conques, et  si  a  -<  b,  tous  tes  nombres  inférieurs  à  a  sont,  a  for- 
tiori, inférieurs  \  h  ;  tous  les  nombres  supérieurs  à  b  sont,  a  for- 
tiori, supérieurs  à  a. 

Soit  maintenant  une  collection  quelconque  de  nombres  a,b,  ...,L 
Nous  pouvons,  toujours,  d'après  ce  qui  précède,  ranger  ces 
nombres  à  calé  les  uns  des  autœs,  de  manière  h,  former  une  suite 

a,  b.  ....  i 

jouissant  des  propriétés  suivantes  :  tout  nombre  de  la  suite  est 
supérieur  aux  nombi'cs  situés  à  sa  gauche  et  inférieur  aux 
nombres  situés  à  sa  droite.  Une  telle  suite  a,  b,  ...,  /  est  dite  suite 
de  nombres  croissants  (ou  suite  croissante  de  nombres).  La  suite  in- 
verse /,  ...,  b,  a  est  une  suite  de  nombres  décroissants. 

Une  suite  de  nombres  rationnels  croissants  est  analogue,  on  le 
voit,  à  la  suite  des  nombres  cardinaux  (voir  n°  12),  mais  an  lieu 
que  deux  nombres  de  celte  dernière  suite  difi^rent  d'une  unité  au 
moins,  les  éléments  d'une  suite  de  nombres  rationnels  peuvent 
être  très  rapprochés  et  ne  différer  que  d'une  très  petite  fraction 
d'unité  {vide  infm,  n'  42). 

{')  Je  repréieute  chaque  nombre  ra lia unel  par  une  lettre  unique  conune 
je  l'ai  déjà  fait  au  $  5. 
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40.  InégaliUs.  —  On  appellQ  iaigaHté  la  Tominle  qui  eiprime 
qa'na  nombre  est  supérieur  on  inrérieur  à  un  autre  nombre.  Ain» 
les  formules 


sont  des  inégalité  auxquelles  satisfont  respectivement  les  nombres 
j  et  3  et  les  oombns  g  +  i,  -  -t-  >.  La  directico  du  signe  >  ou  < 
indique  le  sens  de  l'inégalité.  Les  nombres  ou  eiipressions  qui 
figurent  de  part  et  d'autre  du  signe  >  ou  <  sont  les  deux 
B  membies  •>  de  l'inégalité  ('). 

Lorsque  deux  nombres  satisfont  à  une  inégalité,  les  résultats 
d'une  même  opération,  eficctuée  séparément  sur  l'un  et  l'autre  de 
ces  nombres,  satisfont  parallèlemenl  k  une  inégalité  correspon- 
dante. On  dit  que  cette  inégalité  est  une  Iransformalion  de  l'iné- 
galité proposée.  Accomplir  cette  transformation,  c'est  «  effectuer 
une  opération  n  sur  l'inégalité  pr(^)09ée. 

Les  règles  ausqueiiee  obéît  la  transformation  des  inégalité*  se 
déduisent  immédiatement  des  rùgles  relatives  «ux  opérations  Iba 
damentales. 

Soit  donnée  l'inégalité  n  -<  t  et  soit  c  un  nombre  quelconque. 
II  est  facile  de  voir  que  Yinégalité  a  <  fc  entraîne  les  inégalités  sui- 
vantes : 

aH-c<fc-h«,        axc<6xc.         ?<-. 


Si  a  est  un  nombre  supérieur  à  t ,  son  ini-erse  -■  est  inférieur 
à  1 ,  5/  a  <  I .  on  a  -  >  I . 

Si  a  est  an  nombre  trts  ijraml  {*),  •  est  un  nombre  trh  petit  ;  si 
a  est  trht  petit,  ~  est  tris  grand. 


(■)  Od  cAmbÏB*  SDQTvnt  Iw  niptes  >  «u  <  avec  le  signe  '^  écrivant  >~ 
pour  lignifier  plus  grmitd  <m  i^at  et  <  pour  signifier  pbu  petit  on  igal. 

[*)  Toutes  ces  propoïitiont  ivat  deg  c«ii«éqinncet  dîrectea  de  !b  déCni- 
tiou  dei  fractions.  Aingi  si  l'on  diviao  l'unité  en  un  très  grand  nombre- 
de  partie*,  chaque  partie  ou  traction  est  très  petite,  etc. 
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Soit,  d'autre  part,  p  un  entier  quelconque  :  si  (')  a  >  i,  on  a 
a''  >  I  ;  si  a  <  I ,  on  a  a''  <  1  ;  si  a  <  6,  on  a  (*)  a''  <  61"  ;  on  en 
déduit  que  si  a  <  6  on  a  {/a  <  \'b . 

Lorsque  le  nombre  p  est  très  tjraml,  la  puissance  a>-  csl  un 
nombre  Irh  yrand  si  a>  i ,  un  nombre  très  petit  *i  a  <  i  :  el 
plus  p  devient  grand,  plus  a*"  devient  grand  ou  [wtit  {'). 

41.  DiviRlon  par  zéro.  —  Soit  m  un  nombre  rationnel  très 
petit.  Le  quotient  par  m  d'un  nombre  quelconque  a  est  égal  au 
produit  de  a  par  l'inverae  -  du  nombre  m,  et  cet  inverse  est  un 
nombre  très  grand  lorsque  m  est  très  \>etii.  J'en  conclus  que,  [lour 
un  mSme  nombre  a,  plus  m  est  petit,  plus  le  quotient  —  est  grand. 
Si  m  devenait  nul,  !e  quolienl  —  n'existerait  plus,  et,  en  effet,  ce 
quotient  ilevralt  être  un  nombre  plus  ijrand  que  tous  les  nombres. 
On  convient  de  dire,  pour  rappeler  ce  fait,  que  «  lu  division  (l'tut 
nombre  quelconque  a  par  o  donne  pour  quotient  un  nombre  injini  « 

et  l'on  écrit  symboliquement  ^  =  oo  ,  le  signe  x  signifiant  nombre 

injini. 

Que  l'on  ajoute  un  nombre  quelconque  &  ce  quotient,  ou  qu'on 
le  multiplie  par  un  nombre  quelconque,  le  résultat  sera  loiijoui-s 
un  nombra  infini,  car,  comme  le  disait  l'arilhmélicien  bindou 
Bhaskara  (*),  «  à  la  quantité  appelée  quotient  par  zéro,  ni  addition, 
ni  soustraction  quelque  grande  qu'elle  soit  ne  peut  faire  éprouver 
perte  ou  accroissement,  pas  plus  qu'au  temps  sans  fm  et  sans 
déclin  des  séries  d'existence  ». 


(')  Un  produit  de  facteura  plus  grands  que  i,  nt,  en  ellet,  supérieur 
à  t  ;  un  produit  de  facteura  plui  petits  que  i  est  inférieur  à  i.< 

(')  Appelons  c  le  rapport  -  qui  est  plus  grand  que  i  ;  ('  «at  ^al  & 
«    X  a',  où  C  >  I  -,  donc  6*  >  a'. 

{']  En  faisant  le  produit  des  lacteuis  (égaux)  de  plus  en  plus  nomlireux 
et  to  JS  lupérieurs  à  i  on  obtient  un  nombre  de  plus  en  plus  grand  ;  *i  le* 
faoleurt  sont  inférieurs  à  [,  le  nombre  est  de  plus  en  plus  petit. 

(')  Cf.  RoDBT,  Journal  oiituiqut,  t.  XI,  p.  3o. 
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'  L 'écriture  arithmétique  et  la  numératloa 


42.  Nous  avons  défini  certaines  opérations  fontla mentales,  c'est- 
à-dire  certaines  l'ègles  conrormément  auxquelles  on  peut,  de  plu- 
sieurs nombres  proposés,  déduire  un  nouveau  nombre.  Mais 
comment,  par  quels  artifices,  faudra-t-il  procéder  pour  réaliser 
pratiquement  le  passage  des  nombres  donnés  au  nombre  clier- 
ché  ?  Question  secondaire  pour  l'ami  désintéressé  des  nombres, 
mais  capitale  pour  le  calculateur  et  dont  dépend,  par  conséquent, 
le  progrès  de  l'Aritbmctique. 

Pour  calculer  aisément  et  rapidement,  nous  nous  servons  de 
l'écriture  :  nous  devons  donc,  avant  tout,  déterminer  un  système 
de  symboles  simples  (cf.  3)  qui  permette  de  figurer  sur  le  papier 
un  nombre  donné  quelconque  ;  nous  devons  adopter  une  éciiture 
{notation)  aritbmétique,  un  système  <le  numération. 

Au  cours  des  siècles  passés,  les  hommes  ont  imaginé  bien  des 
manières  de  figurer  les  nombres.  Les  Egyptiens  représentaient  les 
premiers  nombres  au  moyen  de  traits  juxtaposés  ('),  les  Grecs 
employaient  les  Litres  de  l'alpIiobetC),  les  Cbaldéens,  les  Chinois, 
les  Hindous  se  servaient  de  signes  spéciaux.  Mais  tes  symboles 
adoptés  sont  nécessairement  en  nombre  limité.  Il  faut  donc 
imaginer  certaines  conventions  qui  permettent  de  représenter  tous 
les  nombres  avec  les  mêmes  signes,  ré|)élés  ou  juxtaposés  de  ma- 
nières difféientes  ('). 

Ainsi  les  Romains  représentèrent  tous  les  nombres  à  l'aide  des 
quatre  signes  I  (an),  X  (dix),  C  [cent),  M  (mille)  auxquels  ils 
adjoignirent  plus  tard  les  signes  V  {cinq),  L  [cinquante),  D  {cinq 


(I)  CI.  la  tradilion  pythagorici 

(-)  La  numération  des  Grecs  taisait  usage  ds  ay  letlrei  (lesa^  lettres  de 
t'alphabet  grec,  plus  3  lettres  orientales).  Neuf  do  ces  leltrei  représen- 
taient lei  9  premiers  nombres  ;  neuf  autres  représentaient  tes  9  premières 
dizaines,  et  neut  les  g  premières  centaines. 

(')  Quant  aux  signes +, — ,  X,  etc.,  qui  tiennent  la  place  des  mots 
plus,  moins,  mutliplié  par,  etc.,  ils  ne  sont  pus  indispensables  et  l'usage 
ne  s'en  généralisa  que  lorsque  le  calcul  algébrique  tut  inalituô. 

Boviioui.  —  Ln  Princip»  <1b  I'AbiIjic  Duilhématlqns.  i 
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cenls)  ainsi  que  des  barres  verticales   ou  honzontales  disposées 
de  diverses  maniËres  {'). 

Notre  écriture  actuelle,  qui  est  d'origine  orieotale,  est  caracté- 
risée par  cette  propriété  que  les  unités  des  difTérenls  ■  ordres  u 
(voir  ci -dessous)  y  sont  figur^B  par  les  mêmes  symboles  (chiffres)  (*), 
la  valeur  de  oes  chiffres  étant  délenninee  par  U  position  qu'ils  occu- 
pent dans  le  nombre  écrit.  C'est  pourquoi  l'on  dît  que  que  notre 
numération  (notre  système  d'écriture  arithmétique)  est  fondée  sur 
le  principe  de  position  :  c'est  une  numération  <U  position. 

43.  —  Les  ditréreols  ordres  d'anités  seront  défiiiis  de  la  manière 
suivante.  Considérons  une  collection  de  dit  unités  ;  j'appellerai 
cette  collection  une  dizaine;  pareillement  j'appellerai  centaine  une 
collection  de  cent  unîtes,  mille  une  collection  de  mille  unités,  et 
ainsi  de  suite.  Cela  Eait,  soit  [»'oposé  un  nombre  quelconque  inférieur 
i  loooo,  par  exemple;  je  puis  le  regarder  comme  la  somme  de 
A  mille,  plus  B  centaines,  plus  C  dizaines,  plus  D  unités,  chacun  des 
nombres  A,  B,  C,  D,  étant  inférieur  ou  égal  à  9.  Je  pourrai 
donc  représenter  le  nombre  proposé  par  la  combinaison  de  signes  : 
ABCD.  Le  dernier  chiffre  k  droite  représentera  un  nombre  d'unités 
simples,  le  précédent  un  nombre  de  dizaines,  etc. 

Si  le  nombre  donné  que  l'on  suppose  décomposé  en  unités 
simples,  dizaines,  centaines,  etc.)  ne  contient  pas  de  dizaines,  on 
devra,  en  écrivant  ce  nombre,  laisser  en  blanc  la  seconde  place  à 
droite  (afin  que  les  divers  chiffres  du  nombre  conservent  leurs 
poaitions  respectives).  On  peut  aussi  (et  c'est  cette  solution  que 
l'on  a  adoptée  pour  plus  de  clarté)  remplacer  les  chiffres  manquants 
par  le  signe  o  {zéro]  signiflant  u  rien  »  {').  De  là  vientque  les  Hin- 
dous appelaient  le  zéro  :  «  espace  vide  ». 

C)  Pour  figurer  loooii,  par  exemple,  on  écrivait  X;  pour  figurer 
to  X  looooo  on  écrivait  |X!.  Primitivement,  l'ordre  dea  symboles  n'in- 
tervenait pas  dans  la  numération  romnine;  maii  plus  tard  on  en  tint 
compte  et  l'on  distingua  par  exemple,  entre  la  combinaison  MX  qui  veut 
dire  rnilU  dix  et  la  combinaÎMn  XM  qui  signifia  dU-mille.  La  numéra- 
tion romaine  paraît  avoir  été  empruntée  en  grande  partie  aux  Etrusques. 

{')  Le  mot  chiffre  (qui  parait  être  d'origine  arabe)  sigiiiGait  primitive- 
ment zéro.  Cette  circonstance  rappelle  l'importance  du  rûlc  que  joue  le 
clÛOre  o  dans  notre  numération. 

[')  Le  signe  u,  n'est  peut-être  que  la  première  lettre  du  mot  grec  rjSiv 
Irien). 
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Aiotî.  au  moyen  d«  neuf  cfailTrea  et  du  zéro  ooos  pourrons,  sans 
aocon  signe  accessoire,  représenter  tous  les  nombres.  Ngus  n'au- 
rons qu'à  appliquer  les  deux  règles  suivantes  : 

I*  Le  dernier  chiffre  à  droite  (Tan  nombre  reprétente  des  unités 
timpiet  :  3*  ToiU  chiffre  piacé  à  la  yaache  d'un  autre  représente  des 
unités  dix  /oit  pitu  grandes  (c'est  pourquoi  notre  numération  est 
dite  :  décimale). 

De  notre  namirtdion  écrite  dérivent  notre  manière  d'énoncer  les 
nombres  {numér<ilion  parlée)  et  les  règles  pratiques  saivant  les- 
qnelies  nous  calcalons  (r^les  de l'addilion.  de  la  mulMplication  ('), 
etc.).  Ces  règles  sont  trop  connues  pour  que  nous  ayons  k  les 
cappoler  ici. 

La  numération  de  position  est  nettement  formulée  dans  l'Arith- 
métique du  savant  hindou  Aryabhafa  (v*  siècle  apr.  J.-G.)  [saur 
^1  ce  qui  concerne  le  rdie  du  zéro,  qui  n'apparaît  qu'ultérieure- 
ment, et  que  les  Hindous  ont  peut-être  emprunté  aux  tirées]. 
L'usage  s'oi  répandit  chez  les  Arabes,  puis  cliei  les  moines  de 
l'Occident  (vers  le  I*  siècle).  Au  xiv'  siècle  la  numération  décimale 
était  couramment  employée  et  la  figure  des  chiffres  était  fixée  d'une 
manière  presque  délinitivfl. 

44-  —  11  importe  de  remaïquer  que  le  principe  de  position,  sur 
lequel  ost  fondée  la  numération  décimale,  permet  de  définir,  tout 
aussi  simplement,  une  infinité  de  systèmes  de  mintéralion.  Don- 
nons-nous, par  exemple,  trois  chiffres  ou  signes  o,  T.  â.  puis 
faisons  les  conventions  suivantes  :  Nous  appellerons  unités  du  pre- 
mier ordre,  cl  représenterons  par  ï,  â  les  deax  premiers  nombres 
il,  a).  Le  troisième  nombre  (3)  sera  l'unité  du  second  ordre  : 
nous  l'écrirons  lo.  Les  quatrième  et  cinquième  nombres  ('■,  5) 
«'écriront  : 

Une  unité  da  3°  ordre  plus  une  unité  du  i"  ordre  =  ï  ^  ; 


[>)  A  ces  règles  s'ajoutent  certaines  règles  secondaires  peTiacttant,  par 
«xemple,  de  reconnaître  rapidement  si  un  nombre  donné  est  divisible  par 
i,b,  ii.elc;—  ou  peifuettant  de  vérifier  limplemont  le  résultat  d'une 
opératian  Ipnut^  par  g,  etc.).  Ce»  règles  sont  fornniiccs  dan»  tous  lei 
traités  d'arithmétique. 
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Le  sixième  nombre  sera  l'unité  du  troisième  ordre  :  i  oo  ;  el  ainsi 
de  suite^Avec  ces  conventions  tous  les  nombres  seront  représentés 
au  moyen  des  trois  signes!,  â,  o-  ^oas  auroas  un  système  fie  immà- 
ration  de  base  3.  —  De  la  même  manière,  on  pourra  définir  un 
syilème  de  numération  de  base  n  (n  étant  un  nombre  quelconque), 
système  employant,  outre  le  zéro,  n  —  i  cbîfTres  distincts  — .  Le 
système  décimal  ou  système  de  base  lo  a  seul  été  mis  en  pratique. 
Cependant  les  Chaldéens  paraissent  avoir  quelquefois  employé 
un  système  de  base  Go  {numération  scxa(jésintale). 

La  déiinition  générale  des  systèmes  de  numération  à  liase  quel- 
conque a  été  donnée  par  Pascal,  en  ]65â,dan5  le  traité  De  niunerîs 
muHiplicihas  (édité  pour  la  première  ibis  en  i665;  (lEav.  de 
Pascal,  III].  Une  théorie  plus  complète  de  ces  systèmes  fut  exposée 
par  le  jésuite  espagnol  Caramuel  y  Lobkovilz  dans  la  Matkesis 
biceps  velus  cl  nova  (1670). 

46.  Nombres  décimaux.  —  L'emploi  de  la  numération  déci  - 
maie  simplifie,  avons-nous  dit,  tous  les  calculs  relatifs  aux 
nombres  entiers.  >>'est-il  point  possible  de  tirer  parti  du  principe 
de  position  pour  obtenir  de  nouvelles  simplifications  dans  les 
calculs  relatifs  aux  nombres  fractionnaires? 

C'est  dans  ce  but  que  fut  imaginée  la  théorie  des  nombres  déci- 
maux, théorie  dont  Viète  parait  avoir  eu  la  première  idée  (')  et  qui 
fut  exposée  systématiquement  par  Simon  Stevin  {Pratique  d'Arith- 
métique, i58ri;  Stevin  consacre  au  calcul  des  nombres  décimaux 
un  chapitre  spécial  intitulé  La  Disme  (')).  Rappelons  brièvement 
la  déiinition  el  les  principales  propriétés  de  ces  nombres. 

On  appelle /rdc/ion  décimale  une  Traction  dont  le  dénominateur 
est  une  puissance  de  10.  On  adopte,  |KAr  représenter  les  fractions 
décimales,  une  écriture  particuhère  dans  laquelle  on  introduit  le 
signe  ,  (virgule). 

Comme  toute  fraction,  une  fraction  décimale  est  toujours  la 
somme  d'un  nombre  entier  (qui  peut  être  o)  et  d'une  fraction  plus 
petite  que  i   :  le  nombre  entier,  est  appelé  partie  entière  de  la 


(I]  Dans  Iv  Canon  molliemalicua  teu  ad  triangula,   Çaris   i.'iyg  {cf.    ij?), 
(*)  La  Dismt  enseignant  {aciltmtnt  expédier  par  nombres  enliert  tant 
rompus  loui  comptes  se  rencontrant  aux  affaires  des  Itomme». 
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fraction  donnée  ;  la  fraclion  inférieure  h  i  ((]ui  est  dccimale)  est 
la  partie  décimale  (ou  mantisse).  Soit,  par  exemple,  la  partie  en- 
tière égale  à  a  et  la  partie  décimale  égale  à  —  (^  ^'^nt  inférieur 
&  lO).  La  TracUon  —  vaut  b  dixièmes  ifanité.  Nous  conviendrons 
alors  d'écrire  ; 


en  regardant  le  premier  chiffre  à  droite  de  la  virgule  comme  repré- 
sentant un  nombre  de  dixièmes  d'unilés.  Soit  pareillement  la  partie 

décimale  égale  & ,  b  étant  un  nombre  de  trois  chiffres  ;  nous 

éciirons  encore  : 

a  -\ =^a,b  rpar  exemple  — ï—  ^af75ttl, 

^  looo  ^^  *^     lOOO 

en  regardant  le  troisième  chiffre  à  droite  de  la  virgule  comme 
représentant  des  millièmes  d'unités;  le  second  chiffre  à  droite  de  la 
virgule  représente  alors  des  dizaines  de  millièmes  {c'est-îl-dire  des 
centièmes)  ;  le  premier  chiffre  représente  des  centaines  de  millièmes 
(ou  dixièmes).  Si  le  nombre  b  n'avait  que  deux  chiffres,  il  n'y 
aurait  pas  de  centaines  de  millièmes  dans  y^^  j'écrirais  comme 
premier  chiffre  i  droite  de  la  virgule  le  chiffre  o;  si  le  nombre  b 
n'avait  qu'un  chiffre,  j'écrirais  comme  deux  premiers  chiffres  à 
droite  de  la  virgule  les  chiffres  oo, 

Nous.sommes  ainsi  conduits  à  adopter  les  règles  suivantes  pour 
figurer  les  fractions  décimales,  qui,  sous  leur  nouvelle  (orme, 
seront  appelées  nombres  décimaux  : 

i"  Le  chiffre  placé  immédiatement  à  rjauche  de  la  virijule  repré- 
sente  des  mités  simples.  Tout  chiffre  placé  à  la  droite  d'an  autre 
chiffre  représente  des  unités  dix  fois  plus  petites; 

3"  S'il  n'y  a  pas  d'unités  d'un  certain  ordre,  on  en  marque  la 
place  par  un  zéro,  pour  que  les  autres  chiffres  conservent  leurs 
positions  respectives. 

Il  résulte  de  ces  règles  qu'on  ne  change  pas  la  valeur  d'une 
Iraction  décimole  lorsqu'on  place  i  la  droite  de  la  pirtie  décimale 
autant  de  zéros  que  l'on  veut. 
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Les  chiffres  de  la  partie  décimale  t'appelknt  décimaies  du  aombre 
dÀsimal. 

La  représoatation  des  fractions  décimales  par  des  nombres 
décimaux  est  extrêmement  avantageuse  pour  le  caictd.  En 
effet,  si  fort  fait  abatraction  des  virijalet,  on  peut  opérer  sur  les 
nombres  décimaux  exactement  comme  sur  les  nombres  entiers.  Une 
fois  les  calculs  achevés,  on  n'a  plus  qu'à  placer,  dans  les  nombres 
trouvés,  les  virgules  qui  doivent  y  figurer.  On  place  ces  virgules 
conformément  à  des  règles  très  simples,  règles  bien  connues  et 
qu'il  est  inutile  de  rappeler  ici. 


8.  —  Calcul  approché.  Puissances  tractîoaaaires- 

46.  Valeur  approchée  d'une  fraction.  —  L'emploi  de  la  nota- 
tion décimale  accélère  considérablement,  nous  venons  de  le  dire, 
les  calculs  relatifs  aux  fractions  décimales.  Mais  celle  notation 
présente  un  autre  avantage  qui  n'est  pas  moins  précieux  :  elle  nous 
donne  immédiatement  une  idée  approximative  de  la  grandeur  des 
fractions  auxquelles  nous  avons  affaire. 

Considérons  par  exemple  la  fraction  2,572.  Sans  faire  aucun 
calcul,  je  puis  affirmer  que  cette  fraction  est  comprise  entre  2 
et  3,  plus  précisément  entre  a, 5  et  3.6,  plus  précisément  encore 
entre  3,57  et  3,58.  C'est  là  une  constatation  importante  pour 
celui  qui  veut  appliquer  l'arithmétique  aux  problèmes  de  la  vie 
pratique.  Il  est  fort  utile  de  savoir  que  pour  connaître  la  valeur 
approchée  d'un  nombre  décimal  à  un  dixième  près,  ou  à  un  cen- 
tième près,  ou  à  un  millième  pris,  Hsuffit  de  retenir  à  droite  de  ta 
vu-gale,  dans  ^expression  du  nombre  dévimal,  un,  deux  ou  trois 
chiffres  décimaux. 

Fartant  de  cette  remarque,  nous  trouvons  le  moyen  de  l'epvé- 
senter  par  un  nombre  décimal  la  valeur  approchée  d'une  fraction 
non-décimale  quelconque. 

Nous  avons  déjà  observé  qu'une  fraction  quelconque  est  la  somme 

d'une  partiecntière,a,etd'une  fractioninférieureà  t.  Soit    -  cette 
dernière  fraction.  Elle  est  égale  è dixièmes  d'unité.  Or  la 
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fraction est  elle-même  la  somme  d'une  partie  entière  b  et 

d'une  fraction  inférieure  à  i.  La  Jraction  proposée  est  donc  êijale  à 
la  somme  saivanle  : 

a  -h  b  dixiime$  -y-  frattwn  inférieure  à  -    • 

Noas  pouvons  aller  plus  loin,  el  d^mposer  la  fraction  proposée 
{quelle  qu'elle  soit)  en  la  somme  d'un  nombre  décimal  el  d'une 

fraction  inférieure  &  -—  ou  à  - 

sera  la  valelh  appuochée  de  la  fbactios  proposée  &  -~  près,  ou 

--—  près,  ou,  en  général,  k  — ^  près  [p  étant  un  nombre  entier 
anssï  grand  que  l'on  voudra  {arbitrairement  grand)  {')j. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  pour  trouver  la  valeur 
approchée  d'une  fraction  montre  que  cette  valeur  est  toujours 
inférieure  à  la  fraction  proposée  ;  nous  dirons  donc  que  c'est  une 
valeur  t^prochée  par  défaut.  D'ailleurs,  si  nous  augmentons  d'une 
unité  le  dernier  chiffre  du  nombre  décima!  écrit,  nous  aurons  une 
valeur  supérieure  à  la  fraction  proposée  ;  ce  sera  la  valeur  appro- 

cliêe  par  excès  de  la  fraction  (à     -i    —,  ...  près). 

47.  La  grande  utilité  pratique  qu'a  pour  nous  la  considération 
des  valeurs  approchées  tient  au  fait  suivant  :  En  remplaçant,  dans 
les  calcul,  les  fractions  par  leurs  valeurs  approchées,  on  obtient 
avec  une  a  approximation  arbitrairement  grande  •  le  résultat  d'une 
opération  quelconque  {*).  J'entends  par  là  que  le  résultai  obtenu  — 
qui  n'est  pas  le  résultat  exact,  mais  le  résultat  approché  de  t'opé- 


(')  Lorsque  p  est  très  grand,  lo'  est  tria  grand,  et  — ^  eat  très  petit 
[cf.  .io-4i]. 

(')  La  notion  d't  approximation  arbitrairement  grande  ■  est  li^e  à  la 
aotion  de  <  liiiiït«  n  i  laquelle  nous  ferons  Mqneinment  appel  dans  les 
chapitres  suivants  ;  coniidârons  les  valeurs  approchées  d'une  fraction  k 

r-  près,  puis  à  ■—  pria,  pais  à  —  près,  et  ainsi  de  iDÎte  :  on  dit  que  la 
suite  indffiiue  des  Taleurs  approchées  ainsi  calculées  a  pour  limite  la  valeur 
de  la  fraction. 
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ration  proposée  —  diil^re  aussi  peu  que  l'on  veutdu  rcsulbil  exact, 
à  condition  que  l'on  ait  remplacé  les  raclions  données  par  des 
valeurs  sulTisamment  approchées.  En  d'autres  t^^rmes,  appelons 
erreur  commise  la  diiTérence  entre  la  valeur  exacte  et  la  valeur 
approchée  d'une  fraction  ou  d'un  résultat  d'opération  :  puisque 
les  erreurs  commises  sur  les  fractions  peuvent  être  rendues  aussi 
petites  que  l'on  veut,  il  en  sera  de  même  de  l'erreur  commise  sur 
le  résultat  du  calcul. 

Soit,  par  exemple,  à  additionner  deux  fractions  a  et  b.  Je  puis 
écrire  : 

a  =  K-\-a,         (.  =  B+p. 

A  et  B  étant  des  nombres  décimaux  et  a  et  jS  étant  inférieurs  à 
l'inverse  r-p  d'une  puissance  de  lo  arbitrairement  grande.  J'aurai 
par  conséquent  : 

(a  +  (.)  =  (A  H-  B)  4-  (,  -+-  p) 

(se  -t-  JS)  étant  intérieur  h  —,  et  étant,  par  conséquent,  aussi  petit 
que  l'on  veut. 

Soit  maintenant  k  multiplier  a  par  b.  Je  puis  écrire  : 

0Xfc  =  CA  +  a)x(B  +  p)  =  (AxB)-|-(Axp)+(<.xB)  +  (aXP). 
Or  j'aurai 

J'en  conclus  que,  lorsque  l'exposant  p  est  arbitrairement  grand, 
la  différence 

(a  X  (-)  -  (A  X  B) 

est  arbitrairement  petite. 

La  mémo  remarque  s'applique  à  l'une  quelconque  des  opéra- 
tions fondamentales. 

Ainsi,  pourvu  que  l'on  se  contente  d'une  approximation  déter- 
minée —  d'ailleurs  aussi  grande  que  l'on  veut  —  on  a  le  droit, 
dans  la  pratique,  de  remplacer  une  fraction  quelconque  par  un 
nombre  décimal.  On  exprime  ce  fait  en  disant  qu'une  fraction 
^on  décimale  quelconque  est  réductible  à  une  fraction  décimale 
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illimitée  [le  mot  illimilée  signiRant  que,  si  l'on  veut  pousser  ilc 
plus  en  plus  loin  l'approximation,  on  doit,  dans  le  nombre  décimal 
qui  représente  la  fraction,  ajouter,  ïndéfmîmGnt,  de  nouvelles  déci- 
males]. 

Les  fractions  décimales  illimitées  ont  été  étudiées  par  Cavalieri 
{Trigonometria,  i643,  cliap.  xxiv)  et,  d'une  manière  plus  com- 
plète et  plus  précise,  par  Vi'Mis  {Àlgebra,  i6()3,  cliap.  lxxxix). 

48.  Valeur  approoh^e  d'an«  racine.  —  L'idée  de  remplacer 
le  calcul  exact  par  un  calcul  approximatif  est  une  idée  dont  la 
fécondité  nous  apparaîtra  de  plus  en  plus.  Proposons-nous  de 
l'appliquer  au  problème  de  l'extraction  des  racines. 

Nous  avons  vu  (n*  37)  que  l'extraction  de  la  racine  p'^"'  d'une 
fraction  —  n'estpas  toujours  une  opération  possible.  Je  vais  montrer 

en  revanche  que,  quelle  que  soit  la  fraction  —,  on  peut  trouver  une 

N  i\f 

fraclion  --  dont  la  puissance  />>'""  ttijfèré  de   ^  aussi  peu  que  ton 

S 
voudra.  U  sera  dès  lors  naturel  de  dire  que  la  frac^on  -  est  une 

valeur  approchée  de  la  racine  /c""*  de—.  Ainsi,    quoique    cette 
racine  p''""   ne  soit  pas  en  général  un  nombi-e  rationnel,   nous 
pourrons  la  traiter  comme  si  elle  en  était  un  et  la  représenter  par 
sa  valeur  appprochée,  que  nous  ap|>ellerons  racine  approcltée. 
Cherchons,  par  exemple,  «  la  valeur  approchée  de  ta  racine  p''"* 

de  --  à  une  unité  près  »  —  c'esl-h-dire  une  fraction  "  dont  la  puis- 
sance p''""  difl^re  de  —  de  moins  d'une  unité.  Nous  avons  démon- 
tré (n'  40)  que,  quel  que  soit  l'entier  p,  si  a  et  fc  sont  deux  nom- 
bres quelconques,  l'inégalité  a  <ib,  entraîne  comme  conséquence 
l'inégalité  a''  <  6''.  Ecrivons  alors  la  suite  des  nombres 

1.  a''.  3'.  4?,   .... 

Cette  suite  est  une  suite  croissante  de  nombres  de  plus  en  plus 
grands  :  j'en  conclus  qu'il  y  a.  dans  cette  suite,  deux  termes  consé- 
cutifs a*',  (o  -H  i)*',  et  deux  seulement,  entre  lesquels  esl  comprise 
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(c'est4-dire  a)  CMome  étant  la  racine  /)'^"  à  ane  unité  pris  par 
défaut  de  -  ;   {a  -h  i)  est  la  racine  {^'^  à  ane  nnili  près  par 

excès  de  -  ■ 

Soit  demandé,  maintenant,  de  trouver  la  "  valenr  approchée  de 
la  racine  p'"*'  de  -  à  —  près  ».  Considérons  la  suite  croissante 
des  fractions 


et  ia  suite  de  leurs  puissances  p''"»* 

iç/'      »op'      lô''  '" 
II  y  a  dans  celte  dernière  suite  deux  termes  consécutirs  --^> 


lion  —  ,  Je  dois  donc  regarder  —  et  — —  (quantités  difTérant  d'un 
dixième)  comme  étant  les  valeurs  approchées  à  un  dîxitme  près, 
par  défaut  et  par  excès,  de  la  racine  considérée. 

De  la  même  manière,  on  définira  la  Yaleur  approcliéc  de  Ia 

raoine  />''""  de  -  à  un  de^'ré  quelconque  d'approximation. 

On  remarquera  que  les  racines  approchées,  calculées  comme  il 
vient  d'i^lre  dit,  sont  toutes  des  nombres  décimaux. 

49.  —  Ainsi,  voilà  une  a  expression»  arithmétique,  la  radnep'™" 
(oh  racine  iVordre  p)  d'une  fraction  quelconque,  qui  ne  repi-ésenle 
aucun  nombre,  et  qui  néanmoins  se  prête  au  calcul  numérique. 
Il  y  a,  il  est  vrai,  dans  le  calcul  approché,  quelque  chose  d'artificiel 
et  d'impi-écis,  qui  répugnait  au  raticmahsme  grec  et  incitait  les 
Pythagoriciens  i  rejeter  ce  calcul  de  la  science.  Cependant,  oti 
ne  pouvait  manquer  de  l'y  introduire,  ne  fût-ce  que  pour  sa- 
tisfaire les  besoins    de  la   géométrie  ('),   et    c'est    ainsi    qn'.\r- 

('}  Voir  le  chap.  il,  en  particulier,  n«  G3. 
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chimède  (387-313  av.  J.-C.)  conucra  au  calcul  approché  de» 
racines  carrées  qnelquea-uDB  de  ses  plus  beaux  travaux  (').  Aux 
environs  de  l'an  1 200,  l'algébriste  arabe,  Omar  al  Khayyam  (•)  se 
vantail  d'avoir  donné  une  méthode  permettant  d'efTectuer  l'extrac- 
tion d'une  racine  d'ordre  quelconque.  A  l'époque  de  la  Henoisaance, 
enfin,  oiî  de  Tortes  tendances  umilarîstes  tendent  à  remettre  en 
honneur  l'Arithmétique  pratique,  le  calcul  approché  est  devenu 
—  définitivement  cette  fois  —  l'un  des  chapitres  principaux  de  la 
e  des  nombres. 


50.  OinéralUation  de  la  notion  de  puissance.  Exposants 
traotionnalres.  —  Gr&ce  aux  conventions  que  nous  avons  faites, 
toutes  nos  opérations  ont  maintenant  un  sens,  exact  ou  appi-oché, 
quels  que  soient  les  nombres  (entiei-s  ou  rationnels)  sur  lesquels 
elles  porlenl.  Seules  les  deux  dernières  opérations  (élévation  aux 
puissances  el  extraction  des  racines)  sont  encore  soumises  h  une 
restriction  en  ce  qui  concerne  les  exposants  el  l'u  ordre  des  ra- 
cines 1)  :  en  effet,  lea  symboles  if,  y  a  ;  ne  représentent  des  opéra- 
tions légitimes  que  si  le  nombre  p  est  un  entier.  Ne  serait-il  pas 
possible  d'imaginer  une  nouvelle  convention  qui  conlêre  un  sens 
&  ces  symbcrfes  tlans  le  cas  où  le  nombre  p  etl  fractionnaire'i  Notre 
arithmétique  y  gagnerait  en  unité  et  en  clarté. 

Nous  réaliserons  ce  progrès  en  fondant  en  une  les  deux  opéra- 
tions de  l'élévation  aux  puissances  et  de  l'extraction  des  racines. 

Convenons  de  poser,  quels  que  soient  lea  entiers  m  et  n,  et  le 
nombre  a  : 

Je  dis  que  les  a  puissancet  à  exposants  fracUonnaires  »  a" .  a" 
jouissent  des  mêmes  propriétés  fondamentales  que  les  puissances 
ordinaires,  qu'elle»  se  comportent  semblablement  dans  les  calculs, 
et  que,  par  conséquent,  la  convention  en  vertu  de  laquelle  nous  les 
regardons  comme  des  puissances  est  une  convention  légitime. 


(')    Cf.    HuLTSCB,  Die    N&herungêtvtrU    irnUion.   QuoidrabvuriHn    bei 
ArekimeJe»,  Abh.  d«r  Kg!.  GêêelUrh.  d.  Witteneh.  ut  GûtUngen,  i8g3. 
(')  Cf.  Tropfke,  Geteh.  d.  El.  Math.,  1,  p.  311  et  infra,  n"  37^. 
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En  eiïet,  les  propriétés  fondamentales  des  puissances  h  exposants 
^nlierg  sont  résumées(voir  n"  9el3e)par  les  égalités  suivantes^)  : 


(■) 

tfxai  =  0"+* 

(') 

i=--'. 

.^P>,          o„          s 

(3) 

[a'')î  =  o'-ï  =  Ja»)'' 

Remarquons  d'abord  que  la  définition  même  des  puissances  a"  , 
a'  donne 

ce  qui  est  conforme  k  la  propriélé  numérotée  (3). 

Je  dis.  d'autre  part,  que  les  puissances  fractionnaires  jouissent 
de  la  propriété  (i),  c'est-à-dire  que  l'on  a 


quelles  que  soient  les  fractions  (')  —  ■  -, .  Posons,  en  effet 

(.  =  a",         c  =  <i"'.         d^a       "■"'       . 
Je  lire  de  là,  par  définition  : 

6'  =  a-",      €"'  =  0"';  donc         b"-"' =  a"-"',      c"'-' —  a"'-"  ; 

et,  par  conséquent 

(fc  X  £)"'''  =  fr" "  X  c"-"'c=o" "'"'""'■";  d'où  bx<-=  à. 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Un  calcul  analogue  nous  permettra  de  vériQcr  que  les  puissances 


(■)  LeB  aignci  X  et  .  l'emploient  indistinctement  dans  le  «on*  do 
muUipUi  par  [W  7)  ;  par  (a')'  j'entends  «  puisiance  ç*n>e  de  a'  ». 

(')  Les  symboles  m',  n'  sa  lisent  m  prime,  n  primai  je  m'en  aen 
pour  représenter  des  nombres  autres  que  m  et  n,  mai»  jouant  un  lAIe 
équivalent  [cf.  p.  ij,  note  i). 
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fractionnaires  jouissent  des  propriétés  [a)  et  (3).  L'assimilation  de 
ces  puissances  aux  puissances  ordinaires  est  donc  légitime  ('). 

61.  —  La  notation  que  nous  venons  d'introduire  pour  la  repré- 
sentation des  racines  s'appelle  a  notation  exponentielle  >  (parce 
qu'elle  repose  sur  l'emploi  des  exposants).  Nous  en  trouvons  les 
rudiments  dans  X'Âlgorismus  proporlionam  de  Nicole  Oresme 
(i3o3-i38a),  évoque  de  Lisieux  (')  [Oresme  emploie  le  mot  "  pro- 
portion 1)  dans  le  sens  de  «  puissance  »]. 

(')  Remarquons  en  passant  que,  quelle  que  soit  la  fraction  —,  on  a 

a-  >  I,  ai  a>  i  ;  en  effet,  d'après  len°^o,  a->  i  et  parBuite  ^/a^  >  i. 
(*J  Publié  pour  la  première  fois  en  i86H  par  M.  Curtie,  Berlin. 
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1.  —  Les  grandeurs  géométHqaes  et  te  calcul 

tS2.  —  Nous  avons  vu,  dans  les  derniers  paragraphes  du  chapitre 
précédent,  que  l'analyse  uiâme  de  la  notion  de  nombre,  allant  de 
pair  avec  les  exigences  des  sciences  appliquées,  nous  oblige  à  élargir 
le  cadre  primitif  de  l'arithmétique.  A  câtc  des  calculs  exacts  nous 
avons  Tait  une  place  aux  calculs  approximatifs.  Or  c'est  dans  les 
problèmes  de  mesure  géométrique  que  ces  calculs  se  sont  présentés 
à  l'homme  pour  la  première  fois.  11  importe  donc  de  nous  demander, 
dans  quelles  conditions,  au  juste,  la  science  du  calcul  peut  être 
appliquée  aux  grandeurs  géométriques. 

Nous  savons  que  les  grandeurs  sont,  avec  les  figures,  l'objet 
d'une  science  théorique  que  l'on  appelle  7cfo/n(-/f7V.  Celte  science, 
—  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  l'art  empirique  des  géomètres 
orientaux  ('},  recueil  de  recettes  pratiques,  plus  ou  moins  exactes 
(cf.  n°  71)  — ,  cette  science  spéculative  et  désintéressée,  naquit  en 
Grèce  comme  la  science  des  nombres.  Sirur  jumelle  de  l'arithmé- 
tique pythagoricienne,  elle  en  partage  la  perfection  et  lui  est  si 
semblable  par  la  nature  des  facultés  qu'elle  met  en  jeu  que  l'on 


(')  Etymologiqucment  parlant,  la  gcométrie,  art  de  mesurer  le  sol,  «t 
l'arpentage.  Mais,  de  mgme  que  la  logistique  (utrf«,  p.  lai,  note  i)  l'ar- 
pentage (qui  porte  lo  nom  do  géodésie}  fut  rejeta  par  les  Grecs  hors  de  la 
science  proprement  dite,  et  le  mot  i  géométrie  u  prit  la  sens  d'i  étude  spé- 
culative des  grandeurs  et  des  figures  i  (cl.  i6^|. 
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Appelle  souvent  du  même  nom  «  géomètres  ■>,  ceux  qui  s'adonnent 
h  l'une  ou  h  l'autre  science  ('). 

Quels  liens  y  a-t-i\  entre  les  deux  sdences  sœurs?  C'est  ce  dont 
nous  allons  nous  rendre  compte  en  étudiant  dans  le  présent  cba- 
pitre  la  tliéorie  des  grandeurs. 

Il  noas  faudra,  il  est  vrai,  supposer  connues  certaines  pro- 
priétés des  figures  qui  ressorlîgsent  en  droit  k  notre  ctiapitre  m. 
Mais  ces  propriétés  «ont  ai  simples  et  elles  nous  sont  à  tous  si 
familières  que  le  lecteur  voudra  bien  nous  autoriser  k  les  regarder 
comme  acquises.  En  fait  elles  furent,  |4us  ou  moins  consciemment, 
utilisées  par  les  hr»nmes  primitifs  longtemps  avant  que  ne  s'ouvrit 
l'ère  de  la  démonstration  et  de  la  science  rationnelle.  Et  les 
géomètres  grecs,  eux-mêmes,  ne  chercbérent  pas  tout  d'abord 
i  les  analyser  (*),  mais  les  acceptèrent  d'emblée  comme  point  de 
départ  de  leurs  déductions.  Il  nous  sera  donc  permis  de  les 
admettre  k  notre  tour,  afin  de  pouvoir  étudier  tout  de  suite  cette 
pseudo-géométrie,  prolongement  direct  de  l'arithmétique,  où  la 
ligure  n'intervient  cpa'i  titre  accessoire  et  sous  une  forme  aussi 
réduite  que  possible. 

83.  LoogneurB  r«oUUgnea.  —  Le  type  par  excellence  de  la 
grandeur  géométrique  est  la  longueur  rectîligne,  c'est-è-dirc  la 
longueur  d'une  ligne  droite  (')  limitée,  ou,  plus  précisément,  d'un 
segment  recltligne  (portion  de  liroite)  compris  entre  deux  jNiints  A 
et  B.  C'est  à  oe  type  de  grandeur,  le  plus  simple  et  le  plus  clair, 
que  les  mathématiciens  s'eiTorcent  de  ramener  toutes  les  autres. 


[<]  C'est  en  ce  t 
d'apris  la  légende, 
n'est  géomètro. 

(>)  Voir,  lur  la  définition  logique  des  figures  élémentairea  le  Deuxième 
ïivrt,  chap.  V, 

(*j  C'e*t  à  dessein  que  nous  ne  donnons,  dans  ce  paragraphe,  aucune  dé- 
llnitiaD  de  la  ligne  droite  et  da  plan.  Nous  avons  de  cei  notions  premières 
une  vue  intuitive,  que  nous  ne  pourrions  qu'obscurcir  en  cherchant  à  en 
donner  prématurément  une  définition  logique.  Une  droite,  e'est  une 
règle  sans  épaisseur  ;  un  plan,  c'est,  par  exemple,  un  tableau  noir  ou  une 
feuille  de  papier.  Euclidb  lui-même  ne  nous  donne,  dans  son  système 
de  géométrie  [voir  ch.  m,  §  A)  aucune  explication  logique  des  notions 
premières  et  de  leurs  propriétés,  mai»  se  borne  à  spécifier  quelles  sont 
cellei  dont  il  a  besoin  pour  édifier  ses  i  Eléments  >. 
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La  notion  de  longueur  rectîligne  (')  présente  certains  carac- 
tères qui  la  rapproclient  de  la  notion  de  nombre. 

Etant  données  deux  longueurs  (deux  segmenta  de  droites)  AB  et 

CD  quelconques  (fig.  s),  on  peut  dire  si  elles  sont  égales  ou  îné- 

ijales:  elles  sont  égales  (ou  (ongruenles)  si  elles  sont  exactement 

superposables,  c'est-à-dire  sî,  en  déplaçant  l'une  d'elles,  on  peut 

^  y     l'amener  à  coïncider  avec  Vautre;  lorsqu'elles  sont 

inégales,  on  peut  dire  laquelle  est  la  plus  grande  ; 

^     °  on   peut  faire  la  somme  ou  la  différence  de  deux 

'*'  '■  longueurs   en   les   plaçant   bout   à  bout    le   long 

d'une  mâme  droite;  enfin  on  peut  (/l'ni'scr  une  longueur  donnée  en  lia 
nombre  donné  de  parties  égales.  Ce  sont  ces  caractères  arithmé- 
tiques (')  des  longueurs  qui  nous  permettront  de  les  mesurer. 

Nous  retrouverons  les  niâmes  caractères  arithmétiques  (donnant 
lieu  aux  marnes  opérations)  chez  les  diverses  grandeurs  qu'étudie 
la  géométrie.  Montrons-le  par  quelques  exemples  fondamentaux. 

64.  AngIflB.  —  On  api^clle  angle  la  figure  formée  par  deux 
demi-droites  (')  issues  d'un  m^me  point  0.  Ces  demi-droites  sont 
appelées  côtés  de  l'angle  ;  le  point  0  est  appelé  sommet.  Marquant 
sur  la  première  demi -droite  un  point  quelconque  A,  sur  la  seconde 
demi-droite  un  point  quelconque  B,  je  puis  regarder  l'angle  comme 

(<)  On  remarquera  qu'une  longueur  rcclilignc  telle  que  AB  est  indé- 
pendante do  la  position  particulière  qu'occupe  dans  l'espace  le  vegmenl  de 
droite  AB.  Si  nous  dËplaçons  ce  segment  et  lui  faisons  occuper  dc«  posi- 
tions diverses,  nous  avons  toujours  afTaire  à  une  seule  et  mime  longueur. 
Au  contraire,  par  les  mots  «  droite  o,  «  gemment  reetiligne  »,  nous  enten- 
dons toujours  une  droite  ou  un  serment  )ilui»  dans  l'espace. 

{')  Nous  passons  sous  silence  les  caractères  fo  nd  amen  tau  .\  qui  sont, 
pour  te  sens  commun,  inséparables  de  la  notion  de  longueur,  mais 
qu'EucLiDE  et  lc9  géomètres  grecs  prenaient  soin  d'énumérer  sous  forme 
d'axiomes  et  que  les  logiciens  contemporains  ont  analysés  avec  plus  de 
précision  encore.  Ainsi  :  Les  grandeurs  igalea  à  une  mime  grandeur  sont 
égale»  entre  ellet  ;  ai  à  dtt  grandeurs  égales  on  ajoute  des  grandeurs  égales, 
les  toula  seront  égaux  ;  et  ainsi  de  suite  [les  exemples  que  nous  citons 
sont  les  deux  premiers  axiomes,  ou  notions  communes,  v.o-.vii  ivitlii 
d'EuclideJ.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  axiomes  (voir  i^eiuiém» 
lie,  chap.  V  et  Troisième  dV.,  chap.  ii). 

(^)  Etant  donnée  une  droite  qui  passe  par  un  point  0,  cette  droite  peut 
être  prolongi/e  indérinimcnl  de  part  et  d'autre  du  point  0.  J'appelle 
demi  droite  la  portion  de  la  droite  qui  est  située  tout  entière,  soit  à  droite, 
soil  à  gauche  du  point  0. 
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défini  par  les  trois  points  A,  0,  B,  puisque  les  deux  points  0  et  A 
définissent  une  droite  OA  (le  premier  côté  de  l'angle),  et  pareille- 
ment les  deux  points  0  et  B  une  droile  OB  (le  second  calé  de 
l'angle);  je  désignerai  donc  mon  angle  (')  par  les  trois  lettres  AOB, 
la  lettre  relative  au  sommet  étant  placée  entre  les  deux  autres  ; 
mais  je  me  garderai  d'oublier  que  le  clioix  des  points  A  et  B  sur 
les  côtés  de  l'angle  est  arbitraire  ('). 


5 ■         sTi 

(-)  i*i 

►•ig.  3.  Fig.  4. 

Un  angle  est  plus  ou  moins  grand  suivant  que  ses  côtés  sont 
plus  ou  moins  écartés.  Un  angle  est  donc  une  grandeur. 

Nous  regardons  comme  le  plus  petit  angle  possible  celui  dont  les 
deux  côtés  sont  confondus  (fig.  4<i]  et  comme  le  plus  grantl  ang\e 
possible  celui  dont  les  deux  côtés  sont  dans  le  prolongement  l'un 
de  l'autre  (sur  une  même  droite  (fig.  M>)). 

Deux  angles  sont  étfaux  (congiuents)  lorsqu'ils  sont  exactement 
superposables  ;  il  en  est  ainsi,  par  exemple,  pour  les  angles  AOB, 
A'OB'  (fig.  5),  dont  les  côtés  sont  en  prolonge- 
ment les  uns  des  autres  ;  ces  angles  sont  dits  <i  op~ 
posés  par  le  sommet  (')  n.  —  Etant  donné  deux 
angles  inégaux,  l'un  est  nécessairement  plus  grand 
que  l'autre. 

On    peut  faire  la  somme   de  deux  angftes.    En         fis-  S- 
elTet,  étant  donnés  deux  angles  quelconques,  nous  pouvons  toujours 

[')  Loraqu'aucuno  confusion  n'est  à  redouter,  on  désigne  souvent  uu 
angle  par  une  seule  lettre,  celle  qui  se  rapporte  au  sommet. 

(')  D'une  manière  générale,  lorsque  noua  désignons  une  droite  —  telle 
que  OA —  par  deux  de  ses  points,  nous  entendons  parler  de  la  droite 
indéfiniment  prolongeable.  Lorsque  nous  ne  prenons  en  considération 
que  la  portion  de  droite  limitée  aux  pointa  0  et  A,  nous  <ltsons  i  seg- 
ment OA  »  et  non  i  droite  OA  », 

(')  En  latin,  les  traducteurs  d'Euclide,  appellent  ces  angles  i  anguli 
verticales  ou  ad  ttriicem  i,  c'est-à-dire  e  angles  au  sommet  >.  On  peut,  do 
plusieurs  manières,  amener  les  deux  angles  AOB,  A'OB'  à  coïncider.  On 
peut,  par  exemple,  plier  la  feuille  de  papier,  en  rabattant  la  partie  droite 
de  la  figure  5  sur  la  partie  de  gauche  autour  do  la  i  charnière  >  Ty  (bissec- 
trice) :  OA'  vient  couvrir  OA,  OB'  vient  sur  OB. 

BouiiDUi.  —  b»  Priecipu  Jg  I'AcsIjih  mjthinuliqi».  5 
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les  Juxtaposer  de  manière  qu'ils  akent  mène  lonmtet  O.  an  cM 
common  OB  et  soient  situés  de  pert  el  d'aolre  de  ctcdié  :  le* 
deuxangtflsoccTipenl  slon  les  piwitionB  (')  A(Aet  BOC  (fig.  &)  : 
on  dit  qn'th  sont  adjacents.  L'angle  AOC  hrmé  p«r  U  r^onirs 
«les  deox  «nglea  dtmaés  peal  être  considéré  coaiine  teor  sonamr. 

On  peut  Faire  la  tïiffirenee  de  deitx  angles.  Ponr  cela,  on  juxta- 
pose encore  les  deu\  angles  en  leur  donnant  même  sommet  el  un 
cdlé  commun,  mais  le  |>Ius  petit  angle  est  placé  cette  fois  à  l'inté- 
rieur du  plus  grand.  Ainsi  (voir  la  figure  5)  la  dilTérence  entre 
l'angle  A'OB  (qui  est  le  plus  grand  angle  possible)  et  l'angle  .\0B 
est  l'angle  A'OA  :  cet  angle  est  dit  sappliiniettl  ou  supplémentaire 
de  l'angle  AOB. 


•<■ 


Fig  6.  rig.  -. 

Enfin,  on  peut  diviser  un  angle  quelconque  en  un  nombre  quel- 
conque de  parties  égales.  Ainsi,  suc  la  figure  7,  l'angle  AOB  est 
divisé  en  deux  angles  égaux,  AOD  el  DOB  :  la  droite  OD  qui  par^ 
lage  l'angle  en  deux  en  est  la  bissectrice  [').  Les  angles  partiels 
pourraient  être  divisés  k  leur  tour,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

[■)  Nqu*  faisont  la  figure  en  août  platant  dau*  le  cas  où  les  deux 
anglei  proposés  sont  aigu*  (voir  d-destous).  Lorgque  Ici  angles  sont 
obtus,  il  faut  ponr  jastiRer  pleinement  la  définition  de  lenr  somme,  faire 
appel  aux  conventions  de  la  IrigonométrJB  que  nous  développerons  plue 
Md. 

(>)  Si  noua  pra4«ngeons  au-deti  du  point  O  les  deux  cAtéi  de  l'angle 
noua  fiwiiMni  quatre  angles  AOB.  BOB',  A'OR, 
A'OA  (fig.  H)  dont  ki  bksKtrices  OD,  OD', 
OD,,  OD,',  sont  en  pndonga^ent  deux  à  deux. 
On  démontre  facilement  que  les  deux  droites 
D'OD,  D,'OD,  sont  per]t>endicid aires  l'uno  sur 
l'antre  (forment  na  angle  droit,  voir  ci-des- 
«•u*>.  EneBet,  l'angie  DOD',.  est  la  eonuae  de 
DOA  tmmlU  de  BOA)  et  de  AOIX,  [moitid  de 
AOA');  donc  il  est  la  moitié  de  l'anime  BOA' 
isonune  de  BOA  et  AOA'I  qvi  est  le  ploa  grand 
angle  possible  ideux  dtoiti}. 


Fig.  8. 
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L'angle  moitié  du  plus  grand  angle  possible  est  appelé  anffk 
droit  ('î  (A^OB  sur  la  fig.  9).  C'est  pourquoi  l'on  dit  que  le  plus 
grand  angle  poasible  a  pour  grandeur  deux  angles  droits  ou  n  deux 
droits  ».  Les  deux  côtés  d'un  angle  droil  et  leurs  prolongemenls 
sont  dits  perpendiculaires  l'un  sur  l'auli-e. 

Un  angle  plus  petit  qu'un  angle  droit  est  dit  angle  aiyu;  un 
angle  plus  grand  qu'un   droit  est  dit   angle  obiva. 
La  différence  A'OB  (voir  la   fig.  9"   entre  un  angle 
droit  AOB  et  l'angle  AOA'  est  appelée  complément  c 
angle  complémentaire  de  AOK. 

Etant  donné  deux  droites  quelconques  tracées  dans 
un  même  plan  (par  exemple  sur  une  même  feuille 
de  papier  infiniment  grande),  et  qui  sont,  l'une  et  l'etitre  indé- 
finiment prolongées  par  les  deux  bouts,  on  admet  qu'elles  se  ren- 
contrent toujours  à  moins  qu'elles  ne  soient  «parallèles  ».  Elles 
forment  ^  angles  (voir  la  fig.  5]  deux  à  deux  égaux  ou  supplé- 
mentaires. 

55-  DistincUon  «ntra  l'égallt«  de  figure  et  l'égiilitâ  de 
grandeur.  Les  aires.  —  Nous  définissons  comme  égales  ou 
congrue  n  tes  des  _^^uref  géométriques  (telles  que  segments  recU~ 
lignes  ou  angles)  qui  sont  superpoeables  et  nous  admettons  que 
deux  figures  superposables  ont  même  grandeur.  Nous  admeltons 
aussi  que,  réciproquement,  si  deux  segments  ou  angles  ont  même 
grandeur,  ils  sont  nécessairement  superposables.  Ainsi,  pour  ces 
figures,  il  y  a  coïncidence  entre  l'égalité  définie  an  moyen  de  la 
superposition  et  l'égalité  de  grandear.  Mais  cette  coïncidence  ne 
subsistera  pas  lorsque  l'on  aura  affaire  à  des  figures  plus  compli- 
quées. 

Prenons,  par  exemple,  un  trianf/le  ABC,  figure  formée  de  trois 
segments  reclilîgnes  AB,  BC,  CA  (côtés  du  triangle)  reliant  deux 
i  deux  trois  points  k,  B,  C  (appelés  sommets}  donnés  dans  un 
plan.  Végalité  (le  fujare  (appelée  aussi  coiigruence)  entre  ce 
triangle  et  no  autre  triangle  .A'B'C  sera  définie  comme  il  a  clé  dît 
plus  haut  :  les  deux  triangles  sont  égaux  s'ils  sont  exactement 

(')  Les  expresiiODS  anguiu*  recluê  ou  normatù,  aeutu»,  obUuu*  s« 
trouvent  chez  Boèce   (v"  siècle   ap.    J.-C.)  [chez   Euclide  :  loiila  bpSi^, 
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supei'posables  (c'est  le  cas  sur  la  figui-e  lo).  Que  faut-il  entendre, 
d'autre  part,  pai-  Véyalilé  île  grandeur,  et  tout  d'abord  qu'est-ce 
que  la  grandeur  d'un  triamjle  ?  Nous  ne  sommes  pas  actuelle- 
ment en  état  de  donner  une  définition  rigoureuse  de  cette  notion, 
mats  nous  eu  avons  une  conception  très  nette.  La  grandeur  d'un 
triangle,  c'est  la  grandeur  de  la  portion  de  plan  comprise  entre 
les  câtés  du  triangle  (portion  ombrée,  sur  la  figure  lo)  appelée 
surface  du  triangle.  Et  pour  i-econ naître,  le  cas  échéant,  que  les 
grandeurs  de  deux  triangles  sont  égales,  il  noussuifira  de  remarquer 
que  la  portion  de  plan  limitée  par  un  triangle  peut  être  décomposée, 
d'une  infinité  de  de  manières  enaulantdemorceauxqu'il  nous  plaira; 


A.. 


Fig.    ,„.  Fig.  M. 

ainsi  sur  la  ligure  ii,  l'intérieur  du  triangle  ABC  est  décomposéen 
trois  triangles  partiels  :  il  est  la  somme  de  ces  triangles.  Considérons, 
alors,  deux  triangles,  ABC  et  A'B'C,  non  auperposablee,  mais 
dont  les  surfaces  peuvent  être  respectivement  décomposées  en  un 
m£me  nombre  de  figures  partielles,  se  correspondant  d'un  triangle 
à  l'antre,  et  superposables  ;  en  ce  cas,  ABC  peut  être  regardé 
comme  la  somme  de  figures  partielles  égales,  chacune  à  chacune, 
aux  figures  partielles  qui  composent  A'B'C  ;  nous  exprimerons 
ce  fait  en  disant  qu'il  y  a  égalité  de  grandeur  entre  les  surfaces  dos 
deux  triangles,  ou  simplement  entre  les  deux  triangles  ABC  et 
A'B'C, 

On  pourra  de  la  minio  manière  —  théoriquement  tout  au 
moins,  car  pratiquement  l'opération  peut  être  dilTicile  à  réaliser 
—  reconnollrc  l'égalité  de  grandeur  entre  la  surface  d'un  triangle 
et  la  surface  (l'intérieur)  d'une  figure  plane  (c'est-à-dire  Iracée 
dans  un  plan)  limitée  par  des  segments   recliligncs  en   nombre 
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quelconque  [une  telle  figure  s'appelle  polyijone  ' ')|  ;  et  l'on  pourra 
recooaailre  aussi  l'égalité  de  grandeur  de  deux  polygones  quel- 
conques {'). 

Nous  admettrons,  d'autre  part,  comme  évident  le  fait  suivant  : 
De  deux  polygones  qai  ne  sontp{u  égaux,  tanesl  toujours  plus  petit 
que  fautre  :  nous  entendons  par  là  que  l'un  des  deux  polygones 
(le  plus  petit)  est  égal  à  une  partie  de  l'autre  (le  plus  grand). 

De  ces  diverses  remarques  nous  concluons  que  les  grandeurs 
superlicîclles  des  polygones  sont  —  tliéoriqiioment  tout  au  moins 
—  des  u  grandeurs  comparables  »  :  j'entends  par  là  que  l'on 
peut  effectuer  sur  ces  grandeurs  les  diverses  opérations  défi- 
nies au  n°  53.  Ainsi,  l'on  peut  former  la  somme  ou  la  difTérence 
des  grandeurs  de  deux  polygones  :  par  exemple,  sur  la  (îgure  13, 


lig.  .1.  Fig.  ,3. 

la  surface  du  pentagone  (polygone  à  cinq  côtés)  ACBB'C'  est  la 
somme  des  surfaces  des  deux  triangles,  ABC,  A'B'C  accolés  l'un 
contre  l'autre.  On  peut,  d'autre  pari,  décomposer  la  grandeur 
d'un  triangle  ou  polygone  en  un  nombre  donné  de  parties  égales. 

60.  —  Considérons  maintenant  un  cercle  ou  une  courbe  fer- 
mée (')  quelconque  (fig.  i3).  l'eutil  y  avoir  égalité  de  grandeur 

(')  Un  polygone  [iiolû^uiViV,  figure  k  plusisura  angles]  est  dctiiii  par 
n  Jommeft  A|,...A.  reliés  deux  à  deux  par  n  câtia,  A|A],  A^Aj,  AjAi,... 
A.-,  A..  Un  polynonc  à  î  cftléa  est  un  triangle,  un  polygone  à  ^  cAtéi  est 
un  quadrilaUre,  un  polygone  à  ,'>,  fi,...  cAlés  est  un  pentagone,  un  hexa- 
gone, etc.  Un  polygone  a  autant  d'angles  que  de  côti».  On  désigne  un 
polygone  par  les  lettres  qui  désignent  ses  sommcti. 

(')  Puur  démontrer  rigoureusement  que  les  opérations  dont  il  est  ici 
question  sont  théoriquement  possibles  et  pour  comparer  elleclivement 
les  grandeurs  des  polygones  il  faudra  s'appuyer  sur  les  théorèmes  qui 
font  l'objet  du  g  3  de  c«  chapitre  et,  en  particulier  sur  cette  remarque 
que  tout  polygone  est  décomposable  en  une  somme  de  triangles, 

[')  On  appelle  ligne  courbe  ou  courbe  toute  ligne  (ou  composée  de 
droileaj  qui  n'est  pas  ilroite.  Une  courbe  fermée  est  une  courbe  qui, 
lorsqu'on  In  parcourt  à  partir  de  l'un  quelconque  de  ses  points,  aboutit 
à  son  pnint  de  départ.  Une  courbe  non  fermée  est  dite  ouverte. 
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enUe  la  surface  (partie  ombrée)  limitée  par  celle  courbe  et  La  sur- 
lacc  d'un  polygone?  U  se  peut  qu'une  telle  égalil«  soit  impoa- 
siblc  à  conLiôler  avec  les  instrumenta  dont  dispose  le  géomètre 
(règle,  éqnerre,  compas).  Commeot,  en  elTet  décompoMr  la  Cgure 
courbe  et  la  ligure  i  angles  en  morceaux  qui  puissent  se  recouvrir? 
En  théorie,  toutefois,  nous  pouvons  toujours  imaginer  que  la 
figure  courbe  soit  fluide  et  que,  sans  en  altérer  la  grandeur, 
nous  puissions  en  modifier  la  forme  de  manière  à  la  transformer 
en  un  polygone.  Nous  en  concluons  que  les  grandeurs  des  deux 
ligures  sont  »  comparables  »  {vide  t^ra). 

Les  grandeurs  superûcielles  des  figures  géométriques  seront, 
d'une  manière  générale,  désignées  par  le  mot  «  aires  n  {').  Les  re- 
marques qui  précèdent  montrent  que  les  aires  se  prêtent  aux 
mêmes  opérations  que  les  longueurs. 

L'opération  qui  a  pour  but  de  déterminer  un  polygone,  et  plus 
particulièrement  un  carré,  ayant  même  grandeur  qu'une  surface 
limitée  par  une  courbe  est  appelée  u  quadratare  a. 

57,  Rectification  des  courbea.  —  Portons  maintenanl  notre 
attention  sur  le  contour  des  triangles  ou  polygones,  c'est-à  dire 
sur  la  ligne  brisée  qui  les  limite  (celte  ligne  comprend  l'ensemble 
des  cAlés  du  polygone).  Ce  contour  est  une  grandeur  jouissant 
des  propriétés  énoncées  plus  baul  (n"  53),  car,  ni  l'on  porte  bout 
à  bout  l'ensemble  des  côtés  du  polygone,  on  obtient  une  lon- 
gueur recliligne;  celle  longueur  est  souvent  appelée  (')  «  péri- 
mèlrcdu  polygone  ». 

Considérons,  semblablemeni,  le  v  contour  »  d'une  ligne  courbe. 
Ce  contour  a  nne  grandeur  qui  est  une  longueur,  car,  en  théorie, 
nous  pouvons  toujours  imaginer  qu'il  soit  redressé   et  appliqué 


('j  Le  mot  u  Biirluce  ■  eal  souvent  employé  comme  synonyme  d'tairo». 
Cependant,  il  est  prétérable  de  reserver  l'appellation  de  a  surtece  •  à  la 
ligure  géométrique  dont  U  grandeur  (indépcndautc  de  k  Ggure)  est 
une  aire.  Remarquons  qu'il  ne  réaulte  pas  de  là  que  qui  dit  n  surface  • 
dit  flgure  occupaal  dans  l'espace  une  position  ne  varietur  (cf.  p.  G.'i  note  i). 
Une  surface  qui  se  déplace  eu  conaervant  même  grandeur  et  mime 
[orme  est  toujours  la  même  surface,  à  moins  toutefois  que  l'on  ne  ipé- 
cîlie  le  contraire  comnie  il  urrivera  dans  certains  chapitrer  de  la  science. 

('(  C'est,  en  réalité,  la  mttureàa  celte  longueur  qui  devrait  être  appelée 
périmètre. 
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sur  un  sèment  rectiligne.  L'opération  qui  a  pour  but  de  déter- 
miner Je  segment  rectiligne  qui  a  mâniG  longueur  qu'une  courbe 
donnée  s'appelle  :  recli/îcatmi. 

58. — ?Jous  avons  admis  que,  virtuellement,  une  aire  ou  une 
longiîeur  courbe  p<^ut  toujours  être  comparée  à  l'aire  ou  au  contour 
d'un  polygone.  Est-ce  M»  un  pur  postulat,  ne  pouvant  tHre  Justifié 
que  par  des  notions  d'ordre  physique  telles  que  celles  de  défor- 
mation ou  de  redressement?  Non  point  :  les  théorèmes  de  la 
géométrie  rationnelle  permettent  d'cITectuer  en  toute  rigueur,  et 
sans  faire  intervenir  aucune  déformation,  la  quadrature  et  la  recti- 
fication des  courbes  simples.  C'est  ainsi  que  les  géomètres  grecs 
ont  déterminé  la  grandeur  du  cercle  à  l'aide  d'une  méthode  ration- 
nelle dite  méthode  d'exkauslion.  Celte  méthode,  fondée  sur  le  calcul 
des  longueurs,  est  purement  géométrique  en  fait.  Cepemdant,  on  a 
avantage  à  l'inlerpréter  dans  le  langage  des  nombres,  en  utilisant 
la  notion  de  mesure.  C'est  k  ce  point  de  vue  que  nous  nous  pla- 
ceions  pour  en  exposer  le  principe  au  pi-ochain  paragraphe. 

60.  Figures  à  trois  dimensions.  —  Nous  pouvons  faire,  sur 
la  grandeur  des  ligures  tracées  dans  l'espace  à  trois  dimensions, 
des  remarques  aniJogues  i  celles  qui  procèdent. 

GoAsidérons,  par  exemple,  la  fig^ire  fonnée   par  deux  demi- 
plans  (')  limités  4  leur  intersection,  c>s'.-'i-ilire  à  la 
droite  qu'ils  <Hit  en  commun  ;  celle  figure  —  dont  on 
se  fait  une  idée  en  imaginant  une  feuille  de  papier  tt 
lettre,  infimnient  grande   et  ouverte  —  est  appelée 
'lièdrt  ou  an^le  diidre  ;  les  deux  demi-plans  sont  les 
faces  du  dièdre,  la  droite  commune  est  {arête  jvoir 
la  figure  i^,  où  tes  deux  demi-plans  «ont  représentés         *'  '*'' 
par  des  parallélogrammes,  que  l'on  suppose  respectivement  situés 
dans  ces  demi-plans  et  ayant  un  cdté  commun  sur  l'arétej. 

Un  dièdre  (*)  est  plus  ou  moins  grand,  suivant  que  ses  côtés 
sont  plus  ou  moins  écartés;  un  dièdre  est  donc  une  grandeur. 

('}  Etant  doBBÊ  un  plan  (voir  p.  «3,  ««te  3)  qvi  pan«  par  tme  dreite, 
cette  droite,  indifiniment  prolongée  dan»  tes  deux  seni,  partage  le  plan  en 
deux  régions  que  l'on  appelle  demi-plans. 

(']  On  observera  le  parallélisme  qu'il  y  a  entre  ces  pTopoeitions  et 
celles  du  n"  54- 
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Deux  dièdies  sont  égaux  (congruents),  lorsqu'ils  sont  exacte- 
ment superposables  :  il  en  est  ainsi,  par  exemple,  pour  les 
dièdres  (')  PQ.  P'Q'  dont  les  faces  sont  en  prolongement  les  unes 
des  autres  (je  veux  dire  que  les  deux  demi-plans  P  et  F'  ou  Q  et  Q' 
appartiennent  au  même  plan)  :  ces  dièdres  sont  dits  «  opposés  par 
faréle  »  {(ig.  i5^. 

On  peut  faire  la  somme  ou  la  différence  de  deux  dièdres  (')  en 
les  juxtaposant  de  manière  qu'ils  aient  la  même  arête  et  une  face 
commune  ;  ainsi  sur  la  figure  i6,  le  dièdre  PK  est  la  somme  des 
dièdres  PQ,  QR;  le  dièdre  PQ  est  la  différence  des  dièdres  PU 
etQR. 


h 
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Fig  .5. 


Fig.  17. 


Un  dièdre  est  droit  si  ses  faces  sont  pcrpcudiculaires  l'une  sur 
l'autre  [exemple  :  le  dièdre  formé  |)ar  le  ]jlanclier  d'une  chambre 
et  une  cloison]  ;  deux  dièdres  dont  la  somme  est  un  dièdre  droit 
(exemple  :  les  dièdres  PQ,  QR  sur  la  fig.  1 7)  sont  dits  complémen- 
taires l'un  de  l'autre. 

Le  plus  grand  dièdre  possible  est  la  somme  de  deux  dièdres 
droits  :  ses  faces,  en  prolongement  l'une  de  l'autre  forment  un 
plan  |PS  sur  la  fig.  17]  ;  deux  dièdres  [tels  que  PQ  et  QS]  dont  la 
somme  est  un  dièdre  se  rcduisant  k  un  plan  sont  dits  supplémen- 
taires  l'un  de  l'autre. 

Les  dérmitions  des  dièdres  aigus  ou  obtus,  du  plan  bissecteur 
qui  partage  le  dièdre  en  deux  dièdres  égaux,  etc.,  se  déduisent  de 
la  même  manière  des  diverses  définitions  relatives  aux  angles. 

60.  —  Considérons  maintenant  un  corps  solide,  par  exemple 


(')  Nou 
Irmi-plan. 
[']  Voir  p.  6(i,  note  1 


dièdre  par  deux  lettres  dont  chac 
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une  pyramide  Iriant/alaire  (').  —  c'est-ù-dire  la  ligure  formée  par 
quatre  triangles  ABC,  ACD.  ABD,  BCD.  situés  dans  des  plansdif- 
férents  et  ayant,  deux  i  deux,  un  càté  commun  (iig.  i8).  Les  quatre 
triangles  Rappelés ybre  de  la  pyramide)  limitent  une  ceilaînc  portion 
de  l'espace,  portion  intérieure  k  la  pyramide,  que  nous  appellerons 
corps  ou  solide  (Tripi^v  cliei',  Euclîde,  otûixa  chez  Héron,  voir  p.  gS, 
note  a).  Ce  corps  a  une  grandeur,  appelée  volame  ('),  jouissanlde 
toutes  les  propriétés  arithméliques  que  nous  avons  indiquées  plus 
haut. 

En  particulier  les  volumes  de  deux  corps  dittérentssont  regardés 
comme  égaux  (congruents)  si  ces  corps  peuvent  —  en  théorie 
tout  au  moins  —  ëlre  décomposés  en  un  même  nombre  de  corps 
partiels  pouvant  Atre  amenés  à  coïncider  (')  (c'est-à-dire  occupant 
exactement  la  même  portion  d'espace).  Si  deux  corps  ont  des 
volumes  inégaux,  l'un  est  plus  jwtit  que  l'autre  (nous  l'admettrons 
sans  démonstration)  c'est-à-dire  égal  k  une  partie  de  l'autre. 

L'aire  de  la  pyramide  sera,  i)ar  définition,  la  somme  des  aires 
de  ses  faces  ;  c'est  une  grandeur  superficielle  que  l'on  peut  toujours 
appliquer  sur  un  plan  et  qui  est  w  comparable  »,  par  conséquent 
{vide  a"  66}  à  l'aire  d'un  polygone. 

Le  périmètre  de  la   pyramide   ABCD   sera  par  définition,  la 
somme  des  côtés  AB,  AC,  AD,  BC.  CD,  BD(arèlcs 
de  la  pyramide)  ;  ce  périmètre  est  une  longueur 
(grandeur  comparable  à  une  longueur  rectiligne). 

Nous  pourrons  de  même  comparer  et  étudier  les  b^ 
diverses  grandeurs  définies  [>ai'  les  figures  de  l'es- 
pace  autres  que  la    pyramide.   Observons  cepen- 
dant, tout  de  suite,  qu'il  existe  des  figures  géomé-        "s  '"■ 
triques  qui  n'ont  point  de  côtés  ni  de  contour,  parlant  point  de 
«  périmètre  »  ;  ainsi  la  sphère  ('),  laquelle  a  seulement  un  corpx  et 

('}  Sur  la  pyramide,  cf.  in/ra  82.  Le  mot  ru33|jî;  semble  avoir  été  em- 
prunté par  les  Grecs  aux  Egyptiens 

(')  De  nombreux  traïlés  de  géométrie  emploient  le  mot  volume  dans 
le  même  «ens  qii«  le  mot  corps.  Il  est  bon  cependant  de  ne  point  con- 
fondre lea  deux  idées  que  nous  exprimons  par  ces  mots. 

(')  La  coïncidence  physique  des  deux  corps  ne  pourrait  être  tcaliitéc 
que  si  les  corps  étaient  pénétrabiss  :  on  peut  toujours  imaginer  théorique- 
ment qu'il  en  soit  ainsi  (les  deux  corps  étant  gazeux,  par  exemple.) 

(')  Vide  infra,  n»  87. 
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une  stu-face  (suiface  recouibée,  que  l'on  pourraïl  lliéoriqtumeiil 
ap[)liqucr  sur  un  plan,  et  dont  U  grandeur  est  par  conséquent 
comparable  à  U  grandeur  d'une  surface  plane  telle  que  celle  d'un 
carré,  d'un  polygone  ou  d'un  cercle). 

2.  ~  Mesures.  Longueur  ée  la  ctrcoBtéreace 

SI.  Les  mesures.  —  L'întért-t  que  présentent  les  caraclËres 
des  grandeurs  que  nolic  S  /  a  mis  en  lumière  tient,  comme  on  sait, 
au  fait  suivant  :  on  peut,  grùce  aux  opérations  que  ces  caractères 
rendent  possibles,  'f  mesurer  »  les  grandeurs. 

Considérons,  par  exemple,  un  segment  rectilîgne  AR.  Nous 
nous  attachons  i  cette  grandeur  parce  que  c'est  la  plus  sîmpli?.  de 
toutes  {cf.  n'  53).  Mais  tonl  ce  qne  nous  allons  en  dire  pourra 
E'ire  étendu  aux  divers  types  de  grandeurs  géométriques  tels  que 
angles,  aires  volumes,  etc.  (cf.  S  3). 

Pour  mesurer  le  segment  Ali,  on  prend  comme  unilé  une  lon- 
gueur fixe,  par  exemple  un  rnèlre  et,  à  partir  du  point  A,  on  porte 
(^etle  unité,  bout  à  bout,  autant  do  fois  que  |>ossible  sur  le  segment 
AB.  Il  peut  se  faire  qu'après  avoir  {>orlé  l'unité  un  nomliic  exact, 
m,  de  fois,  on  tombe  exactement  au  point  W;  on  dît  alors  que  la 
longueur  Alt  égale  m  fois  l'unité  et  qu'elle  a  pour  niesure,  en 
mt'Irex,  le  nombre  m. 

Supposons,  au  contraire,  que  la  longueur  AB  soit  plus  longue 
que  ni  fois  l'unité  et  moins  longue  (')  qne  {m  -h  i)  fois  l'unité  : 
nous  dirons  en  ce  cas  que  m  est  la  mesiur  approchée  par  lUfnal 
en  mètres)  de  AB,  et  que  (m  +  i  )  en  est  la  niesure  npprwhée  par 
excès.  Pour  avoir  de  AU  une  mesure  exacte,  ou  plus  exacte,  nous 
devrons  prendre  une  nouvelle  unilé,  plus  petite  que  le  mètre,  )>ar 

l'I  Etant  donnée  uan  langueur  quelconque  AB.  il  existe  évidemment 
toujoun  un  naiabre  m  tel  que  m  fois  l'unité  s«il  moindre  que  AB  taodi» 
que  (m  +  i)  fois  l'unité  surpasBo  AB.  C'est  là  une  vérité  intuitive  que 
nous  ne  saurions  mettre  en  doute,  mais  dont  ati^x%  ne  [louvons  cependant 
donner  aucune  dimonâlralion.  Cette  vérité  joue  dune,  dans  tes  systiracs 
de  géométrie,  lo  rolc  d'un  axiome.  Elle  a  été  furmulcc  en  ces  termes, 
vers  iftHu,  par  le  professeur  autrichien  Stolz,  sous  le  nom  û.'axiomt  d'Ar- 
rAiméde  :•  Sideux  longueurs  «ont  données.il  y  a  toujours  un  multiple 
[produit  par  uu   nombre   entier]    de  la   plus  |>elite  qui  surpasse  la  plus 
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exemple  le  ceDtîëniede  mètre  ou  cenlimétre  [la  longueur  du  cenli- 
mèlre  est  telle  que  U  mesure  du  mètre  en  centimètres  soit  égale 
k  100]  :  nous  obtiendrons  ainsi,  soit  une  mesure  exacte  (en  centi- 
mètres}, soit  une  mesure  approchée  à  un  cealimèlre  près  de  la 
longueur  AB.  Désignons  par  m  cette  mesure  :  nous  pourrons  dire 

que  la  mesure  de  AB  en  maires,  est  la  fraction  ■  [m  centièmes 
de  mètres)  ;  cette  mesure  est  exacte  ou  approchée  à  — r  près.  Répé- 
tons le  même  raisonnement  en  prenant  pour  unité  auxiliaire,  non 
plus  le  centimètre,  mais  telle  fraction  du  mètre  qu'il  nous  plaira. 
Si  nous  ponrons  choisir  le  nombre  entier  n  de  manière  que  le 
segment  AB  contienne  un  nombre  exact  de  fois,  —  soit  m  fois,  — 
la  n*"*  partie  de  l'unité,  la  mesure  du  segment  \B,  en  mètres,  sera 

donnée  par  une  fraction  —  :  ce  sera  un  nombre  rationnel  ;',.  Dans 
le  cas  contraire  on  constate,  en  raisonnant  comme  au  n*  48,  que. 
qud  que  soit  n,  on  peut  former  une  fraction  de  dénominateur  n 
qui  donne  une  mesure  de  AB,  approchée  h  -  près.  En  prenant  n 

arbitrairement  grand  on  aura  la  mesure  du  segment  AB  avec  une 
approximation  arbitrairement  grande. 

62.  Remaniae.  —  Si  nous  nous  servons,  pour  représenter  les 
nombres,  de  la  notation  décimale,  nous  aurons  avantage  à  n'uti- 
liser que  des  nombres  n  qui  soient  des  puissances  de  lo,  c'es(-i- 
dire  k  toujours  prendre  comme  unités  auxiliaires  {Jraclionx  de 
tunilé  principale  o»  sous -unités)  le  ilixihne,  le  centième,  le  mUlihne, 
de  l'unité  principale.  I.a  mesure  évaluée  par  rapport  à  l'une  de  ces 
sous-unités  donnera  en  ell'et,  par  rapport  ù  l'unité  principale,  une 
mesure  exprimée  par  un  nombre  décimal.  Ainsi  une  longueur  do 
1465  millimèlres  a  pour  mesures  en  mètres  :  3.465. 

(')  Lorsqu'une  t^odeur  a  pour  metUM  un  Dombre  rationnel  on  dit  que 
cette  grandeur  et  l'unité  sont  conimenturablea  (cf.  ëlclide,  Elém., 
livre  X  ;  i!mfuxpti  (U^iOT,)  ou  que  la  grandeur  est  commenaurable  atitc 
l'unili.  Une  grandeur  non  commensurablc  avec  l'unité  est  dite  in- 
commensurahle  (às'J^jji^tpov)  avec  l'uniti  ■-  Flusieur»  grandeur»  sont 
ditei  commensurabUa  (entre  ellei|  si  chacune  d'elles  est  commensurabis 
avec  l'une  d'entre  elles  prise  pour  unité.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  les  gran- 
deur» sont  incommensurableg  (entre  elles). 
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Les  syslèmes  d'unilés  el  sous-unités  ainsi  définis,  tels  que  le 
système  :  hilomèlre,  hectnm^tre,  nitrtre,  décimètre ..  : ,  oale  système  : 
kilnifrnfitme,  keclnr/ramme ,  tjramme,  déàgranvite...,  sont  des  sys- 
tèmes île  mesures  décimales;  leur  ensemble  constitue  ce  que  l'on 
appelle  un  «  syslhne  décimal  de  mesures   'j  h. 

£3.  Hesures  défînioB  par  des  racines.  —  La  mesure  que 
nous  venons  de  définir  (comme  nombre  rationnel)  est  exacte  on 
approchée.  La  distinction  ainsi  établie  entre  deux  sortes  de  mesures 
A  n'est  i>oint  accidentelle,  car  il  existe  manifestement 

des  grandeurs  qui  ne  {)euvcntéti-e  exactement  me- 
suiécs  par  rapport  à  aucune  fraction  de  l'unité. 
Considérons,  parexemple,  le  triangle  ABC  ;(ig.  19) 
^'K  ".'■  qui  est  rectangle  en  A  (c'est- à -dire  où  l'angle  A 
est  un  angle  droit),  dont  les  côtés  VBct  AC  sont  égaux,  et  qui  a  une 
fiypolenii.se  (côté  liC  opposé  à  l'angle  droit)  égale  à  i  mètre.  I^ 
théorème  de  Pytkngore  1')  nous  apprend  que  la  mesure  exacte 
(en  mètres)  de  la  longueur  AB  ne  pourrait  être  que  la  racine  carré 

du  nombre-;  or  cette  racine,  comme  celle   de  a,   n'est  pas  un 

nombre  rationnel  (')  (n°  37). 

Nous  pourrions,  il  est  vrai,  en  ce  cas  encore,  attribuer  un  sens 
aux  mots  «  la  mesure  exacte  »  :  celle-ci  ne  serait  plus  un  nombre, 
mais  elle  serait  du  moins  déjinie  'déduite  de  l'unité)  par  une  opé- 
ration ai'îtbmétique  simple  (extraction  de  racine  qui  peut  être 
elTectuéc,  nous  le  savons,  avec  une  approximation  aussi  grande 
que  l'on  veut,  n'48). 

N'est-il  pns  permis  de  généraliser  cette  manière  de  voir  et  de 

(')  Le  lytlËme  do  mesures  adopte  par  ta  loi  frauçaUe  (ayslèmc  mé- 
trique) est,  en  majeurs  partie,  décimal  [l'ide  infra,  n"  tii!\). 

n  VrA  m/m.  ,,,„. 

(')  La  lon),'U(!ur  AB  et  l'unité  sont,  suivant  Euclide,  communs urablcs 
en  puissance,  car  aux  termes  do  la  déf.  ;l  du  liv.  X  des  Eléments,  i  deux 
segments  sont  eommciisurables  en  puissance  si  tes  carres  conslruils  sur 
eux  peuvent  être  mesurés  [exactement]  avec  une  m£nie  unité  d'aire  >.  Le 
contemporain  de  Platon,  Tiiêètête  d'Athènes,  avait  fait  une  élude  appro- 
fondie des  grandeurs  —  dérinies  par  les  ligures  géomôlriqucs  classiques  — 
qui  sont  incommensurables  avec  runité,  La  classiRcation  qu'il  su  avait 
donnée  est  sans  doute,  à  peu  de  choses  près,  celle  qu'expose  Euclidb 
au  livre  X  des  EtémenU. 
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déHnii'  la  mesure  exacte  d'une  grandeur  qiiclcontjue  (longueur,  ou 
angle,  ou  aii-e,  etc.)  comme  une  quantlEé  qui  est  te  résultat  d'opé- 
rations arithmétiques  (')  efTectuées  sur  l'unité  (c'cst-A-dire  sur  le 
nombre  i)?  Sî  ces  opérations  sont  toutes  possibles,  1b  mesure 
exacte  se  trouvera  âtre  le  nombre  rationnel  déGni  nu  n"  61.  S'il 
\  a,  au  contraire,  parmi  elles,  des  extractions  de  racines  impossibles. 
la  mesure  exacte  ne  pourra  pas  être  calculée,  et  l'on  devra  se  con- 
tenter d'une  mesure  nppi-ochéc,  laquelle  sera,  précisément,  le 
résultat  approché  des  opérations  qui  déPmissent  la  mesure  exacte. 
Celte  manière  de  présenter  les  choses  est  légitime  dans  certain*) 
cas,  mais  non  point  dans  tous,  ainsi  qu'on  le  constate,  par 
exemple,  lorsqu'on  cherche  à  déterminer  la  mesure  d'une  circon- 
férence. 

64.  Longueorde  la  ciroontéreooe.  —  Considérons  une  cir- 
conférence {ou  cercle)  {')  dont  le  rayon  ait  pour  mesure  iunilé 
(par  exemple,  i  mètre).  Comment  mesurer  celte  circonférence? 

Si  l'on  prend  un  mètre  en  ruban  et  qu'on  l'applique  sur  le 
contour  de  la  clrconrérencc,  on  constatera  que  la  longueur  du 
contour  n'est  exactement  égale  è  aucune  fraction  de  mètre.  Cette 
longueur  est  comprise  entre  G  et  S  mètres,  plus  précisément  entre 
a  X  3,1  et  2  X  3,2,  plus  exactement  encore,  entre  g  X  3,i4  et 
^  X  3,i5.  Quelque  loin,  cependant,  que  l'on  pousse  la  subdivi- 
sion  du  mètre  (en  millimètres,  dixièmes,  centièmes  de  milli- 
mètres, etc.)  on  n'obtient  jamais  une  mesure  exacte  de  la  cir- 
conférence :  on  en  a  seulement  des  mesures  de  plus  en  plus 
approchées. 

Mais  la  mesure  eflective  d'une  cîrconférencs  au  moyen  d'un 
mètre  flexible  est  une  opération  physique  qui  ne  présente  aucune 

{')  Lorsqu'une  mesure  ou  uns  quantité  est  définie  comme  résultat  de 
telles  opéralions,  on  dit  qu'elle  est  calculable  par  radicaux. 

[')  On  appelle  circonférence  ou  cercle  la  ligne  formée  par  l'ensemble  des 
points  situés  à  égale  diatance  d'un  même  point  nppeié  centre  du  cercle; 
le  segment  de  droite  joignant  le  centre  à  un  point  quelconque  de  la  cir- 
conférence s'appelle  rajon  [radius].  Il  est  bon  de  noter  que  le  mot  circon- 
/irenca  désigne  exclusivement  le  contour  {itipiaipsu)  du  cercle  ;  le  mot 
cercle,  au  contraire,  sert  également  à  désigner  la  surface  limitée  par  ce 
contour.  Le  segment  (double  du  rayon)  qui  joint,  en  passant  par  le 
centre,  deux  pointa  opposés  de  la  circonférence  (et  la  coupe  en  deux), 
l'appelle  diamètre. 
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garantie.  Nous  avons  déjà  dît  que  les  géomèlreo  nu  poliraient  en 
faire  état  et  devaient  avoir  recours  i  une  méthode  théorique,  seule 
susceptible  d'être  rigoureusement  précise.  C'est  pourquoi  ils 
imaginèrent  la  méthode  i'cxkautthn  ^cf.  n°  B8),  que  l'on 
appellerait  aujourd'hui  méthode  du  passage  à  la  limile.  (').  En- 
core, Euclide,  le  prudent,  n'ose-t-il  appliquer  directement  cette 
méthode  (*)  au  problème  de  la  rectihcation  du  cercle  dont  les 
termes  mêmes  ne  lui  pai-aissent  pas  logiquement  recevahles  ; 
car,  pour  seulement  parler  de  la  longueur  du  cercle  mesurée  avec 
uneunitércctiligne,  il  faudrait  l'avoir  définie,  c'est-à-dire  connaître 
un  procédéde construction  géométrique  {vide  infra,  ch.  ut,  S5)  qui 
fournisse  un  segment  «  égal  »  k  la  ctrcoaféreace  du  cercle  :  il 
faudrait  donc  avoir  déjà  résolu  le  problème  de  mesure  que  précisé- 
ment l'on  se  pose.  C'est  le  grand  géomètre  sicilien  Archiuiède  (') 
qui  iTsolut,  le  premier,  ou  plutôt  trancha  cette  difficulté  logique  : 
il  comprit  qu'en  déterminant  une  mesure  arbitrairement  approchée 
parexch  ou  par  défaut  de  la  longueur  du  cercle,  on  se  trouve  véri- 
fier par  surcroît  que  cette  longueur  ea;f>/e(')  [j'entends  :  vériQer  que 
l'on  pourrait,  théoriquement,  construire  un  segment  rectiligne 
qui  soit  égal  à  la  circonférence]  (ce  qu'au  n*  57  nous  avons  admis 
comme  intuitivement  évident). 

66.  —  Considérons  ('),  —  pour  appliquer  la  méthode  (Tex/iaus- 
lion  —  un  carré  ABCD  (fig.  20)   inscrit  dans  la  circonférence 

CJ  Voir  sur  le  mot  «  limite  »  p,  fi'i,  noie  n..  Le  mot  •  exhaustion  u  cet  du 
XV II'  siècle.  On  le  trouve  en  particulier  chez  Grécoire  de  Saint- Vincbtit 
\viie  infra,  67), 

Cj  En  revanche  Evclidi:  applique,  par  exemple,  la  méthode  d'exhaus- 
tion,  à  la  démonatralion  du  théorème  suivant  :  Us  aires  de  deux  eerclen 
diflirenla  tant  proportionnelles  {vide  n"  pS)  aux  carrés  de  Itws  diamètres  : 
ici,  en  ellet,  l'assimilation  de  la  circonférence  à  un  contour  rectiligne  et 
de  l'aire  du  cercle  à  une  aire  polygonale  n'eit  pea  poitiUée. 

(*)  Dana  le  traité  intitulé  :  ■t.-rtù.i-i  iii\p,is:i.  Cf.  Heatii,  Tke  u/orks  o/ 
Arcliimedes,  Cambridge,  181)7,  P-  !l'- 

('}  Sur  lea  condilionï  auxquellei  doivent  satisfaire  le*  valeun  appro- 
chées pour  que  cette  concluaion  «oit  valable,  voir  p.  Sa,  note  3. 

{')  C'est  la  méthode  iuivie  par  Antifhon  (5'  siècle  av.  J.-C.)  (jui  s'ins- 
pire peut-être  de  la  tradition  pythagoricienne.  Sur  les  moyen*  à  employer 
pour  construire  le  carré  inscrit  ou  ciiconicrit  —  et  les  polygones  réguliers 
dont  il  sera  question  plus  loin  —  voir  le  liv.  Il  des  EUment»  d'Eucui» 
et  tous  les  traités  de  géométrie. 
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(c'esMl-dîre  inlérienr  h  la  ârcanténntx  et  ayant  ses  quatre  som- 
mets A,  B,  C,  D  sur  son  contour)  :  la  mesure  (exacte  oc  très 
approcWe)  du  contour  de  ce  carr#  est  une  mesure  approcl)^ 
jmt  cMfeut  (')  de  la  longneor  du  cercle.  Considérons  au  con- 
tnire  (fig.  ai)  le  cnrié  A'B'C'iy  drconscrit  (extérieur  au  cercle 
et  dont  chaque  cdté  est  langent  au  cercle,  c'est-à-dire  le  touche 
ai  un  sent  point)  ;   la   mesure  du   contour  de  ce  carré  est  une 


mesure  approchée  par  excis  de  la  longueur  du  cercle.  Eovisa- 
geoas  otsatte  sur  b  figore  3o,  an  lieu  du  carré  ABCD,  le 
ptÀjgoBB  i  hml  cÂtév  éfmi\  {octogone  rérfalier)  AEBFCGDH 
qui  est  inserît  dans  le  cercle  (ses  Irait  sommets  sont  sur  le  cercle); 
la  Bwanre  du  contour  de  cet  octogone  est  une  nooveUe  valeur 
approchée  par  défaut  de  la  longueur  du  cercle,  valeur  plus  appro- 
chée que  la  précédente  ;  pareillement,  sur  la  Tignrc  ai,  la  mesure 
du  contour  de  l'octc^one  régulier  (')  ,\,B,CiD,E,F,G,H,  est  une 
mesure  approchée  par  excès  (plus  approchée  que  la  valeur  donnée 
par  le  carré  A'B'C'D)  de  la  longueur  du  cercle. 

Supposons,  maintenant,  que  nous  coasidérions,  non  plus  un  carré 
ou  un  octogone,  mais  un  polygone  régulier  ('),  ayant  beaucoup 
plus  de  c6tés,  tous  tr^  petits,  et  dont  la  figure  se  rapproche  par 
conséquent  antant  que   nous   le  voulons  de  la  figure  même  du 


(')  Je  ngsrde  esmiBK  éridanl  qm  le  contou  d'un  carré  on  polygone 
irucrit  «si  iB«i»die  qae  1«  contaur  de  la  circonférence,  tandis  que  le  con- 
touT  d'an  carré  ou  polygone  eireontcrit  est  aapérieur.  On  le  voit  immé- 
dialeaMiit  sur  la  figure. 

(')  Sur  l'emploi  iet  lettre*  aSectéei  d'indices,  vttir  p.  30,  note  3. 
(*)  Un  polygone  doDt  le*  cM^  et  le*   angles  sont   égaax    [comme  il 
arrive  pour  l'octogone  AEBFCGDH  de  la  Tigure  no]  est   appelé  polygone 
figuier  (cf.  Evczibb,  EUmenta,  Hrr.  IV). 
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cercle  (')  ;  ce  polygone  peut  t'ire  Inscrit  dans  le  cercle  (c'est-à-dire 
intérictir  an  cercle,  ses  sommets  é<anl  tous  sur  Je  cercle,  exemple  : 
le  polygone  ABCD...  sur  la  figure  22)  ou  circonscrit  au  cercle 
(extérieur,  chacun  de  ces  côtés  touchant 
le  cercle  en  un  point,  exemple  :  le  poly- 
gone A'BT.'D'  ...  sur  la  figure  22);  la 
I  mesure  du  contour  du  polygone  est  tou- 
/  jours,  dans  le  premier  cas,  une  mesure 
approcliée  par  défaut,  dans  le  second  cas 
une  mesui-c  approchée  par  e»cès  de  la 
longueur  du  cercle;  l'approximation  est 
ailleurs  arbitrairement  grande  (vide 
n'Ai);  anssi  dit-on  que  les  périmètres  des  polygones  réguliers 
inscrits  cl  circonscrits  ont  pour  limite  la  longueur  du  cercle 
lorsqu'on  leur  donne  un  nombre  de  côtés  de  plus  en  plus  grand. 

66.  Remarque. —  Pour  juslificr  rigoureusement  ces  conclusions, 
on  prouve  que  la  mesure  du  contour  d'un  polygone  inscrit  et 
celle  du  contour  d'un  polygone  circonscrit  sont  arbitrairement 
rapprochées  Cune  de  Caalre  lorsque  les  polygones  ont  sullisam- 
menl  décotes;  il  en  résulte  que  l'une  et  [autre  donnent  bien  {•) 
des  valeurs  arbitrairement  approchées  de  la  longueur  du  cercle. 

(')  Ed  donnant  au  polygone  do  plus  en  plus  dn  côtés  nous  ipuiton» 
progreiïivemeDt  l'aire  du  cercle  :  d'où  le  mot  «  exhaustion  ». 

(')  puisque  la  longueur  du  cercle  est  comprise  (voir p.  79,  note  1)  cnlrft 
tes  longueurs  do  ces  deux  contour*.  — Que  ce  com-  ^ 

plcment  de  démonstration,  détaillé  avec  soin  par 
Arcbihède,  soit  elTeclivement  nécessaire,  c'est  ce 
dont  on  se  convaincra  si  l'on  fait  allenlion  aufuit 
suivant.  Do  co  qu'un  contour  polygonal,  auquel 
on  donne  de  plus  en  plus  de  côtes,  tend  vers  une 
ligne  géométrique  connue  (c'est-à-dire  a  une 
ligure  qui  dilTère  de  moins  en  moins  de  cette 
ligne)  il  ne  resuite  pas  que  la  longueur  du  con- 
tour ait  pour  limite  la  lonjçueur  de  la  ligno 
connue.  Donnons-nous,  par  e^femplc  (dg.  -j'J)  un 
ABC,   et  considérons  Buccessivement  les  contours  polygonaux  suivants  ; 

liDEFC,  à  i  côtés  {U,  E.  F  étant  le  milieu  des  eûtes  du  triangle)  ; 

BGIIIEJKLC.  à  f^  côtés  (G,  H,  l  étant  les  milieux  des  côtés  du  triangle 
BD£  et  J,  K,  L  les  milieux  des  côtés  du  triangle  EFC)  : 

puis  les  contours  !t  [6,3'j,,..  côtés,  qui  se  déduisent  les  uns  des  autres 
d'après  le  même  procédé. 

Ces  divers  contours  ont  pourlimilela  ligne  BC.  Cependant  on  démontr* 
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67.  —  Voilà  comment  ont  raisonné  les  géomètres  (').  Mais 
c'est  ici  que  surgît  l'anomalie,  ou,  du  moins,  ce  qui  fut  loog- 
tcmps  considéré  comme  tel.  Lecontour  du  carré  AltCD,  celui  de 
i'octogone  régulier  AEBFCGDH,  ou  celui  d'un  polvgono  régulier, 
inscrit  ou  circonscrit,  ayant  un  nombre  an  de  côtés,  tous  ces  con- 
tours ont  des  mesures  qui  peuvent  être  définies  'déduites  de  l'unité) 
au  moyen  d'opérations  arithmétiques  connues  (')  ;  ainsi  le  contour 
du  carré  AfiCD  a  pour  mesure  exacte  ^  X  /â  (le  sens  de  l'expression 
u  mesure  exacte  n  éUint  élargi  comme  il  a  été  dit  au  n*63);  le 
contour  du  carré  circonscrit  V'B'C'D'a  pour  mesure  8;  le  contour  de 
l'octogone  AEBFCGDH  (Gg.  3  t)a  pour  mesure  8  X  \J-i  — va,  etc. 
Pourra-t-on,  semblablemcnt,  indiquer  une  combinaison  d'o/)^rafio/if 
conams  dont  le  résultat  dénnissc  la  mesure  de  la  circonférence  ? 
La  réponse  est  négative  ('),  maïs  les  géomètres  ont  été  longs  !i  s'en 
convaincre,  et  les  tentatives  faites,  vingt  siècles  durant,  pour  trou- 
ver une  expression  arîlhméljquc  de  la  longueur  du  cercle,  se 
comptent  par  milliers.  L'une  des  plus  célèbres  est  celle  de  Gréijoin- 
de  Sainl-Vincent  [auteur  de  l'Opus  <feonictriciiin  ijuiirlralurir 
circuit  et  seclionum  coni,  lO't-;,  qui  fut  combattue  par  Descartes, 
Pascal,  Hnygens.  Aujourd'hui  encore,  les  Académies  Scientifiques 
sont  saisies  presque  chaque  année  de  nouvelles  solutions  du  pro- 
blème de  la  a  rectification  »  ou  ><  quadrature  u  du  cercle.  Et 
cependant,  \' impossibilité  de  la  résolution  de  ce  problème'  ('), 
pressentie  par  Legendre  et  Euler,  a  été  prouvée  en  toute  rigueur, 


que  Uurs  hngueurs  tant  btutea  égale»  entre  eUet  et  égales  au  dotible  du  cité 
du  triangle  équiiatiral. 

(I)  Ils  ont  auui  imaginé  de  nombreusci  méthodes  indîrectet  qui  con- 
duisent à  des  régultats  équivaleDts. 

(')  Ce  sont  là  des  conséquences  immédiates  de^  théorèmes  de  la  géo- 
métrie métrique  (voir  chap.  111,  l  ^), 

(*)  Et  cela,  en  donnant  aux  mots  ■  opérations  connues  s  qui  figurent 
dans  l'énoncé  de  la  question,  l'acception  la  plus  générale  qu'ils  puissent 
comporter.  On  ne  peut  former  [vide  injra.  Deux.  Liv.j  aucune  équation 
a^  +  a,- ,  X.- 1  +  ...  -|-  Ht  =  o  de  quelque  degré  que  ce  soit,  dont  les 
coefficient*  a»,  a>-i, ...  at  soient  des  nomïtres  laiionnels  et  qui  ait  pour 
racine  (Taleur  de  l'inconnue  «]  la  mesure  de  ta  longueur  du  cercle  de 
rayon  1. 

(<)  Il  existe  par  contre  certaines  courbes  (autres  que  le  cercle)  dont  la 
longueur  exacte  est  mesurée  par  un  nombre  rationnel  pouvant  être  cal- 
culé. De  telles  courbes  sont  dites  reelifiable». 

BoDTuori.  —  Lm  Ptiocipel  de  l'Asal^iM  insIbéaiaUquf.  C 
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eo  i88a,  par  le  professeur  Lindemann  (')  de  l'Univorsité  de 
Munich. 

Ainsi,  la  mesure  de  la  circonfôicnce  par  rap|>ort  au  rayon  (pris 
pour  unité)  ne  i>eut  cire  déPinie  au  moyen  d'opérations  arithmé- 
tiques que  d'une  manière  approxiinative.  Tout  ce  qu'en  peut  dire 
l'arithméticien,  c'est,  par  exemple,  qu'elle  est  comprise  entre  (') 
u  X  3,i'i)5g36535  et  a  x  3,iâiô9a6Ô3<3,  valeur»  que  I'od 
pourra  toujours  préciser  en  calculaiil  de  nouvelles  décimales. 

La  circonrérence  dont  ]e  rayon  a  pour  mesure  un  nombre  r  est 
r  fois  plus  grande.  Sa  mesure  est  comprise  entre  a  x/'X  '■i,iii5...b 
et  3  X  r  X  3,i-'ii5  ...  (i. 

Ajoutons  qu'au  lieu  d'une  fraction  décimale,  on  peut  utiliser, 
pour  l'eprésenter  la  mesure  du  cercle  avec  une  approximation  ar- 
hUrairemenl  grande,  d'autres  types  d'expressions  arithmétiques 
dont  nous  nous  occuperons  plus  loin  (S  7). 

68.  —  La  ilemi-hn^ueur  de  la  circonférence  de  rayon  i  esl  dé- 
si(/née,  irordinaire,  par  la  lellre  ~.  On  exprime  l'impossibilité  de  la 
«  rectification  »  du  cercle  (au  sens  du  n°  03;  en  disant  que  la 
longueur  ;;  et  le  nombre  qui  la  mesure  sont  traiiscemianls  {'). 

69.  —  .\près  les  mesures  de  longueurs,  il  convieut  d'étudier  lea 
mesures  d'aires  et  de  volumes.  Mais  ici  nous  rencontrons  une  dil- 
liculté.  Il  est  absolument  impossible,  en  efl'et,  de  mesurer  les  sur-- 
faces  et  les  corps  sans  lonîr  compte  de  leurs  figures  et  sans  invo- 
quer certains  théorèmes  de  géomélrie  pure  dont  nous  ne  nous 
occuperons  que  plus  loin  chap.  m).  Cependant,  afin  de  ne  pas 
séparer  en  deux  Ironisons  la  ihéario  de  la  mesure,  nous  .ivons  cru 

(')  BtirickU  der  Berlintr  Akademîe.   iS.Sy,  II. 

[')  Ces  valeurs  approch^psoDl  été  données  par  Viète  {Variorumde  r*bus 
malhtmaticis  responsotum  liba-  VIII,  i.>i|7,  chap.  xv  ;  Geomeirica  xJy,).o-j 
fi.ixir,iii,  bene  proxima  verae).  Auchimède,  datti  m  xJxào'j  iii'pt,aii  avait 

indiqua  les  valeurs  :a  x  (  l  +  '  )  [approchée  par  défaut)  et-j  x  (  ''  +  —  )  ■ 

Des  valeurs  tout  aussi  approchées  furent  données  par  les  mathématicien* 
hindous  qui  sans  doufe  les  trouvèrent  indépendamment  des  Gm os  bien 
qu'ils  vinssent  sept  siècles  plus  taid  [Leions  de  calcul  d'Aryabhola,  trad. 
Rodet,  Journ.  atiati^e,  t.  Xlli,  p.  tçii)  ot  suiv.). 

{")  Quantitas  tranacendtnê  dit  Lgirniz.  vicia  «ruditorum,  170'i,  p.  9a 
[Continuatio  analifêtos  quedialurarum)  et  Math.  Werk.,  V,  p.  iâ. 
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devoir  rappeler  tout  de  suite,  dans  ua  paragraphe  spécial  formant 
parenthèse,  les  règles  bien  connues  du  (i  système  inétri<iue  »,  qui 
permettent  le  calcul  des  aires  et  des  volumes.  D'une  part,  eu  eRet, 
l'exposé  de  ces  règles  n'offre  au  point  de  vue  de  la  gêométiie  des 
figures  qu'un  intérêt  secondaire.  Et  d'autre  {>arl,  il  complétera 
utilement  ce  que  nous  avons  dit  et  dirons  encore  du  calcul  des 
grandeurs,  en  nous  faisant  voir  licitement  de  quelle  manière  les 
grandeurs  géométriques  peuvent  se  combiner  suivant  les  lois  de 
l'arithmétique. 


-  Dlgressloa  sur  ta  mesure  des  aires  et  des  volumes 
ea  géométrie  rationnelle. 


70.  —  Revenons  d'abord  un  peu  en  arrière,  et  complétons  par 
quelques  remarques  tes  observations  que  nous  avons  présentées 
touchant  le  problème  de  la  mesure. 

Soit  k  mesurer  une  aire  plane  (n°  BO).  Prenant  comme  unité 
d'aire  le  mb Ire  carré —  c'cst-è-dire  l'aire  du  carré  dont  le  côté 
est  long  d'un  mètre,  —  nous  pouvons,  ihéoriqucmenl  du  moins, 
placer  sur  la  surface  à  mesurer  (de  manière  à  la  recouvrir  aussi 
exactement  que  possible)  un  certain  nombre  de  carrés  égaux 
à  l'unité  ou  de  fractions  de  ces  carrés  (cf.  n"  65).  Mais  comment 
réaliserons-nous  en  fait,  une  semblable  opération?  Ou  plutôt, 
puisquelle  n'est  pas  réalisable,  comment,  pourrons>nous  en  prévoir 
le  résultat  sans  l'elTectuer.  Telle  est  la  question  è  laquelle  ont  dà 
répondre  les  premiers  géomètres.  La  même  question  se  pose  au  sujet 
des  volumes  (  cf.  n°  60)  lorsqu'on  cherche  à  les  mesurer  en  prenant 
pour  unité  le  mètre  cube,  c'est-à-dire  le  volume  du  cube  dont  le 
câté  est  I. 

71.  —  Le  problème  ainsi  formulé  peut  être  étudié  de  deux 
points  de  vue  différents.  On  peut  renoncer  de  primeabordà  trouver 
une  mesure  exacte  de  la  grandeur  que  l'on  considère  :  c'est  ce  que 
fait  la  géométrie  empirique.  On  peut  au  contraire,  —  et  c'est  là  ce 
que  veut  faire  la  géométrie  rationnelle,  —  chercher  à  établit  qu'étant 
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spécifiée  une  l'oime  de  grondeur,  la  mesure  d'une  grandeurdc  celle 
forme  est  égale  à  la  mesure  d'une  grandeur  correspondante  ayant 
une  forme  plus  simple  :  j'entends  par  là  que,  si  loin  que  soit 
poussée  t approximation,  on  trouvera  le  même  nombre  comme 
mesure  des  deux  grandeurs  correspondantes  (');  ce  qui  in- 
dique —  notons-le  en  passant  —  que,  dans  le  monde  idéal  des 
êtres  géométriques,  les  deux  grandeurs  jouissent  d'une  proprî<.^(é 
commune,  ont  une  parenté,  totalement  indépendante  de  nos  pro- 
cédés de  mesure  et  de  leur  plus  on  moins  grande  approximation 
(comparer  le  n"  88). 

Les  calculateurs  égyptiens  ('}  se  plaçaisnt  au  point  de  vue  empi- 
rique lorsque,  )x>ur  avoir  la  mesure  d'un  triangle  ABC 
où  l'angle  A  est  petit  (fig.  a^i).  ils  faisaient  le  produit 
des  mesures  de  AB  et  de  UC  et  divisaient  par  2  ; 
règle  qui  n'est  que  très  grossièrement  approxima- 
tive ('),  Le  géomètre  grec,  au  contraire  {l'iile  infra  n°  76) 
■*■  —  lorsqu'il  démontre  que   la   mesure  do  l'aire  du 

triangle  est  égale  au  demi-produit  des  mesures  de  BC  et  de  la 
hauteur  AH  (lig.  a'i)  —  se  place  au  (wint  de  vue  théorique.  Aussi 
«ou  œuvre  est-elle  impérissable  :  les  Instruments  ont  beau  se  per- 
fectionner et  nous  permettre  d'atteindre  une  approximation  plus 
grande,  la  relation  constatée  par  Ini  entre  In  grandeur  d'une  aire 
et  celle  de  deux  longueurs  ne  saurait  être  altérée. 

72.  —  Comment  maintenant,  la  géométrie  rationnelle  parvient- 
elle  à  SCS  rm3?Elle  n'eiTectuc  pas  de  calculs  numériques,  mais, 
remontant  à  l'origine  de  la  notion  de  mesure,  elle  «  opère  n  dii-ec- 
lement  sur  les  ligures  des  grandeurs  en  cherchant  à  y  discerner 
certains  points,  lignes  ou  surfaces  auxquels  elle  puisse  appliquer 
les  théorèmes  connus  (je  veux  dire  :  les  théorèmes  dont  elle  dispose 
déjà).  D'ailleurs,  il  lui  faut  d'ordinaire  pour  pouvoir  appliquer  ces 

{')  Les  uiiilés  avec  lesquelles  sont  mesurées  les  grandeurs  étant  sup- 
posées choisies  à  t'avance  et  une  fois  pour  toutes. 

[^}  Cf.  le  Manuel  du  calculateur  d'AnUEs  :  vide  Eisenlobr  [iupra, 
p.  a,  note  2),  op.  cit.,  p.  laG  sqq. 

(')  La  méthode  égyptienne  est  on  rcvancho  parfaitement  recomman- 
dable  li  l'imperfection  des  instruments  dont  nous  disposons  doit  nous 
faire  perdre  en  tout  cas  le  bénéfice  que  nous  tirerions  d< 
d'une  règle  exacte. 
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théorèmes,  compléter  les  figures  siii-  lesquelles  elle  raisonne  en  y 
adjoignant  (par  la  pensée  tout  au  moins)  certains  points,  ou  lignes, 
ou  surfaces  auxiliaires.  Les  opérations  qu'elle  eïïectui:  reviennent 
donc,  en  définitive,  à  des  constructions  théoriques  de  certaines 
ligures  géométriques  qui  sont  en  relation  avec  les  (îgurcs  données 
(sur  le  sens  du  mot  construction  en  géométrie,  voir  cb.  m.  %  S;. 

C'est  par  de  tels  moyens,  nous  l'avons  vu,  qu'Archimèdc  a  dé- 
terminé la  longueur  de  la  circonféience.  C'est  également  p.ird« 
tels  moyens  que  la  géométrie  rationnelle  enseigne  à  calculer  les 
aires  et  les  volumes  formés  par  les  figures  les  plus  simples. 

73.  Air»  d'un  rectangle.  Produit  de  deux  longueurs.  — 

Cherchons  à  mesurer  l'aire  A'aarectan<j!e  A  BCD  (quadrilatère  dont 
les  quatre  angles  sont  droits)  sachant  que  les  côtés  AB  et  BC  ont 
respectivement  pour  mesures  (par  rapport  à  l'unité  de  longueur) 
les  nombres  a  et  b. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  les  nombres  a  et  6  soient  entiers. 

Nous  considérerons  d'abord  le  rectangle  BCC,U,  dont  les  côtés, 
BC  et  BD,  ont  pour  mesures  n  et  i 
(lîg.  30).  Portant  sur  BC  la  longueur 
BG  de  mesure  i,  je  construis  le  carré 
BGGiB  dont  la  surface  serû  prise  pour 
unité  iCaire  (n"  68).  Or  on  voit  immé- 
diatement qu'autant  de  fois  la  longueur 
BG   contient    la    longueur-unité    BG,  *'«  '^• 

autant  la  bande  rectangulaire  BGC,B  contient  de  carrés  égaui 
à  B(>G,B.  Donc  l'aire  de  celte  bande  rectangulaire  a  pour  mesure 
le  nombre  a  [a  mètres  carrés  si  l'unilé  de  longueur  est  le  mètre] . 
Cela  dit,  le  i-eclangleABCD  contient  évidemment  autant  de  bandes 
rectangulaires  égales  à  BCC.B  que  le  côté  AB  contient  de  fois  la 
longneur-unité  BB|  :  il  en  contient  donc  h.  J'en  conclus  que  le 
rectangle  proposé  \BCD,  contient  a  X  6  carrés  égaux  à  l'unité 
d'aire  :  i7  a  pour  mesure  le  produit  a  X  fc  ('), 

Si  les  nombres  a  et  b,  au  lieu  d'être  entiers,  étaient  simplement 
rationnels,  on  parviendrait  à  la  même  conclusion  h  condition  d« 

(■)  C'est  pourquoi  le  produit  aX  b  de  deux  nombres  cardinaux  est  dit 
nombre  plan  :  il  représente  une  surface  (portion  du  plan),  celle  d'un  rec- 
tangle. 


.ï  Google 


L89   ORASDECRS 


prendre  une  unité  auxiliaire  contenue  un  nombre  exact  (entier)  de 
fois  (*)  dans  a  et  dans  b. 

Supposons  maintenant  que  les  longueurs  \B  et  CD  n'aient  point 
de  mesures  exactes  (nombres  rationnels)  par  rapport  &  l'unité  BB,. 
En  ce  cas  nous  ne  pouvons  donner  du  rectangle  ABC  (par  rapport 
à  l'unité  d'aire)  qu'une  mesure  approchée.  Désignant  par  a,  ^  des 
mesures  arbitrairement  approchées  de  AB  et  CD,  nous  pouvons 
construire  un  rectangle  dont  les  côtés  aient  pour  mesure  «  et  f:i  et 
qui  recouvre  avec  une  approximation  arbitrairement  grande  te 
rectangle  donné.  Plus  les  mesures  a  et  fi  seront  approchées,  plus  le 
produit  a  X  j5  sera  une  mesure  approchée  du  rectanr/le  VBCD. 

Ces  remarques  nous  conduisent  à  regaixler  en  tout  cas  la  cons- 
truction d'un  rectangle  dont  les  côtés  sont  des  longueurs  données 
AB,  CD,  comme  une  opération  équivalente  à  la  multiplication  arith- 
métique. Nous  dirons  que  Vaire  du  rectangle  ABCD  (rectangle 
construit  sur  \R  et  CD)e*(  le  «  produit  (')  »  des  deux  longueurs  \B 
et  CD  [appelées  v  dimensions  "  </«  rectangle].  Pour  avoir  une 
mesure  exacte  ou  approchée  de  ce  produit,  on  n'a  qu'i  Taire  le 
produit  des  mesures  exactes  ou  approchées  des  deux  longueurs. 

D'ailleurs,  en  conséquence  des  théorèmes  de  la  géométrie,  la 
«  construction  <>  d'un  rectangle  dont  on  connaît  deux  dimensions 
est  toujours  réalisable  avec  la  rcgle  et  le  compas  (').  La  multipli- 
cation géométrique  est  donc  une  opération  parfaitement  et  rigou- 
int  défmie. 


74.  —  Ces  préliminaires  posés,  si  nous  démontrons  d'une  aire 
donnée  quelconque  qu'elle  est  égale  (n'  56)  h  l'aire  d'un  rectangle 

{')  Cela  CBt  toujoura  paisible  puisque  les'fra étions  qui  oot  pourTaleim 
o  et  b  peuvent  toujours  £tre  réduites  au  même  dénominaleur.  Soit  n  ce 
dénominateur  :  la  »'•■■•  partie  de  l'unilé  de  surface  sera  l'unité  auxiliaire 
requise. 

(*)  Au  lieu  de  dire  que  le  recItatgU  est  un  produit,  les  anciens  emplo- 
yaient le  mot  rectangle  (rectangle  de  d.  ux  quantités,  rectangle  de  deux 
nombres]  dans  le  sens  où  nous  prenons  le  mot  produit.  Nous  avons  nous- 
mtmes  continué  à  appeler  earri  le  produit  d'un  nombre  par  luj-mèiue. 
Le  carré  d'une  longueur  AB  est  désigné  par  le  symliole  AB'. 

(')  Prenant  sur  une  droite  un  segment  AB  ayant  pour  longueur  une 
dimension  a  du  rectangle,  il  faudra  mener  en  A  et  B  des  perpendiculaires 
à  AB  (sut  lesquelles  on  prendra  des  longueurs  égales  à  t)  :  or  c'est  là 
une  construction  que'^la  géométrie  rationnelle  enseigne  à  faire  tris  ritn- 
plement  [vidt  infra,  3'1'i). 
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\BCD  que  nona  savons  construire,  nous  pourrons  considérer  la 
nweure  de  o^tle  aire  comme  tlicoriqtiement  déterminée  et  nous 
dirons  qne  l'aire  est  égale  au  n  produit  des  deux  dimensions  da 
rectangle  a. 

Rappelons,    comment,    pour    les    figures    classiques   les   plus 
simples,  le  problème  peut  être  ainsi  résolu. 

75.  ParallélogramineB.  triangles,  polygones  ('),    —   On 

appelh  paralléht/ramme  (')  un  quadrilatère  (p.  69,  note  i)  dont 
les  côtés  sont  deux  &  deux  parallèles. 

Pour  mesurer  l'aire  du  parallélogramme  A  BCD        /]  ~^ 

(fig.  a6),  abaissons  des  [roints  A  et  D  les  per-     ^—^ ^-^ 

pendiculaires  Ail  et  DK  sur  ItC  et  son  prolon-  p-     ^|, 

gement.  On  démontre  que  {')  les  deux  triangles 
ABH,  DCK  sont  égaux  (superposables).  Donc  on  a  : 

surface  AHCI)  +  surfoce  AliH  =  surface  AUCD    t-  surface  CDK. 

c'est-à-dire  : 

surface  du  paratiéiogramme  ABCD  ^=  surface  du  rectangle  AHKD. 

.appelons  alors  base  (*)  (3ir;)  du  parallélogramme  le  c•^lé  BC 


(')  L«  lecteur  trouvera  dans  tous  les  traitî's  do  géométrie  élémentaire 
les  (MmonatralioDs  de*  propoiitions  qne  nous  noua  bornons  A  énoncer. 
Ces  démonstration!  reposent  sur  les  définitions  et  propriétés  londamen- 
teles  des  droites  perpendiculaires  et  parallèles,  savoir  ; 

Une  droite  est  perpendiculaire  sur  une  autre  si  elle  forme  avec  elle 
deux  angles  droits  {voirQor)i). 

Par  un  point  A  pris  Jur  une  droite  011  peut  mener  une  et  u no  seule 
(droite)  perpendiculaire  à  cette  droite.  ~  D'un  point  II  pris  kora  d'une 
droite  on  peut  abaisser  une  perpendiculaire  et  une  seule  sur  cette  droite. 

Deux  droites  sont  dites  parallèles  si  elles  ne  se  rencontrent  pas  quelque 
loin  qu'on  les  prolonfe. 

P«r  un  point  pri»  hors  d'une  droite  on  p«Mt  toujours  mener  une  paral- 
lèle à  celte  droite  ;  on  n'en  peut  mener  qu'une  teule  d'itprès  te  postulait 
dit  PottuUU  d'Eudide  [voir  Deur.  liv.,  V,  S  9). 

(')  De  -v^%Xi.i}.ai,  porallèle  et  ypoi|jiiï|,  droite,  l'n  parallélogramme 
dont  les  angles  sont  droits  est  un  rectangle.  Un  parallélogramme  dont 
tous  )es  côtés  sont  égaux  est  appelé  losange  [ou  rhombe). 

{')  En  appliquant  les  théorèmes  dei  n"  ififl,  172. 

{*]  On  pont  naturellement  prendre  pour  base,  au  lieu  de  BC,  un  cflt* 
quelconque  du  parallélogramme  ;   une  démonstration  semblable  conduit 
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(c'est  l'un  quelconque  des  cûlés  du  parallélogramme)  et  liaalcnr 
(û^it:]  la  longueur  AH  ou  DK,  c'cst-à-dirc  la  distance  des  deux 
côtés  parallèles  BC  et  AD.  Nous  pouvons  dire  que  taire  da  paral- 
lélogramme est  éijale  au  produit  de  la  longueur  de  sa  base  par  sa 
hauteur. 

76.  —  Soit  maintenaQt  proposé  le  Iriant/le  ABC  (Tpîïwv^v).  Le 
trîanglepcu  t  être  regai'décommela  moitié  du  parallélogramme  ABCD 
(Cg.  27)  ;  en  effet,  on  démontre  que  les  deux  triangles  ABC,  DCA 
qui  composent  ce  parallélogramme  sont  égaux  (siiperposabics). 
Appelons  alors,  hauteur  (')  (relative  au  côté  BC)  la  perpendicu- 


laire AH  abaissée  du  sommet  A  sur  le  côté  oppose  BC.  Nous  pou- 
vons dire  que  l'aire  du  triangle  { j  est  égale  au  demi- 
produit  de  la  longueur  de  sa  base  par  la  longueur  de  sa  hauteur. 
[On  peut  naturellement  prendre  pour  base  un  côté  quelconque  dti 
triangle  ;  à  chaque  côté  correspond  une  hauteur]. 

Remarque.  —  Les  conclusions  sont  les  mêmes  dans  le  cas 
où  le  pied  H  de  la  hauteur  n'est  pas  entre  B  et  C  maïs  bien  sur 
le  prolongement  de  BC;  ainsi  dans  la  figure  a8  l'angle  .\BC  est 
alors  obtus,  tandis  qu'il  est  aigu  dans  les  figures  26  et  27. 

77.  —  Considérons  enfin  un  polygone  quelconque  (66),  par 
exemple  le  pentagone  ABCDE.  Prenant  un  point  0  à  l'intérieur 

AUX  mêmes  conclusions,  d'où  il  résulte  que,  de  quelque  c&td  que  l'on 
parte,  le  produit  de  la  longueur  de  ce  cfité  par  la  hauteur  corretpoR' 
danle  a  la  min\e  valeur. 

CI  Parle  mot  Aaufeur  nous  désignons  eu  général  une  longueur  [cf.  11°  7(1, 
^,  ftr,  etc.].  Dana  lo  cas  du  triangle,  cependant  (et  dans  le  cai  de  la 
pyramide,  vide  injra]  lo  même  mot  ■  hauteur  '  désigne  iudistiD clément, 
tantAt  le  segment  de  droite  tel  que  AH,  tantôt  la  longueur  de  ce  segment. 
Il  on  sera  do  même  pour  le  mot  c6ti  (côté  d'un  triangle  ou  d'un  poly- 
gone) et,  chez  certains  auteurs,  pour  le  mot  tiaae  (d'un  triangle  ou  d'un 
parallélogrammej. 
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de  ce  polygone  et  joignant  ce  point  aux  divers  sommels  (fig.  sg) 
nous  décomposons  le  polygone  en  triangles.  Evaluant  séparément 
les  aires  des  triangles  et  faisant  leur  somme,  nous  aurons  l'aire  du 
polygone. 

Exemple.  —  Soit  à  évaluer  l'aire  d'un  trapèze  (')  (quadrilatère 
dont  deux  côtés  sont  parallèles  et  inégaux,  (fig.  3u)).  .Vp[>elant 
Acbases  les  deux  câtcs  parallèles  et /iau/eu/'(du  trapèxe)  la  longueur 
la  perpendiculaire  AH  aux  bases  nous  démontrons  (en  décomposant 
le  trapèze  en  deux  Iriangles  ADC.  ABD)  que  taire  du  trapèze  est 
éijaU  au  demi-proiluil  de  la  demi-somme  des  longueurs  de  ses  bases 
par  sa  hauteur  (*). 


78.  Stéréomitrie.  —  La  mesure  des  volumes  des  corps  ou 
solides  géomélriques  (Ttipi»),  —  on  appelle  ainsi  les  figui^es  gco- 
niétriques  tracées  dans  l'espace  à  trois  dimensions  et  pourvue» 
d'un  volume  'voir  n"  60),  —  est  l'objet  de  la  sléràoméirie.  Cette 
science  ne  suivit  que  de  loin  les  progrès  de  la  planimétrîe, 
bien  que  l'on  trouve  déjà  dans  le  manuel  d'Abmes  quelques 
mesures  approximatives  de  volume  (comparer  n"  71).  L'igno- 
rance où  nous  sommes,  —  opinait  Platon  dans  les  premières 
années  du  iv°  siècle  {Lois  Vil,  cliap.  ai),  —  par  rapport  fi  la 
mesure  des  corps  suivant  leur  longueur,  largeur  et  profondeur, 
convient  moins  h  des  hommes  qu'à  de  stupides  animaux  :  «  j'en 
ai  rougi  non  seulement  pour  moi-même,  mais  pour  tous  les  Grecs  ». 
Protestation  sévère,  mais  qui  porta  ses  fruits  :  car  lorsque  Platon 
mourut  en  3/|8,  les  bases  de  k  stéréométrie  étaient  d'oi-es  et  déjà, 
grâce  aux  travaux  d'Arckytas  de  TarenEe  et  d'Ewloxe  de  Cnîde, 
solidement  établies. 

(')  Le  mot  TpancE^'-OM  a  été  employé  par  lei  Grecs  dans  dea  acceptions 
dÎTersea  ;  celle  que  nous  indiquons  a  seule  subsisté. 

(I)  Les  hauteurs  des  deux  triangles  AH  et  DHi  (voir  fig.  3i))  sont 
égales. 
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Pour  meaurer  les  volumes,  nous  raisonnerons  et  procéderons 
comme  noue  l'avons  fait  pour  mesurer  les  surfaces  {'  ■. 

(')  Je  rappelle  les  énoncéa  des  propriétcs  fondamcntalea  des  plans  »ur 
lesquelles  reposent  les  définitions  des  figures  mlidet  dont  nous  allons 
nous  occuper. 

Par  Iroi»  pointa  quelconques  de  V espace,  twntituia  sur  une  même  droile.il 
patse  un  plan  et  un  seul  (nous  nous  dispensons  de  défitiir  la  notion  de  pian. 
voir  »upra,  n"  53).  Ce  plan  contient  toutes  les  droites  qui  joignent  l'un  des 
trois  points  (C  sur  la  figure)  à  un  point  arititraire  M  de  la  droite  indéfini- 
ment prolongée  qui  passe  par  lesdeux  autres  pointa  (Aet  B  sur  la  fig.  3i). 
Par  définilion,  la  parallile  à  une  droite  AB  menée  par  un  point  C  est 
kl  parallèle  CD  (fig.  li)  ratnée  k  AB 
par  C  dans  le  plan  déterminé  par  la 
droite  AB  et  le  point  C. 

Deux  droites  <fui  te  coupent,  telles  que 
CM,  AB  (fig.  3i)  ou  deux  droites  paral- 
lèles telles  que  AB,  CD  déterminent  un 
plan  [c'cit-i-dire  qu'il  existe  un  plan  et 

Si  deux  droites  ne  se  coupent  pas  et  ne 
ans  des  plans  UilTërents. 
e  coupent  suivant  une  droite  [c'est-à-dire  ont  en 


Fig.  î.. 
sont  pas  parallèles,  elles  s. 
Deux  plans  quelconques  . 
commun  une  droite,  indéfiniment 
prolongeable  dans  les   deux  sens, 
appelée      interteetion     des     deux 
pUnsJ  et  forment  un  dièdrefn»  59), 
—  ou  sont  parallèles  [fig,  3a;  sur 
la  [figuration  d'un    plan    par    un 
parallélogramme,  voir  .'iqi. 

Un  plan  est  dit  paralièle  à  une  droite  donnée  (' 
contient  une  droite  parallèle  à  cette  droite  donnée. 


^ 


I  de  lui)  s'il 


Un  plan  —  je  le  désigne  par 


L. 


L 


t  P  —  9111  est  paraUêle  à  un 
e  plan  Q  est  parallèle  à  toutes  tes  droites  con- 
tenues dan»  le  plan  Q, 

Par  un    point  extérieur  â 

un  plan  donné  P,  il  passe  un 

plan  parallèle  àP  et  un  seul. 

Quand  deux  plan*  sont  pa- 

■"'S'  '^-  rallèles  leurn  interaeclions par 

untroisième  planquelconquesontdeuxdroites  parallèles. 

Une  droite  BA  (fig.  îl)  qui  coupe  un  plan  P  au  c-      ,, 

point  A  est  dite  perpendiculaire  sur  ce  plan  si  elle  'S-    '■ 

est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  du   pion  P  qui  passent  par  A. 

Pur  un  point  A  d'un  plan  P  on  peut  mener  une  droite  H  une  seule  per- 
pendiculaire au  plan  P. 

D'un  point  B  puis  hors  d'un  plan  P  on  peut  abaisser  une  droite  et  une 
seule  perpendiculaire  sur  le  plan  P. 

Deux  droitrs  perpendiculaires  à  un  mfme  plan  sont  perpendiculaire». 
Un  pian  Q  (fig.  î^l  est  dit  perpendiculaire  à  un  autre  plan  P  s'il  con- 
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Nous  commencooiM  donc  pai'  considérer  l«9  potyèdres,  figares 
de  Vtapêce  qui  correspondent  aux  figures  planes  appelées  polygones. 

Un  polyèdre  (itoXuiipiiv)  est  un  solide  limité  par  des  polygones 
situés  dans  des  plans  différents  et  ayant  deux  à  deux  un  c&li 
commun  (exemple  :  lig.  35).  Les  polygones  sont  les  faces  du 
polyèdre,  leurs  càtésen  sont  les  arétet,  leurs  sommets  en  sont  les 
sommelt. 

Le  polyèdve  le  plus  simple  est  le  cu&tf  (xJ^o;),  corps  limité  par 
sis  carrés  égaux  (fig.  36).  Le  cube  qui  a  pour  faoe  l'unité  de  sur- 
face est,  par  définition,  l'unilé  de  volume.  Ainsi  le  volume  du 
cube  dont  l'arête  est  i  mètre  a  pour  mesure  un  mitre  cube. 


F^.  M. 


70.  Volume  du  parallélépipède  rectangle.  Produit  de  trol« 
loognaura.  ~OaB,ppeH&paraltélépii'èderectangle(  ns;^o  À  )  t,  1 = tt  ixiiov  ) , 
un  corps  limité  par  six  rectangles,  opposés  et  égaux 
deux  k  deux  (')  {exemple  :  une  boîle,  une  chambre, 
fig.  37).  On  démontre  que  toutes  les  arêtes  dn  pa- 
rallélépipède rectangle  AEtCDA'B'CD'  sont  égales 
soit  A  AB,  soit  à  AD,  soit  k  AA' .  Ces  trois  longueurs 
sont  appelé»  les  trois  dimensions  (')  du  parallélépi- 
pède :  on  peut  regarder  la  longueur  \A'  comme  °         '^ 
la  hauteur  et  AB,  A'B'  comme  les  deux  côtés  {di-  '*■   "■ 
meustons)  de  la  base  ABCD  du  parallélépipède. 

On  peut  raisonner  sur  le  parallélépipède  rectangle  comme  sur  le 
rectangle  plan.  Supposons  d'abord  que  les  trois  dimensions  \B, 


tient  une  droite  perpendiculaire  à  ce  plau  {il  contient  en  ce  cas  une 
infinité  de  telles  droites). 

Ces  diverses  propositions,  que  noua  dicta  immédiatement  notre  intui- 
tion peuvent  être  déduites  lo^quement  d'un  petit  nombre  de  définitions 
et  postulats.  Bile*  sont  démontrées  au  xi'  livre  des  EUments  d'EucLiDF.. 

(*)  Lei  rectai^le*  opposés  sont  situés  dans  des  plans  parallèles. 

ci  On  les  appelle  souvent  :  longueur,  largeur,  profondeur  (;»^koî,  r).  jtoj, 
piOo;,  dit  Evclide). 
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AD,  AA'  aient  (par  rapport  à  l'unité  de  longueur)  des  mesures 
exactes  (nombres  rationnels)  a,  b,  c.  On  démontre  que  la  mesure 
du  parallélépipède  (par  rapport  au  cube-unité)  est  le  produit  (') 
ax  b  X  c.Si,  par  contre,  les  trois  dimensions  n'ont  pas  de  mesures 
exactes,  le  produit  de  leurs  mesures  approchées  donne  la  mesure 
du  parallélépipède  avec  une  approximation  arbitrairement  grande. 
Nous  concluons  de  là  que  la  construction  d'an  parallélépipède 
rectangle  sur  trois  longueurs  données  (c'est-à-dire  :  ayant  pour 
dimensions  trois  longueurs  données)  est  une  opération  équivalente  à 
la  multiplication  arithmétique  de  trois  Jacteurs.  Nous  convien- 
drons donc  de  dire  que  le  volume  du  parallélépipède  rectangle 
ABCDA  B'C'D'  est  le  produit  des  trois  longueurs  AB,  AD,  AA'. 

Gela  dit,  si  nous  démontrons  d'un  volume  donné  quelconque 
qu'il  est  égal  au  volume  d'un  parallélépipède  rectangle  que  nous 
savons  construire  [voir  au  n°  60  la  dérinilion  de  l'égalité  entre  les 
volumes  de  deux  corps]  nous  pourrons  considérer  la  mesure  do  ce 
volume  comme  théoriquement  déterminée.  C'est  en  ce  sens  que  la 
géométrie  rationnelle  résout  le  prohlénie  de  la  mesure  des  volumes. 

80.  Volume  d'un  prisme  droit.  —  On  appelle  prisme  (*) 
droit  wn  corps  limité  par  deui  polygones  égaux 
situés  dans  des  plans  parallèles  [ces  polygones  sont 
les  bases  du  prisme,  ADCDE  et  A'B'C'D'E'  sur  la 
fig.  38]  et  par  des  rectangles  joignant  deux  à  deux 
les  côtés  correspondants  ({laraliélcs)  des  bases  (rec- 
tangles AB\'B',  BCB'C,  etc.,  sur  la  fig.  38);  l'en- 
Fig  îa,         semble  des  rectangles  constitue  la  surface  latérale 
du   prisme:  les    côtés    .W,    BB',   etc.,   sont    les 
arêtes;  ces  arêtes  sont  perpendiculaires  sur  les  plans  des  Iwses  et 
leur  longueur  commune  est  appelée  ii  hauteur  n  du  prisme. 

Lorsque  les  bases  d'un  prisme  droit  sont  des  parallélogrammes, 
ce  prisme  est  appelé  parallélépidhle  droit.  En  raisonnant  sur  un 
tel  parallélépipède  comme  sur  le  parallélogramme  (n°  7B),  nous 
démontrons   que   le  volume  du    parallélépipède   ABGDA'B'C'D' 


(')  C'est  pourquoi   le  produit   ilo  trois  nombres  cardinaux,   qui  reprc- 
iente  le  volumo  d'un  solide,  est  appelé  nombre  aolidf. 
(')  Ppioiia  de  TcpUiv  Bcier,  et.  Eucude,  liv.  XI,  dit.  i3. 
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(dg.  3())  est  égal  au  volume  du  parallèle  pi  j)è(lG  rectangle 
AEFDA'E'F'D' qui  a  une  base  éijale  &i  «ne  haalear  égale.  J'en 
conclus  que  le  volume  de  .\11CD\'13'C'D'  esl  égal  an  produit  de 
Vaire  de  &<t  base  par  sa  haaleur. 

Le  volume  du  prisme  droit  à  base  triangulaire  VBCVIÎTG'B' 
(fig.  4d)  est  manifeetement  la  moitîédu  volume  du  parallélépipède 


^n^..     "^^ 


•^tsi^x 


Fis-  39. 


Fig.  io. 


droit  ABCDA'B'C'D'  ;  or   la   base  de  ce  prisme  (triangle  ABC) 

est   la    moitié  du  parallélogramme  ABCD  :   donc  le  volume   du 

prisme  droit  à  base  triangulaire  esl  encore  le  produit  de  taire  de  sa 

base  par  sa  hauteur. 

Cela  dit,  nous  remarquons  qu'un  prisme  droit  quelconque  tel 

que  ABCDEA'B'C'D'E'  (fig,  lu)  peut  toujours 

être    décomposé   «n    prismes  droits    k   bases 

triangulaires.  [Ainsi,  en  menant  sur  la  figure  ^i 

'es  droites  AC,  .\D  et  A'C  et  AD',  nous  dé- 
composons  notre  prisme  en   trois  prismes   à 

bases    triangulaires  ABCA'BC,    ACDA'C'D'. 

ADEA'iyE'],  D'ailleurs  tous  ces   prismes  ont 

même  hauteur  et  la  somme  des  aires  de  leurs 

bases   est  l'aire  du  prisme  total.  Donc  le  vo- 
lume de  ce  dernier  esl  encore  égal  au  produit 
de  Faire  de  sa  base  par  xa  hauteur. 


Fig.  i.. 


81 .  Frlmcu  obliques.  —  On  appelle  prisme 
oblique  un  corps  limité  par  deux  polygones 
'  égaux  situés  dans  des  plans  parallèles  (ce  sont 
les  bases  du  prisme,  ABCDE  et  VB'C'D'  sur  la 
fig.  4a)  et  par  des  parallélogrammes  joignant 
Jeux  à  deux  les  côtés  des  bases  (parallélogrammes  ABA'B',  etc., 
surlalig.  43);  lescôlésAA',  BB',...  sont  les  nr^fesdu  prisme.  La 


Fig.  Si. 
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longueur  HH'  d'un  segment  de  droite  compris  entre  les  deux 
bases  et  perpendiculaire  k  leurs  plans  est  appelée  «  hauteur  » 
du  prisme  ('). 

Ceci  posé,  on  démontre  que  tout  prisme  oblique  est  égal  k  un 
prisiHe  droit  Bjranl  une  base  d'aire  égale  el  une  hauteur  égaie.  On 
en  conclut  que  le  volume  <hi  prisme  oblique  est  irjal  au  prwlait  de 
faire  de  sa  base  par  sa  hauteur. 


82.  Pyramide  triangulaire  on  tétraèdre.  —  Ndus  avons 
défini  au  n"60  la  pyinmide  tiiangulaire.  Celle 
pyramide  est  un  polyèdre  k  quatre  faces  que 
l'on  appelle  pour  cette  raison  tétraèdre  (du  grec 
Tïxsisôpo/).  Construisons  (fig.  ^3)  le  prisme 
oblique  ABCSDID  qui  a  pour  base  inférieure  la 
base  ABC  de  la  pyramide  S\BG  et  qui  a  uoe 
hauteur  égaleà  la  longueur  de  la  perpendicnlairo 
abaissée  du  sommet  S  sur  la  face  MtC  (hauteur 
.  Menons,  d'autre  part,  la  droite  AE  qui  est  une 
diagonale  du  parallélogramme  ACED.  On  démontre  que  la  pyra- 
mide SABG  a  même  volume  que  chacune  des  deux  pyramides  équi- 
valentes SADK,  SACK.Onen  conclnlque  te  volume  delà  pyramide 
e^t  le  tiers  du  volume  du  prisme  et  est,  par  conséquent,  égal  au 
produit  de  l'aire  de  la  base  de  la  pyramide  par  U  tiers  de  sa  hantear. 
On  peut  naturellement  traiter  comme  base  du  tétraèdre  l'une  quel- 
conque de  ses  faces. 


83.  Pyramide  quelconque.  —  On  donne,  d'une  manière  géné- 
rale, le  nom  de  pyramide  à  un  solide  limité  par  un 
polygone  (appelé  base)  et  par  des  faces  triangu- 
laires latérales  ayant  un  sommet  commun  S  cl 
pour  côtes  op|>osés  à  ce  sommet  les  dilTérents 
côtés  du  polygone>base  (exemple  :  la  lig.  44}-  £u 
décomimsant  la  base  en  triangles  (triangles  AltC, 
ACD,ADË  sur  la  figure  i'i)  on  décompose  la  pyra- 
mide donnée  en  pyramides  triangulaires  qui  ont 


[')  Si  Ic9  bases  sont  elles-mSmes  des   paratlélogrti 
dit  paraUiUpipède  oblique. 


le   prisme  est 
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des  hauteurs  égales  ('),  et  doDt  les  bases  ont  pour  soiHDie  l'aire  de 
la  base  polygonale  proposée.  On  en  conclut  que  le  volume  de  la 
pyramide  est  toujours  le  produit  de  faire  de  sa  base  par  le  tiers  de 
sa  hauteur  (*). 

84.  Aire  du  cercle.  —  Nousnenuus  sommes  occupés  jusqu'ici 
que  d'aires  ou  de  volumes  limités  par  des  droites  ou  des  faces 
plaaes.  C'est  qu'en  elTet,  quelque  combinaison  d'opéralions  connues 
(cf.  n"  63)  que  l'on  opère  sur  l'unité  de  surface  (plane)  ou  l'unité 
de  volume,  ou  n'obtiendra  jamais  comme  résiillat  —  si  ce  n'est 
dans  des  cas  très  exceptionnels  —  ni  une  aire  plane  limitée  par 
une  ligne  courbe,  ni  un  volume  limité  par  une  surface  courbe  (sur- 
face Don-plane).  Les  mesures  de  semblables  aires  ou  volumes  ne 
pourront  donc  pas,  en  général,  ôli-c  ratiicnées  par  un  procédé 
théorique  exact  (=)  k  des  mesures  de  longueurs  recliligncs  ainsi 

(']  toulta  rgales  A  la  hautsur  de  la  pyramide  pnipesêe,  c'est-à-dire  à 
la  longueur  de  la  parpendiculaire  abaissée  du  somiaet  sur  la  base  [par 
l'expivssion  ■  hauteur  de  la  pyramide  ■  nous  dcsîgiions,  suivant  les  cas, 
cette  perpendiculaire  ou  sa  longueur,  cf.  p.  RN,  nota  i]. 

{')  La  découverte  de  celto  proposition  est  attribuée  à  Evdoxe  deCmde 
[vuU  tupra,  aP  78).  —  Rappelons  qu'à  l'étude  la  pyramide  se  tattach* 
celle  d'un  corps  solide  remarquable  qui  a  joue  un  frrand  rôle  en  géomé- 
trie :  c'est  la  pyramide  trenquée  ou  trône  de  pyramide  (nupiii!;  xiiXojpiï 
on  '^0,':i^s!ihr,)  portion  de  pyramide  comprise  entre  la  btue  et  un  plan 
parallèle  à  la  base;  ce  plan  coupe  les    diverses   faces  3 

latérales   de   la  pyramide   suivant  des   segmeats  de  _-t; 

droites  dont  la   réunion  forme  un  polygone,   appelé  ,'   '   \ 

base  supérieure  du  tronc  ;  la  base  de  Is  pyramide  en 
es:  la  bane  inltrUare;  aiDM,  la  figure  ABCA'B'C 
ci-contre  est  un  tronc  de  pyramide  à  bases  trian- 
gulaires. Le  tronc  de  pyramide  est  la  di/firence  de» 
deux  pyramides  [sur  la  figure  :  SABC,  SAB.C]  ;  il 
a  pour   hauteur   la    diftérence   SIl-SH'    des  hauteurs  '"^   ''^• 

des  deux  pyramides.  Appelons  A  la  mesure  de  celte  hauteur,  6  et  6 
les  mesures  (exactes  ou  arbitrairement  approchées)  des  aires  des  deux 
bases  (intérieure  et  supérieure)  :  la  mciure  du  volume  du  tronc  do  pyra- 
mide est  donnée  en  termes  précis,  au  i^''  ou  nu  11'  siècle  ap.  J.-C,  par 
Hêeon  d'Alexandrie  {SUreometrica  l,  chap.  33,  31,  Meirica.  liv.  II}; 
elle  a  pour  expression  (exacte  ou  arbitrairement  approchée)  : 
*  X  (*-!-  f  -i-ifT^T). 

{')  c'est-à-dire  conduisant  à  la  mesure  exacte  «t  non  pas  seulement 
à  une  mesure  approchée. C'est  pounjuoi  le  problème  de  la  détermination 
des  aires  et  volumes  courbe*  est  exclu  des  Eliments  d'EucuEE.  Euclîde  se 
borne  à  des  eomparaiton»  de  telles  aire*  ou  de  tels  volumes  entre  eux' 
{vidt  n°  G4). 
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(ju'il  a  élé  requis  au  n°73.  Mais,  si  l'on  suppose  connue  la  longueur 
tl'une  courbe,  par  exemple,  la  lon^ieur  du  cercle  de  rayon  i ,  on 
peut  déduire  de  cette  longueur  la  grandeur  de  nonibi-ciises  surfaces 
ou  volumes  dans  la  figure  desquels  cuire  cette  courbe. 

Proposons-nous,  tout  d'abord,  de  déterminer  l'aïro  du  cercle. 

Inscrivons  dans  le  cercle  île  centre  0,  comme  nous  l'avons  déjà 

fait,  au  n"  66,  un  polygone  régulier  ayant  un  très  grand  nombre 

de  très  petits  côtés  égaux  Ali,  BC,  ...  et  dont  le  contour  est  tiès 

voisin  du  contour  du  cerele.  L'oirc  de  ce  polygone  esl  la  somme 

des  aires  des  triangles  0AI5,  OBC.  etc.  Tous  ces  triangles  sont 

d'ailleurs  égaux  (comme  ayant  leurs  trois  certes 

égaux,    voir    173)    et    leurs     hauteurs    OH , 

OH',  etc.,  sont  par  conséquent  toutes  égales  (In 

longueur  commune  de  ces  hauteurs  est  appcico 

(tpoUihiic).  Si  donc  le  polygone  a  n  côtés,  son 

aire  est  égale  à  n  fois  l'aire  ilu  triangle  0.\B, 

P'B-  '■'•■  c'est-i-dii-c  à  n  fois  le  dcmi-produil  de  la  lon- 

gueurAB  par  la  longueur  OH,  ou,  si  l'on  veut,  égale  au  demï-pm  ■ 

duil  de  la  longueur  OH  par  la  longueur  du  pérlmilre  du  polygone 

(ce  périmètre  égale  n  fois  AB).  Cela  dit,  multiplions  indéfiniment 

le  nombre  dos  côtés  du  polygone,  de  manière  que  son  contour  se 

rapproche  indéfiniment  du  contour  du  cercle;  la  longueur  OH  est 

de  plus  en  plus  voisine  de  la  longueur  du  rayon  du  cercle,  et  le 

périmètre  et  l'aire  du   polygone   se  rapprochent  de 

plus  en  plus  de  la  longueur  et  de  l'aire  du   cercle,     /^   ^^ 

Nous  concluons  (')  de  là  que  taire  (';  du  cercle  est    \  y 

égale  aa  demi-produit  de  la  longueur  de  son  rayon 

par  la  longueur  de  sa  circonférence  ('),  '*'  '' 

La  môme  démonstration  établit  que  l'aire  d'un  secteur  circulaire 

(')  Pour  rendre  la  dcmODBtratiou  rigoureuse,  il  faut  suivre  la  voie  qui 
a  élé  indiquée  au  §  ^, 

(')  Ahchihède  énonce  ainsi  ce  théorème  :  [KjxXoj  [ittpijait,  Œuvr., 
éd. 'Ileiberg  I,  p.  -ila]  nie  kjkJ.û;  Çoo^  Èot!  -f.-jù-'oi  ôpgoYUJvîui  où  i,  |ièv 
Ix  T'j-j  yAllpOV  *0i|  (*'.à  TÙrt  nei'i  tT,v  ôpej.v,  r,  oï  TT£;;;),i-c?Dî  TÎi  pàjEl.  Tout 
cercle  eat  égal  à  un  triangle  rectangle,  son  rayon  étant  égal  à  un  det  rôtis 
de  VangU  droit  et  son  périmètre  à  la  base  du  triangle  rectangle. 

(^)  Lorsque  nous  auroos  défini  les  nombres  irrationuels  et  transcendants 
nous  pourrons  dire  que  la  mesure  de  l'aire  du  cercle  dont  le  rayon  a 
pour  mesure  le  nombre  r  est  -   X  ;)  .n.r,  donc  n  X  r'  (voir  n"  68). 
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(ou  portion  de  cercle  comprise  enlre  deux  rayons  donnés  OA, 
OB,  fig.  àj)  est  égale  k  la  demi-longueur  de  Carc  AB  multipliée 
par  la  longueur  du  rayon. 

85.  Alr«  et  volume  du  cylindre.  —  C'est  par  une  méthode 
semblable  que  nous  parviendions  ù  la  définition  et  h  la  délermina- 
Uon  des  aires  et  volumes  des  corps  ronds  tels  que  le  cylindre,  le 
cône,  la  sphère. 

On  obtient  (on  engendre)  un  cylindre  {n-JMii^i^  de  xuXiïStiv, 
rouler)  —  plus  précisément  un  cylindre  droit  —  en  faisant  tour- 
ner un  rectangle  ABCD  autour  d'un  de  ses  côtés  AB  pris  comme 
pivot  (')  de  telle  sorte  que  chacun  des  câtés  AC  et  BD  se  meuve 


Fig.  ÛS.  Fig.  Sg. 

dans  un  plan  et  engendre  un  cercle.  Si  l'on  remplaçait  le  rectangle 
par  un  parallélogramme  on  aurnît  un  cylindre  oblique  (fig.  /19). 

Le  côté  CD  du  rectangle  (ou  parallélogramme)  générateur,  ou 
plutôt,  les  droites  de  l'espace  avec  lesquelles,  en  tournant,  ce 
côté  vient  successivement  coïncider,  sont  \es  génératrices  du  cy- 
lindre ;  il  y  en  a  une  infinité  dont  l'ensemble  constitue  la  surface, 
plus  exactement,  la  surface  latérale  du  cylîndi-e,  Les  cercles  en- 
gendrés par  les  côtés  AC  et  BD  de  ia  figure  génératrice  sont 
appelés  bases  du  cylindre  (*).  Quant  au  côté  .\B,  si  le  cylindre  est 
droit,  il  est  dit  axe  du  cylindre  {axe  de  rotation  ou  de  révolution)  ; 
sa  longueur  est  la  hauteur  du  cylindre. 

Pour  évaluer  l'aire  de  la  surface  latérale  et  le  volume  du  cy- 


(')  C'ett  là  la  définition  du  cylindre  que  donne  Euclide  {Elimenli,  Jiv. 
XI.  déf.  Hi).  Celle  définition —  qui  indique  conunent  Ja  iigure  est  en- 
gendrée —  eil  dite  difinilion  ginilique. 

(■)  D'aprèa  la  terminotogis  adoptée  dans  la  théorie  générale  de«  cylindres 
te  contour  de  l'un  ou  de  l'autre  des  cercles  du  base  sera  une  "  direclrice  1, 
du  cylindre  [courbe  iur  laquelle  s'appuient  les  génératrices]. 

BouTUM».  —  L«  Priiuipai  di  l'Anal^is  Dutbi'maliqug.  7 
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lindre  droit,  nous  însciiroas  dans  le  cercle  de  base  inférieur  un 
polygone  régulier  A.BCD  ...  d'un  grand  nombre  de  côtés  (je  n« 
marque  sur  la  ligure  ci-contre  que  les  premiers  sommets  du  poly- 
gone). On  démontre  facilement  que  les  points  A',  B',  G',  ...  où  les 
génératrices  .\A',  BB',  CC,  ...  du  cylindre,  issues  des  points 
A,  B,  G,  ...  rencontrent  le  cercle  de  base  supérieur  sont  les  som- 
mets d'un  polygone  régulier  (inscrit  dans  ce  cercle)  égal  (con- 

^ ,^       gruent)    au    polygone  .\BCD  ...  Construisant  ce 

polygone,  nous  constatons  que  la  figure  ABCD  ... 
A'B'C'D'  ...  (polytdre  ayant  pour  arêtes  les  côtés 
des  deui  polygones   réguliers  et  les   génératrices 
qui  joignent  leurs  sommets  correspondants]  est  un 
»  t             \     prisme  droit,  prisme  qui  sera  dit  m  inscrit  dans  le 
f''"-'  t        cylindre  ".    L'aire  de   la    surface   latérale    de  ce 
fig.  5o.          prisme,  —  c'est-à-dire    l'aire   de   la    somme  de 
ses  faces  latérales,  qui  sont  des  rectangles  égaux,  —  est  égale  k  la 
hauteur  commune  (')  des  rectangles  (hauteur  du  cylindre),  mul- 
tipliée par  la  somme  des  longueurs  des  côtés  AE,  BC c'est-à- 
dire  par  le  péiimitre  du  polygone  régulier  inscrit  dans  la  base. 
Or,  lorsque  nous  augmentons  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  ce  polygone,  son   périmètre  se  rapproche  indéfiniment  de  la 
longueur   de  la   circonférence  de  base.    D'où  cette  conclusion  : 
taire  de  la  sur/ace  latérale  du  cylindre  droit  est  égale  au  produit 
de  la  longueur  de  la  circonférence  de  base  par  la  hauteur  da  cy- 
lindre. 

Pareillement,  le  volume  du  prisme  inscrit  est  égal  au  produit 
de  sa  hauteur  (hauteur  du  cylindre)  par  l'aire  de  sa  base.  Aug- 
mentant indénnimenl  te  nombre  des  côtés  de  cette  base,  nous 
constatons  que  le  volume  du  cylïndre  est  égal  au  produit  de  Caire 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 


86.  Aire  et  volume  du  oône  droit.  —  Le  cône  droit  (kûvc:) 
est  engendré  ]^>ar  un  triangle  rectangle   \BG  qui   Eourne  autour 


(')  Je  regarde  comme  la  hauteur  de  l'un  quelconque  des  nctangles 
coniidéréi  la  longueur  de  ceux  de  ses  câtés  qui  lout  des  génératrices  du 
cylindre.  Cette  hauteur  est  ■  commune  ■>  à  tous  les  rectangles  (c'est-à- 
dire  est  la  mime  pour  tous). 


.ï  Google 


DIGftESS>0:<    SUR    LA    HESUKE    DES    AIDES    ET  DBS    VOLUMES         99 

d'un  de  ses  côtés,  autre  que  l'bypotéause,  pris  comme  pivot  ('). 
Le  côté-pivot  (6g.  5i)  est  l'axe  du  cône,  sa  longueur  en  est  U 
haaiear,  son  extrémité  B  en  est  le  sommet  ;  les  droites  de  l'espace 
avec  lesquelles  vient  successivement  coïncider  l'hypoténuse  tour- 
nante sont  les  génératrices  ou  arêtes  ;  leur  ensemble  constitue  la 
surface  latérale  du  cône  ;  le  cercle  engendré  par  le 
càté  AC  est  le  cercle  de  base. 

Pour  évaluer  l'aire  de  la  surface  latérale  et  le 
volume  du  cône,  nous  inscrirons  encore  un  poly- 
gone régulier  dans  le  cercle  de  base.  Ce  polygone, 
avec  les  géocratrices  qui  joignent  ses  sommets  au 
sommet  B  du  cône,  déËnit  une  pyramide  qui  est 
Il  inscrite  dans  le  cône  n.  Evaluant  l'aire  des  faces  *'    "' 

latérales  et  le  volume  de  cette  pyramide,  puis  augmentant  îndé- 
Tmiment  le  nombre  des  faces,  nous  parvenons  aux  conclusions 
suivantes  :  Caire  de  la  surface  latérale  du  cône  droit  est  égale  au 
demi-produit  de  la  longueur  de  la  génératrice  par  la  longueur  de 
la  circonférence  de  base;  le  volume  du  cône  droit  est  égal  au  tiers, 
da  pnxluit  de  la  hauteur  par  Paire  du  cercle  de  base  ('). 

87.  Sphère.  —  On  appelle  sphère  (<TfiiiTp>),  la  figure  découpée 
dans  l'espace  à  trois  dimensions  par  l'ensemble  des  points  situés 
à  la  même  distance  d'un  même  point,  appelé  centre  de  la  sphère  ; 
l'ensemble  de  ces  points  constitue  la  surface  de  la  sphère  ;  tous 
les  poiols  de  l'espace  qui  se  trouvent  à  l'intérieur  de  cette  surface 
(plus  rapprochés  du  centre)  sont  dits  intérieurs  à  la  splière;  le 
segment  de  droite  joignant  le  centre  à  un  point  quelconque  de  la 


(']  Si  le  triangle  tournant  n'est  pas  rectangle,   maia  pivote  cependant 

de  telle  sorte  que  le  côté  BC  décrive  un   cercle,  la   figure   engendrée  est 

un  côtu  oblique.  On  peut  toujour»  définir  ce  cOne  comme 

/'•,  1a    figure   obtenue   en    joignant  tous  tes     pointa  d'une 

\  circonféreace  à  un  mfimo  point  titué  hois   du   plan   de 

Jr~~\        cette  circonlérence. 

/  \  (')  La  portion  d'un  cane  comprise  entre  la  base  et 

/' --X     un  plan  parallèle  à  la  base  (situé  entre  le  sommet  et 

V.^  J    'b   'plan    de   la    base)    est  appelée  tronc  de  cône  :  les 

^i;      ;  expressions   du  volume  at  de   l'aire  d'un  tionc  de  cône 

°'  Be  déduisent   des  expressions  correspondantes  tclatives 

au  tronc  de  pyramide  [vide  p.  ij5,  note  a). 
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surface  (le  la  sphère  s'appelle  rayon;  deux  rayons  en  prolongement 
l'un  de  l'autre  forment  un  diamètre.  —  On  obtient  une  sphère  en 
prenant  un  cercle  (voir  la  fig.  53)  et  le  faisant  (ourner  autour  d'un 
de  SCS  diamètres  pris  comme  pivot  ('). 

On  démontre  que  tout  plan  qui  rencontre  une  sphère  en  plus 
d'un  point  la  coupe  suivant  un  cercle  :  ce  cercle  est  appelé  petit 
cercle  de  ta  sphère  si  le  plan  sécant  (plan  qui  coupe)  ne  passe  pas 
par  le  centre  de  la  sphère  (p.  c.  sur  la  fig.  S/i),  il  est  appelé  (/rand 
cercle  de  la  sphère  si  le  plan  sécant  passe  par  le  centre  (g,  c.  sur 
la  fig.  54);  on  voit  que  tous  les  grands  cercles  d'une  mSme 
sph&re  ont  des  rayons  égaux  et  égaux  au  rayon  de  la  sphère.  — 
Un  plan  qui  ne  rencontre  une  sphère  qu'en  un  point  lui  est  fan^m^ 


Fig.  51. 


Comment  obtenir  des  mesures  (arbitrairement  approchées)  de  la 
surface  et  du  volume  de  la  sphère?  Nous  allons  indiquer  un  pro- 
cédé qui  permet  de  ramener  la  détermination  de  ces  mesures  k  un 
calcul  d'aires  planes  et  de  volumes  limités  par  des  faces  planes.  Ce 
dernier  calcul,  toutefois,  quoique  n'olTrant  pas  de  difficulté  théo- 
rique, est  assez  long  et  pénible  :  aussi  est-il  préférable  de  parvenir 
k  la  surface  et  au  volume  de  ta  sphère  par  des  voies  détournées. 
C'est  ce  que  fit  Arcliimtde  qui  déploya  dans  la  résolution  de  ce 
célèbre  problème  (')  toutes  les  ressources  de  son  génie  ;  nous  trou- 
verons plus  loin  l'équivalent  des  méthodes  archimédicnnes  dans 
le  procédé  moderne  de  l'intégration,  procédé  que  nous  pourrons 
appliquer  h  la  sphère  sans  ovoir  pour  ainsi  dire  aucun  calcul  à 
faire. 


C)  A, 

VOllll 


it  lu  la  difinition  génétique  de  la  sphère  {vide,  p.  97,  note  1). 
niMÊuE  détermine   en   même   temps   les  mesures  des  aires   et 
l'un  grand   nombre   de  corps  décaupét  dans  la   sphère  par  d es- 


plans  sécants  dilléremment  d 
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Bornons-nous,  pour  l'instant,  k  remarquer  que  l'on  peut  iiis- 
criredans  la  sphère  oa  circonscrire  k  h  sphhre^in polyèdre aya,nlaa 
nombre  arbitraire  de  faces  :  le  polyèdre  est  dit  inscrit  dans  la  sphère 
si  tous  ses  sommets  sont  sur  la  surface  de  la  sphère  ;  il  est  dît  cir- 
conscrit k  la  sphère  si  toutes  ses  faces  sont  tangentes  à  la  sphère 
(la  touchent  en  un  point  seulement  et  ne  le  traversent  pas). 

Cela  posé,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  sur  le  cercle 
au  n*  84,  on  constate  que  si  le  polyèdre  inscrit  ou  circonscrit  a  un 
très  grand  nombre  de  faces  très  petites,  sa  surface  (ensemble  de 
ses  faces)  est  une  ligure  qui  se  confond  presque  avec  la  surface  de 
la  sphère,  son  volume  est  très  voisin  du  volume  de  la  sphère.  Sup- 
posons alors  que  nous  puissions  évaluer  l'aire  de  la  surface  (somme 
des  aires  des  faces)  et  le  volume  d'un  polyèdre  inscrit  ou  circons- 
crit k  n  faces,  —  polyèdre  dont  la  forme  reste  à  notre  discrétion 
pourvu  que  les  faces  soient  arbitrairement  petites  quand  leur 
nombre  n  est  arbitrairement  grand  :  nous  aurons  ainsi,  de  l'aire 
et  du  volume  de  la  sphère  des  valeurs  arbitrairement  approchées. 

Nona  parviendrons  ainsi  aux  résultats  bien  connus  que  voici  (')  : 
L'aire  de  ta  surface  de  la  sphère  est  le  quadruple  de  Caire  iVun 
grand  cercle.  Le  volume  de  la  sphère  est  égal  au  produit  de  l'aire 
de  sa  surface  par  le  tiers  de  ta  longueur  de  son  rayon  ('). 

4.  Reports  et  proportions 

88.  —  La  mesure,  telle  que  nous  l'avons  déAnie  au  s  2,  indique 
combien  de  fois  l'unité  est  contenue  dans  la  grandeur  mesurée. 
Elle  est  donc  relative  k  l'unité  et  variable  en  même  temps  qu'elle  : 
ainsi  la  longueur  qui  a  pour  mesure  1 609  en  kilomètres  mesure 

(')  ^.Ti.r'pourl'aire,  ^n.r^  pour  le  volume,  avec  les  notalions  et  dans 
lee  condittoiii  iadiquccs  page  g6,  Dote  3. 

(*)  AncniMÈDE  a  présenté  ces  faits  soub  diverses  loTmes;  il  énonce  en 
particulier  comme  il  suit  le  théorème  relatif  au  volume  :  o  xjXivSpo;  0 
^ii:v  [ilv  î-/tov  "iiT,ï  Ti^i  [Ufla^i^  xixXqj  zCut  ii  f^  aoaip^,  Zfyoi  Si  'aiv  TÎi 
3[X[iiTpi{)  "ctIc  a^îîac  aÙTOî  te  tijuiXiii  tn'.v  rf,;  ooïipic,  xii  i,  iniçivEi» 
(«urtaco  totale  c'est-i-dire  surface  latéral  plus  surfaces  des  bases)  a'j~oû 
T^ç  ÏTtiçi'vEia;  T»;;  oçiîpi;  {Hipt  otpn'paî  r.a\  xuXî-iSp'.uc,  I  préface}.  Sur 
le  tombeau  d'Arcbimède,  un  monument  représentant  la  sphôre  ot  le  cy- 
lindre circonscrit  (qui  a  pour  base  un  grand  cercle)  immortalisa  l'énonce 
de  ce  théorème. 


.ï  Google 


I09  LES    GRANDEDItS 

I  ooo  en  milles  anglais.  Mais  il  y  a  quelque  chose  qne  ne  modi- 
fient pas  les  changements  d'unités.  Considérons  en  effet  deux 
longueurs  commensurables  quelconques  dont  les  mesures 
exactes  aient  été  calculées  par  rapport  \  des  unités  différentes  :  il 
résulte  des  définitions  du  n'  M  que  le  rapport  {ou  ({aotiènt)  des 
mesures  respectives  des  deux  longueurs  reste  le  même  lorsque  ton 
passe  d'une  unité  à  une  autre  ;  ce  rapport,  en  d'autres  termes,  ne 
dépend  que  de  la  grandeur  relative  des  deux  longueurs  et  non  de 
l'unité  qui  sert  k  les  mesurer.  C'est  pourquoi  notre  langage  ne 
prêtera  à  aucune  équivoque  si  nous  convenons  d'appeler  u  rapport 
{ratio)  des  deux  longueurs  AB  et  CD  i>  le  rapport  de  leurs  mesures 
exactes  déterminées  relativement  k  une  unité  quelconque:  nous 
pouvons  ajouter  qu'en  conséquence  de  nos  définitions  (61).  le 

rapport  Wg  n'est  autre  que  le  nombre  (entier  ou  fractionnaire)  qui 
mesure  la  longueur  \B  quand  on  prend  la  longueur  Gl>  pour  unité. 

Ainsi  les  mesures  exactes  représentent  des  rapports  de  grandeurs 
à  grandeurs  semblables  (car  nous  pourrions  raisonner  sur  des 
grandeurs  quelconques  comme  nous  l'avons  fait  sur  les  longueurs), 
el  les  calculs  efTeotués  sur  les  mesures  ne  sont  que  l'expression 
numérique  des  comparaisons  et  rapprochements  auxquels  donnent 
lieu  les  rapporta  de  grandeurs. 

Il  en  est  ainsi  du  moins  pour  les  grandeurs  exactement  mesu- 
rables. En  sera-t-il  autrement  pour  les  autres?  —  Sans  doute, 
dans  le  cas  des  grandeurs  incommensurables,  l'assimilation  de  la 
mesure  à  un  nombre  fractionnaire  n'a  plus  qu'une  valeur  approxi- 
mative. Mais  lo  notion  de  rapport  de  grandeurs,  —  qui  est,  nous 
venons  de  le  voir,  indépendante  de  l'unité  et  par  conséquent  du 
calcul,  —  est-elle  nécessairement  dépendante  de  la  notion  de 
nombre?  Ne  pourrait-on  pas  soutenir  que  nous  en  avons  l'intuition 
directe  et  qu'en  conséquence  noua  sommes  libres  de  l'appliquera 
toutes  les  grandeurs  géométriques,  indistinctement? 

?ious  allons  \-oir  qu'il  en  est  ainsi  en  effet  et  que  l'on  peut  consi- 
dérer et  étudier  des  n  rapports  >i  de  grandeurs  quelconques,  se 
prêtant  tous  à  des  opérations  identiques  (';. 

(')  C'est  EuDoxE  deCmdb,  contemporain  de  Ptaton,  qui  paraît  avoir 
constitué  le  premier  une  théorio  générale  des  rapporta  géométriquec, 
et  l'oD   a   même   attribue  à  ce  géomitre  la  paternité  du  V*  livre   dos 
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90.  Rapporta  de  longnenrs.  Blmllitncle.  —  Le  géomètre  se 
fait  du  rapport  de  deux  longueurs  (ou,  plus  généralement,  de  deux 
grandeurs  géométriques)  une  idée  parfaitement  nette  quoique  diffi- 
cile à  formuler  en  termes  rigoureux  (').  Cette  idée  est  liée  h  celle 
de  la  similitude.  Imaginons  par  exemple  que  nous  fassions  une 
réduction  ou  un  agrandissement  d'une  épreuve  photographique  : 
nous  dirons  que  la  nouvelle  image  est  semblable  à  la  première  ;  elle 
a  la  même  forme  sans  avoir  la  même  grandeur.  Traçons  sur 
l'épreuve  primitive  deux  segments  de  droites  arbitraires  AB,  CD, 
et  appelons  (*)  A'B',  CD'  les  «  images  »  respectives  de  ces  deux 


EUmenU  d'Euclide,  où  te  trouve  l'exposé  de  cette  théorie.  Les  propor- 
tions du  V*  livre  simplifient  considérablement  l'étude  des  aires  et  volumes 
(voir  le  paragraphe  précédent)  et  redonnent,  par  unevoie  nouvelle,  les  ré- 
luitats  auxquels  on  a  tout  d'abord  été  conduit  par  la  considération  directe 
de  l'égalité  géométrique.  (Exemple  :  Le  théorème  de  Pythagore,  voir  igg). 
M.Zeutben  suppose  (Hiat.  dei  malh.  dans  l'arttigu.)  que  les  difficultés  inhé- 
rentes à  la  théorie  des  proportions  ne  furent  définitivement  surmontées 
que  peu  de  temps  avant  Euclide  :  c'est  pourquoi  celui-ci  aurait  tenu 
à  laisser  une  place  dans  son  système  à  la  méthode  ancienne  k  cftté  de  la 
nouvelle. 

(')  Le  rapport  ().4-f°î)  ^"''  *!''  Euclide,  une  certaine  manière  d'être 
(irsii  afkaii,  quatdam  fuibitudo)  de  deux  grandeurs  homogènes  entre  elles 
suivant  la  quantité  [EUmenU,  liv.  V,  dé(.  3].  Mais  Euctinx  (ou  Eudoxe, 
voir  la  note  précédente}  ne  se  contente  pas  de  cette  affirmation  :  il 
donne  du  rapport  une  définition  indirecte  et  arithmétique  qui  ne  diffère 
guère  au  fond  de  celle  que  fournit  la  théorie  moderne  des  nombres 
irrationnels  exposée  ci-dessous  au  §  8. 

Deux  grandeurs,  dit-it  (déf.  4),  sont  dites  avoir  une  raison  [ratio]  entre 
elles  lorsque  ces  grandeurs  étant  multipliées  peuvent  se  surpasser  mutuel- 
lement !  en  d'autres  termes  (en  désignant  les  grandeurs  par  A  et  B),  si 
l'on  peut  trouver  deux  nombres  entiers  m  et  n  tels  que  m  fois  A  >  B  et 
n  fois  B  >  A. —  Que  deux  grandeurs  de  même  espèce  (par  exemple  deux 
longueurs  ou  deux  aires)  satisfassent  k  ces  conditions  (et  aient  par 
conséquent  un  rapport),  c'est  là  un  postulat  qui  équivaut  à  l'axiome 
connu  sous  le  nom  de  pottulat  d'Archimède  {vide,  p.  74,  note  1). 

La  définition  des  rapports  égaux  est  donnée  en  ces  termes  par 
EvcuDE  :  ■  Des  grandeurs  sont  dites  en  même  raison,  la  première  à  la 
seconde  et  la  troisième  k  la  quatrième,  lorsque  des  équîmultîples  [pro- 
duits par  un  même  nombre] quelconquesde  la  première  et  de  la  troisième 
et  d'autres  équimultiples  quelconques  de  la  seconde  et  de  la  quatrième 
sont  tels  que  les  preniiers  équimultiples  surpassent,  chacun  à  chacun,  les 
seconds  équimultiples,  ou  leur  sont  égaux  à  la  fois,  on  sont  plus  petits  à 
la  fois.  1  (trad.  Peyrard). 

0  Les  segments  A'B',  CD', ...  sont  dits  ftomologues  des  segments  AB, 
CD, ...  et  proportionnett  à  ces  segments. 
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segments  sur  l'épreuve  réduite  ou  agrandie.  Nous  dirons  que  le 
(i  rapport  »  de  AB  h  A'B'  (rapport  que   nous  désignerons  par  le 

symbole  TTirr)  <^3'  ^9^,1  {^)  au  rapport  de  CD  à  CD'  ;  ce  rapport 
est  donc  indépendant  du  choix  des  droites  AB,  CD  considérées  :  il 
caractérise  le  rapport  des  échelles  (')  {rapport  de  réduction  ou 
dVgrandissement)  des  deux  figures  ('). 


L'exemple  le  plus  simple  de  figures  semblables  nous 
est  fourni  par  une  construction  qui  était  bien 
connue  des  géomètres  grecs  du  v'  siècle  (Hip- 
pocrate  de  Ghios  et  Arcbytas  de  Tarente  en  par- 
ticulier). Soit  un  triangle  ABC  et  une  droite 
B'C,  parallèle  au  côté  BC,  qui  conpe  les  côtés  AB, 
AC  aux  points  B'  et  C  (Hg.  55)  :  les  triangles 
"B-  "^^  ABC  et  AB'C  sont  deux  figures  semblables  (';, 

en  sorte  que  l'on  peut  écrire  (voir  la  note  i)  : 

AB'  _  AC  _  B'C 
AB  ^  aC  ~  "BC^  " 


(')  Noua  écrirons  du: 
tel  arithméticiens 


AB 


m  exprimant  l'égalité  par  le  même  «igae  que 
CD 


AB'      CD' 

(^)  Terme  emprunté  à  la  cartographie  ;  deux  cartes  géographique*  d' 
même  pays  sont  des  figures  semblables  dont  les  échelles  peuvent  è 
dilTé  rentes. 

(')  La  décoration  des  chambres  funéraires  de  l'Egypte  ancienne  et 
faite  d'spris  un  modèle  réduit  que  rartist«  reproduisait  à  l'échelle  vi 
lue  :  ainsi  la  notion  de  similitude  était  déjà  familière  aux  Egyptiens. 

[')  Détachons  maintenant,  de  la  figure  5.'i,  le  petit  triangle  A'B'C 
reste,  dans  toutes  ses  positions,   semblable  au  triangle  ABC;   ainsi, 


V 


^^^ 


deux  triangles  de  la  figure  56  sont  semblables  ;  fa  figure  ^ly  nous  ofire 
un  exemple  de  pyramides  semblables  (les  longueurs  des  arites  corres- 
dantes  sont  proportionnelles).    La    figure  58  nous  montre  deux  figures 
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Ce  fait,  —  ou,  du  moins,  l'égalité  des  deux  premiers  rapports  que 

nous  venons  d'écrire  —  est  exprimé  par  la  proposition  suivante  (')  : 

Une  parallèle  B'C  à  un  côté  BC  'l'un  triangle  ABC  détermine 

sur  les  deux  autres  côtés  des  segments  firoportionnels  aux  longueurs 

de  ces  côtés,  —  c'est  -à-dire  des  segments  AB',  AC'  tels  que  -.  „  = 
-j^.  De  celte  proposition  on  déduira  immédiatement  —  en  vertu 
des  propriétés  des  proportions  que  nous  formulerons  au  n°  66  — 
que  l'on  a  aussi  les  égalités  : 

AB  _  AC  AB'  _  \C  BB'  _  CC 

ÂF"AC'*  B"B~CX'         AB"^^ 

Les  mêmes  égalités  sont  encore  vraies  lorsque  la  parallèle 
A  BC  ne  traverse  pas  le  triangle  et  ren-  ^^ 

contre  les  côtés  AB  et  AC  sur  leurs  pro- 
longements (comme  il  arrive  sur  les 
figures  59). 

D'ailleurs,    une   fois   acquise    l'égalité  ^^ 
des  deux  rapports  vg  et  tç^,,  on  démon-  ^'8-  ^9- 

Irera  (*)  facilement,  en  s' appuyant  sur  les  théorèmes  de  la  géo- 
curvilignes  aemblables  :  les  points  A',  B',  C,  D'  sont  les  images  des  points 
A,B,C,D  ;  les  segmenta  AB,  CD  d'une  part,  et  tes  segments  1  homologues  > 
AB',  CD',  d'autre  part,  sont  proportionnels  (ce  qui  veut  dire  que  leurs 
rapports  sont  égaux). 

(')  Ce  théorème  est  souvent  appelé  théorème  de  Thaïes;  mais  iî  ne 
semble  pas  que  l'on  soit  autorisé  à  en  attribuer  la  paternité  au  géomètre 
de  Milet. 

(')  Menons  CD'  parallèle  à  AB  (Hg.  bâ).  Notre  tbéor£me,  appliqué  aux 
«6tés  QA  et  CB  du  grand  triangle  donne  l'égalité  v-q  =-  ur  ,  "»•  *>  l'ott 
veut  (d'après  les  propriétés  des  proportions  mentionnées  au 
n"  95]  l'égalité  équivalente  xp-  "  ~gïj  ■  Mais  la  ligure  BB'CD  est  un 
parallélogramme,  et  par  suite  BD'  =  BC.  Donc  on  a  bien  ^q  =  dq  ■  I^ 
démonstration  est  semblable  lorsque  la  Tigure  est  disposée  comme  sur  Ips 
figures  59. 

On  démontrera  aussi  (voir  chap.  m,  §  3)  que  le  rapport  -,  j,-  est  égal 
au  rapport  de  deux  droites  quelconques  se  correspondant  dans  les  deux 
triangles  (par  exemple  deux  hauteurs,  ou  deux  bissectrices). 
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mélrîe,  que  ces  rappoils  sont  aussi  égaux  au  rapport  -^  comme 
nous  l'avons  déclaré. 


91. —  Maiscetleégalitédesrapporls-^,  ^,  qu'affirme  notre 
proposition,  peut-elle,  elle-même,  être  démontrée}  On  ne  saurait  la 
prouver  quepardesconsidéralionsarithmétiques.  Dupointdevuede 
la  géométrie,  il  faut  l'admettre  a  priori  (ou  admettre  une  proposi- 
tion équivalente),  ce  qui  relaient  à  voir  dans  la  conÉlraction  des 
f/éomèlres  grecs  la  définition  même  de  la  similitude  et  de  téf/alilé 
des  rapports  de  longueurs.  Nous  dirons,  en  d'autres  termes,  que  le 
p  rapport  de   deux  longueurs  / 

^ -^ et  m  est  égal  au  rapport  de 

doux  autres  longueurs  n  elp, 
ii  ces  longueurs  satisfont  à  la 
condition  géométrique  sui- 
vante :  Sur  deux  demi-droite» 
arbitraires  Ox,  Oy  issues  d'un 
mêraepointO,  je  porte  à  partir 
de  0  des  longueurs  égales  à  f,  m,  n,  p  [savoir  0\  —  /,  OB  =  m 
sur  Ox,  et  OC  ^-  ».  CD  =  p  sur  Oj]  ;  les  deux  rapports  seront 
dits  égaux  si  les  droites  AC  et  BD  sont  parallèles  (fig.  60). 

Semblable  définition  ne  se  trouve  toutefois  justifiée  que  par  ce 
fait  que,  dans  le  cas  où  elle  est  arithmétique  ment  contrôlable,  — 
c'est-à-dire  lorsque  les  quatre  segments  l,  m,  n,  p  sont  exacte- 
ment mesurables.  —  elle  est  en  effet  véridique  (').  De  ce  fait. 


Kg.  60. 


(')  Supposons  que  l'unité  ou  Bous-unité  de  longueur  aoit  contenue  ui 
nombre  exact  de  foia  dans  AB'  et  dans  B'B,  par  exemple  2  fois  dans  AB'  e 
3  (oÎB  dans  B'B.  Divisons  AB  en  cinq  segments  égaux  à 
l'unité,  et  par  les  extrémités  de  ces  segmenta,  menons 
les  parallèles  à  BC  qui  coupent  AG  aux  points  G,,  C, 
Cj,  Cj.  Je  démontre  que  les  segments  G.C',  C'Cj,  CXb, 
C,C  sont  tous  égaux  à  AG,.;  [menona  C.jD  parallèfe  à 
AR  ;  la  figure  BïBXjD  est  un  parallélogramme  [nO  75); 
donc  C]D  ■«  BtB:]  >e  ABi  ;  d'ailleurs  lea  angles  des 
triangles  AB,C,  ot  CjDCj  sont  égaux  {fide  infra,  168); 
donc  ces  triangles  sont  égaux  et  l'ou  a  CXa  =  ACi  ;  la  mSi 
tion  a'applique  aux  aegments  CiC,  ...,  C|C|.  Il  résulte  de  là  que  le  point  C 
e«t  aux  deux  tiers  de  AC  comme  le  point  B'  e^ t  aux  deux  tiers  de  AB.  On 
a  semblableiuent  si  B'C  eat  hors  du  triangle  (casdes  rigures  btf]. 
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d'ailleurs  on  conclura,  en  raisonnant  comme  au  n*  61,  que  lors- 
que les  grandeurs  /et  m,  n  et  p  qui  satisfont  à  la  condition  énon- 
cées sont  incommensurables,  les  rapports  de  leurs  mesures  ap- 
prochées ont  des  valeurs  d'autant  plus  voisines  l'une  de  l'autre 
que  les  grandeurs  ont  elles-mêmes  été  mesurées  avec  une  ap- 
proximation plus  grande. 

93. —  La  construction  géométrique,  faite  comme  il  a  été  dit,  per- 
met de  décider  si  deux  rapports  donnés  sonl  ou  ne  sont  pas  égaux  : 
die  permet  également  de  classer  par  ordre  de  grandeur  les  rapports 
inégaux.  Soient  en  effet  considérées  quatre  longueurs  ',  m,  n,  p 
que  nous  portons  comme  tout  à  l'heure  sur  les  deux  droites  Ox, 
Oy  (fig.  60),  savoir  /  et  m  sur  Oa;  (OA  =  l,  OB  ^=  m),  netp  sur 
0^  (OD  "=  p).  Si  l'extrémité  de  la  longueur  n  tombe  en  G  (point 

de  rencoDlre  de  Oy  avec  la  parallèle  \B  à  CD),  les  rapports  -  et  ^ 
sont  égaux  (n°  8I1.  Si  cette  extrémité  tombe  en  Ci  {c'est-à-dirc 
si  la  longueur  P  est  plus  petite  que  OC),  le  second  rapport  est  plus 

petit  que  le  premier.  Si  elle  tombe  en  C,,  le  rapport  -  est  plus 

jronrfque-. 

Ainsi,  sans  pouvoir  dire  précisément  ce  que  c'est  qu'nn  rapport, 
le  géomètre  sait  comparer  les  rapports  au  point  de  vue  de  leur 
grandeur  ;  il  sait,  par  conséquent,  ranger  un  ensemble  de  rapports 
donnés  suivant  une  suite  croissante,  c'est-à-dire  dans  un  ordre  tel 
que  chaque  rapport  soit  supérieur  ou  égal  &  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdent dans  la  suite. 

Il  y  a  mieux.  Le  géomètre  peut  définir,  sans  ambiguïté,  la 
somme,  la  différence,  le  prodiûl  ou  le  quotient  de  deux  rapports 
donnés. 

93.  —  Remarquons  d'abord  qu'étant  donné  le  rapport  de  deux 
hngueui's  gaeleon^uet,  on  peut  loujourt  trouver  un  rapport  égal 
formé  de  deux  longueurs  dont  Cane  est  fixée  à  Fat'anre  {par 
exemple  égale  à  Funité).  Portons,  en  effet,  les  deux  longueurs 
données  sur  Ox  (fig.  60):  elles  prennent  les  positions  OA,  OB. 
Prenons,  d'autre  part,  sur  Oy,  la  longueur  OD  égale  k  l'unité  de 

longueur  et  menons  AC  parallèle  &  BD-  Le  rapport  q^  satisfait  i 
la  condition  requise. 


.ï  Google 


lO»  LES    GRANDEURS 

Cela  dit,  soit  à  faire  la  somme  de  deux  rapports  t^W'  '/t'-W'- 

M  1  .  j  .CD     G,D, 

Nous  pouvons  remplacer  ces  rapports  par  des  rapports  rrr, .   -pp  , 

qui  leursontrespectivementégauxet  où  EF  est  égala  Viinîlédeloii- 
ijaear.  D'ailleurs  les  deux  longueurs  (segments)  CD  et  CiDi  ont 
une  somme  bjen  déterminée  qui  est  un  certain  segment  Gli  (n°  53). 

Nous  considérerons  alors  comme  somme  des  deux  rapports  ^p 

,C,D,  r  ,  ,         ,  .     AB     .  A,B,-|  , 

~ÊF   \       P^"^  conséquent,  comme  sonmie  de  f,!,,  et  ,,..-,    le 

,(;h 

rapportj.gr. 

94.  —  Passons  au  produit  de  deux  rapports.  Nous  en  pouvons 
donner  a  priori  la  délinition,  défmilion  que  nous  interpréterons 
comme  il  suit.  J'imagine  qu'après  avoir  agrandi  une  l'iireuve  plio- 
tographique,  on  opère  sur  l'agrandissement  un  nouvel  agrandisse- 
ment (').  Finalement  l'épreuve  aura  été  agrnudic  dans  un  rapport 
qui  sera  regardé  comme  le  produit  des  deux  rapports  d'agrandisse- 
ment successivement  adoptés.  Considérons,  en  d'autres  termes, 
deux  segments  Ali,  CD  de  l'épreuve  primitive  ;  appelons  A'B', 
CD'  leurs  images  sur  la  seconde  épreuve,  et  (*)  A'B',  CD"  leurs 
images  sur  la  troisième  épreuve.  Par  déQnition,  le  produit  des 
.  ,    ,,,  ,.  ,    AB  /       CD\    ,  A'B'/      C'D'\ 

deux  rapports  (a  agrandissement),  pji,  (ou  rrfyj  el  a'^B'\°"  C'i)'l 

.  '     I  ■   A"*  /        CI)\ 

est  égal  au  rapport  jrg>  (ou  ^ir^-j- 

De  cette  définition  résulte  celle  du  produit  des  rapports  v,g,. 

~rir~  t  de  deux  couples  quelconques  de  longueurs  ;  nous  savons  en 

elTct  (d'après  le  n"  93)  construire  une  longueur  AiBt  don  tlerapportJi 

A,B,  soit  égal  k  .,.,-,  ;  le  produit  vn?  X  T"'»"'  *^™'  '^^^  'o".  ^S^^ 

.  .    A,B.         A,B,     ,        .   AjBj 
au  produit  v-r,-  X   ,  ,.,-, ,  donc  a  t-ii>  ,■ 

Ayant   déflui    le    produit    et    la    somme   de    deux    rapports 

(■)  Comme  noui  raisonnons  eur  l'agrandissement,  nous  pourrions  rai- 
sonner sur  la  réduction. 

(')  Les  «ignet  A',  A'.  ...  se  lisent  :  A  prime,  A  tteonde,  cf.  supra,  àt. 
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quelconques,     nous     saurons     définir     leur     quotient    et     leur 
différence    en  particulier  le  quotient  d'un  rapport  égal  h  i  par  un 

.f^^i  .CD  ,.     .  ,   .  . 

tapport   TTj  sera  le  rapport  j-ii  dit  inverse  ou  rapport  inverse  de 

ABl 
Cî)\' 

D'ailleurs,  il  serait  facile  de  vérifier  'nous  nous  en  dispenserons 
pour  ne  point  allonger  cette  exposition)  que  les  sommes  et  pro- 
duits de  rapports  jouissent  de  toutes  les  propriétés  associatives, 
commutalives  et  autres  que  nous  avons  énumérées  en  définissant 
les  opérations  fondamenUlcs  de  l'AritliméLique. 

95.  Application  du  calcul  des  rapports  sn  calcul  des  lon- 
gueurs. —  Ainsi,  -sans  faire  appel  à  la  notion  de  nombre,  nous 
sommes  en  état  de  construire  un  véritable  calcul  des  rapports 
géométriques  {'),  calcul  analogue  au  calcul  des  fractions  (Chap.  I, 
S  5),  et  qui  coïncide  exactement  avec  ce  calcul  dans  le  cas  particu- 
lier où  les  rapports  sont  des  nombres  'mesures  exactes,  voir  n°  88). 

D'ailleurs  les  opérations  effectuées  sur  les  rapports  correspon- 
dent toujours,  aux  termes  mêmes  de  leurs  défmitions,  à  des  opé- 
rations elTectuécs  sur  les  grandeurs;  il  sera  donc  toujours  possible 
de  transposer  le  calcul  des  rapports  en  un  calcul  relatif  aux  gran- 
deurs elles-mêmes. 

Convenons  de  remplacer  un  rapport  (de  longueurs)  donné  quel- 
conque par  le  rapport  ^^ar.-j^,  où  UN  est  la  longueur-unité;  nous 
savons  toujours  (n' 93)  construire  la  longueur  \B;  nous  dirons 
que  celte  longueur  représente  [est  mesurée  par)  le  rapport  donné. 
Moyennant  cette  convention,  les  règles  énoncées  plus  haut  peuvent 
être  prises  comme  définitions  des  opérations  fondamentales  (addi- 
tion, soustraction,  multiplication,  division)  efl'ccluées  sur  les  lon- 
gueurs. Les  opérations  ainsi  définies  ont  ceci  de  remarquable  que 
les  résultats  auxquels  elles  conduisent  sont  eux-mêmes  toujours  des 


{']  Naua  ne  nous  sommes  occupés  dans  les  paragroplies  précédents  que 
de*  rapports  de  loogueura  :  l'étude  des  rapports  d'angles,  d'aires  ou  de 
valûmes,  conduirait  manifestement  aux  mêmes  conclusions.  Sur  la  com- 
paraison de  ces  diUérentes  sortes  de  rapport,  vidt  infra,  n°  g8. 
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longaears   (').   Le  quotient   des   deux  longueurs  AB,   CD,   par 

AB     CD     .       ,   ,. 
exemple,  est  le  quotient  des  deux  rapports  rj^  •  )  i]o  •  c  est-à-dire 

le  rapport  ^y|^,  représenté  lui-même  par  une  longueur.  Le  produit 
de  AB  par  CD  est  également  une  longueur  (voir  la  construc- 
tion de  Descartes,  note  i).  Dans  les  paragraphes  précédents,  au 
contraire,  nous  n'avions  su  définir  le  produit  de  deux  longueurs 
qu'en  tant  qu'il  représente  la  surface  d'un  rectangle. 

96.  Proportions.  —  Pratiquement,  le  calcul  des  rapports  sert 
surtout  à  l'étude  et  à  la  transformation  des  couples  de  rapports 
égaux  que  l'on  a  coutume  d'appeler  «  proportions  n. 

Soient  données  quatre  longueurs  que  je  désignerai  par  les  lettres 

majuscules  A,  B,  G,  D.  Si  le  rapport  g  est  égal  au  rapport  k>  on 
dit  que  le  coupledes  rapports  y  et  ^  constitue  une  proportion  (*)- 


{')  Longueurs  déduitei,  au  moyen  d'une  conatruction  géométrique 
{vide,  chap.  iii.  §  5),  des  longueurs  sur  lesquelles  on  opère.  L'idée  de 
représenter  par  une  longueur  le  résultat  de  toute  opératjoa  effectuée  sur 
des  longueurs,  —  idée  d'une  portée  considérable  —  s'est  précisée  dans 
l'esprit  de  Des  CAHTBS  entre  l'époque  où  il  écrivit  les  iteguIiM  ad  directionem 
ingenii  (vers  i63i))  et  l'année  où  il  composa  sa  Géométrie  [1636-3;].  Dans 
\eiRegulae  (qui  sont,  il  est  vrai,  inachevées),  Descahtes  représente  encore 
un  produit  par  une  surface.  Dans  la  GioTrUtrie,  au  contraire,  il  s'exprime 
ainsi  ((Eue.  de  Deecartea,  éd.  Ad.-Tan.,  VI,  p.  370)  : 

g  Soit,  par  exemple,  AB  l'unité,  et  qu'il  faille  mul- 
tiplier BD  par  BC  ;  je  n'ai  qu'à  joindre  les  points  A 
et  C,  puis  tirer  DE  parallèle  à  CA,  et  BE  est  le 
produit  de  cette  multiplication.  —  Ou  bien,  s'il  faut 
diviser  BE  par  BD,  ayant  joint  les  points  E  et  D,  je 
e  AC  parallèle  à  DE,  et  BC  est  le  produit  de  cette 


Fig.  ai. 


division  >. 


I  Et  il  est  à  remarquer,  ajoute  plus  loin  Des- 
CABTES,  que  par  a'  ou  b^  ou  semblables,  je  ne  conçois  ordinairement  que 
des  lignes  toutes  simples,  encore  que  pour  me  servir  des  noms  usités  en 
algèbre,  je  les  nomme  des  carrés  ou  des  cubes,  etc.  i  Voir  aussi  sur  le 
calcul  des  longueurs.  Deux.  tiv.  ch.  m. 

(')  Le  mot  latin  proportio  a  souvent  été  pris,  autrefois,  dans  le  sens 
de  rapport  [ratio).  Ce  n'est  qu'au  xviii^  siècle  que  son  sens  tut  définiti- 
vement fixé  [Jacques  BG)iNOUtLt.i  en  donne  la  définition  suivante  {Dt 
rationibm  et  proportionibus  (1688)  :  f  Si  ralionet  lequaUt  invicem  compa- 
rantur,  exiatU  proportio  ■). 
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Les  longueurs  A.  B,  C,  D  sont  appelées  n  terniesde  la  proportion  » 
Lorsque  U  proportion  est  écrite  sous  la  forme  : 


on  appelle  souvent  les  termes  A  et  D  u  termes  extrêmes  >  ou  a  ex- 
trêmes »,  et  les  termes  B  et  C  «  termes  moyens  n  ou  «  moyens  »  ('). 
Si  B  est  égal  à  C,  on  dit  que  B  ou  G  est  moyen  proportionnel 
(ou  moyenne  proportionnelle)  entre  A  et  D  {vide  n"  20). 

Nous  trouvons,  dans  les  Eléments  d'Euclide  (v*  livre)  une  théorie 
générale  des  proportions  géométriques  [vide,  p.  roa).  Celte  théorie 
nous  enseigne  h  déduire,  d'une  ou  plusieurs  proportions  données, 
certaines  proportions  nouvelles.  En  voîci  les  premiers  principes  : 

La  proportion  g  =  n  p^i^  ^'J^  retournée  (ôviTialtv  Xiyni)  ;  eu 
d'autres  termes,  on  a  (comme  conséquence  de  la  proportion 
donnée)  : 

B_D 
A~C" 

Les  termes  moyens  peuvent  être  inlerverlis  (èv«XXi{)  ;  en  d'autres 

A       B 

termes,    on    a   ■  r  =  n  - 

La  proportion  donnée  enlraine  également  comme  conséquence  la 

.     A  +  B       C-i-D,,„       ,,     , 
proportion  — g —  =  -  -jj-  -  (sjvBwk  AéTfoç ,. 

Le  rapport  g— — w  est  égal  aux  deux  rapports  tî  et  q  et  Jorme, 
par  conséquent,  une  proportion  avec  chacun  d'eux. 
Soient  données,  d'autre  part,  les  deux  proportions  : 


=  E'        C-P- 


ndédail 


Soient  données  les  deux  proportions  : 

A       E  B       D  ...  ., 

n  =  5.  j,  =  -,  :  on  en  dedatl 


('}  Od  dit  aussi   que  l'u 
quairiènte  proportionnelle  ai 
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Eiiclide  établit  toutes  ces  propositions  parla  géométrie;  nou» 
ne  le  suivrons  pas  dans  cette  voie,  car  nous  arriverons  bien  plus 
rapidement  aux  mêmes  résultats  en  employant  les  méthodes  de 
l'Arithmétique,  à  laquelle  nous  allons  pouvoir  ramener  toute  la 
théorie  des  proportions;  il  nous  sulTïra,  pour  cela,  de  faire  subir  k 
la  notion  générale  de  nombre  une  nouvelle  extension,  hardie  en 
apparence,  mais  parfaitement  naturelle  au  point  où  nous  en 
sommes. 

87.  Les  rapports  sont  des  nombres.  —  Je  dis  que  Us  rap- 
ports de  longueur  (ou,  plus  généralement,  les  rapports  de  gran- 
deurs géométriques  d'un  même  type  quelconque)  constituent  une 
classe  de  pseudo-nombres  sur  lesquels  on  peut  effectuer  toutes  les 
opérations  de  t Arithmétique  et  qui  renferme  comme  sous-  classe  la 
classe  des  nombres  rationnels. 

Considérons  un  rapport  G .  SI  les  deux  longueurs  A,  B,  sont 
commensurables  (vide  a'  61),  ce  rapport  ^ ,  on  l'a  vu,  doit  être  re- 
gardé comme  un  nombre  rationnel  (rapport  des  mesures  de  .A  et 
de  B). 

Supposons  maintenant  que  A  et  B  soient  incommensurables  (>)  ; 

le  rapport  g  n'est  plus  un  nombre  rationnel,  maison  peut  le  repré- 
senter avec  une  approximation  aussi  grande  que  l'on  veut  par 
un  nombre  rationnel  {dit  valeiw  approchée  du  rapport);  car,  si  l'on 
calcule  (en  choisissant  convenablement  l'unité)  des  mesures  a,  (i 

de  A  et  B  sufTtsamment  approchées  (n°  61)  le  rapport  ^  des  lon- 
gueurs mesurées  par  «  et  j6  pourra  être  aussi  voisin  qu'on  le  vou- 
dra de  i, .  D'ailleurs  nous  avons  vu  que  l'on  peut  elTectuer  sur  les 
rapports  de  longueurs  incommensurables  toutes  les  opéralions 
fondamentales  déGnics  plus  haut. 

En  résumé  les  rapports  sont  parfois  des  nombres  rationnels  et 
parfois  n'en  sont  pas;  mais  ils  se  pi'ètent  toujours  k  des  opéralions 

(<)  Ce  cas  se  prrâente,  par  exemple  (d'après  la  n"  03)  si  le«  segments 
lie  longueur  A  et  B  sont,  l'uuuncAté,  l'autro  l'hypoténuse  d'ua  triangle 
rectangle  qui  a  ses  deux  petits  câtés  égaux. 


.ï  Google 


RAPPORTS  EX  PROPORTlO.tS  llJ 

bien  définies,  opérations  qui  coïncident  rigoareasenienl  avec  les 
opérations  de  {"arithmétique  dans  le  cas  où  les  rapports  sont  des 
nombres  rationnels. 

Ces  remarques  nous  incitent  à  donner  aux  rapports  do  longueurs 
le  nom  de  nombres  ;  nous  les  appelleions  «  nombres  alijébriques  n 
et  les  qualifierons  irrationnels  dans  le  cas  où  ils  ne  sont  pas  des 
nombres  rationnels. 

En  particulier,  si  nous  prenons  la  longueur  B  pour  longueur- 
unité,  nous  regai'derons  le  rapport  g  comme  élant  le  «  nombre  » 
qui  mesure  la  longueur  A  :  quidquid  refertur  ad  uniintem  ni  linea 
recta  ad  aliam  rectam,  écrit  en  1717  le  professeur  Christian  Wolf, 
numéros  dicitar  ('}. 

L£s  nombres  irrationnels  se  pn'lent  exactement  aux  mêmes  opé- 
rations qae  les  nombres  rationnels. 

M.  Comparaiaon  des  rapports  âa  grandaurs  bétérog^aes. 

—  Il  importe  de  remarquerquesi.au  lieu  de  rapports  de  longueurs, 
nous  considérions  des  rapports  d'angles,  ou  d'aires,  ou  de  volumes, 
nous  nous  trouverions  toujours  définir  les  mêmes  nombres.  En  etTet 
OD  peut  toujours  comparer  entre  eux  deux  rapports  de  grandeurs 
hétérogènes  <de  ty[ies  dilTérents}  et  décider  si  ces  rapports  sont 
égaux  ou  si  l'un  est  plus  petit  que  l'autre  :  un  rapport  d'angles, 
par  exemple,  sera  dit  égal  &  un  rapport  de  longueurs  s'il  est  le 
même  nombre  rationnel  ou  s'il  a  la  même  valeur  approchée  (voir 
le  n°  précédent)  quelque  loin  que  l'on  pousse  l'approximation  ;  si 
les  deux  rapports  ne  sont  pas  égaux  celui  dont  la  valeur  ap- 
prochée est  la  plus  grande  (lorsque  rapproximation  est  poussée 
très  loin}  sera  dit  plus  grand  que  l'autre,  et  ainsi  de  suite.  Il  est 
dès  lors  permis  de  dire  que  deux  rapports  égaux  quelconques 
sont  égaux  h  un  même  nombre. 

99.  NombrAs  proportlonnelB.  —  Revenons  maintenant  après 
un  long  détour,  h  la  notion  de  mesure  introduite  au  n'  61.  Nous 

(')  Bleimnta  malheseoa  anivertai.  Halle  1717  t.  I,  p.  ai,  et.  Newton 
(ArUkmttiea  univeraatia  1707)  :  Per  numtrum  abitractam  quantilalit 
tu/uvii  ad  aiiara  tjuadem  generîs  quantilatem,  qutxe  pro  unitate  habetur, 
ralù>iMm  inUtiigimua. 

BoiTwlDI.  —  L«t  Principe*  dl  I'AdhIj'h  nulhfnHliqo*,  1 
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uonciiions  de  l'étude  qui  précède  que,  quelle  que  sok  l'unilé 
choisie,  toute  lougtieur  a,  par  rapport  à  cette  unité,  une  mesare 
exacte  qui  est  un  rapport  fie  loni/iteurs,  partant  un  nombre  ir- 
rationnel' ou  ratioime!.  Considérons,  d'autre  part,  une  série  de 
longueurs  \,  B,  C,...  dont  les  mesures  par  rapport  à  deux  nnilés 
différentes  sont  respectivement  a,  b.  c,...  ela',  b',  &...;  on  a  les 
égalités 

fait  que  j'exprimerai  en  disant  que  les  nombres  ^Irralioanels  ou 
rationnels  a,b,c...el  a',  h',  c'...  sonl  lies  nombres  proporlionneU  -, 
en  d'autres  termes,  tout  changement  d'unité  se  traduit  par  la  subs- 
titution aux  mesures  anciennes  de  mesures  proporlioaDelles. 

Les  égalités  marquées  (i)  sont  des  proportions  luimériques.  On. 
les  énonce  souvent  ainsi  :  a  eut  à  a'  comme  b  est  à  6',  comme  c  est 
àc'.  On  peut  aussi- défmir  la  proportionnalité  en  disant  que  les 
nombres  a,  b,  c,...  se  déduisent  des  nombres  a',  b',  c',...  en  les 
multipliant  par  un  même  facteur  ;non  nul)  qu'on  appelle  coefficient 
de  proportionnalité  ;  ce  coellicient  est  le  nombre  -;  ■ 

Nous  obtiendrons 'des  nombres  proporlionneh  lorsque  nous  tra- 
duirons en  nombres  les  proportions  géomélriquest. 

Remplaçons,  en  effet,  dans  ta  proportion  .;  —  v.,  les  longueur» 
A,  B,  C,  I>,  par  leurs  mesures  a,  b,  c.  d  (l'unité  étant  arbitraire)  ; 
nous  aurons  la  proportion  numciique  : 

A  toute  ti-ansformalion  de  cette  proportion  correspond  une  Irans- 
Ibrmation  semblable  de  la  proportion  géométrique,  et  réciproque- 
menl  Ainsi,  tous  les  théorèmes  euclidiens  énoncés  au  n°  96  pour- 
ront être  vérifiés  arithmétiquement  (');  ils  résultent  immédiatc- 
temi<nt  des  règles  du  calcul  élémentaire,  que  l'on  a  le  droit 
d'appliquer  aux  nombres  irrationnels  comme  aux  nombres  ratîon- 


ritliméliqueB  fait  l'objet  du  livre  VIE  des 
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Appelons  m,  pour  simpliGer  l'écriture,  le  nombre  i  (nombre 

irrationnel  ou  rationnel)  :  nous  avons  a  =  bxm  tic  =  Hxm  ;  H  en 

ri,  I  a        b  X  lu  «i        b  ,.  .         , 

résulte  par  exemple  que  -  =  ■        ■  ,  ou  ■  =  ^  (interversion  des 

termes  moyens)  ;  de  même,  nous  avons  : 

a  +-b  ^  bx(m  -+-'■  ^^.    ,.       '^j^J  _  iysiin  -+il)  _ 

d'où  résulte  la  li-i^ta-.i  Xô-^xi.  Le  lecteur  fera  sans  peine  les  autres 
vérifications. 

Remarquons,  d'autre  [>art,  qu'en  multipliant  par  le  produit 
b  X  (/les  deux  membres  de  la  proportion  numérique,  on  obtient 
l'égalité  : 

a  X  d=b  X  c. 

oii  ne  figurent  plus  de  rapports;  on  énonce  ce  résultat  en  disant 
que  dans  toute  proportion  le  produit  des  {termes)  moyens  est  égal 
au  produit  des  extrêmes. 

100.  Applications  de  la  théorie  des  proportions.  —  La 
théorie  des  proportions  numériques  n'exige  point,  on  le  voit,  une 
étude  spéciale.  Ilistoriquement('),  cependant,  cette  thûorie  n'a  pas 
joué  en  arithmétique  un  moindre  rôle  qu'en  géométrie. 

Nous  avons  parlé  au  n°  20  des  médiétés  de  Tliéon  de  Smyrnc. 
Ces  médiétés  sont  définies  par  des  proportions. 

Mais  c'est  surtout  dans  le  calcul  pratique  qu'intervient  la  pro- 

(')  Avant  que  la  conception  du  nombre  irrationnel  ne  se  Tût  répandue, 
on  ne  raisonnait  arilhmitiquement  que  eur  les  proportions  de  nombres 
rationncU,  et  le*  résultats  obtenus  ne  s'appliquaient  aux  grandeurs 
ÎDCommeniurables  que  par  approximation.  Cependant  les  savants  du 
moyen-âge  négligent  parfois  de  formuler,  au  sujet  des  nombres  qui  inter- 
viennent dans  leurs  raisonnements,  les  restrictions  traditionnelles  :  ainsi 
JoRDANVs  Nemoharivs  (itii*  siècie],  chez  qui  certains  auteurs  pensent 
trouver  la  notion  générale  de  nombre  {voir  le  Traclatiu  dt  numeris  dati» 
de  Jordanui  et  les  commentaires  de  Max  Curtze  dans  lo  supplément 
historique  de  la  Ztilsck.  f.  math,  u.  phya.,  XXXVI,  iH<|i].  Stevin 
(ii48-i63o)  a  nne  conscience  plua  natte  de  ca  qu'il  fait  lorsqu'il  assimile, 
daD9  SCS  cal  uls,  les  grandeurs  incommensurables  aux  nombres  rationnels. 
DBfCAHtEB  tut  cependant  le  premier  à  dégager  les  raisons  qui  légitiment 
cette  assinulatîon  [vide  înfra  $  â). 
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portion.  Elle  est,  en  effet,  le  fondement  d'un  mode  de  raiaonne- 
ment  fort  ancien,  qui  est,  aujourd'hui  encore,  famillGr  h  nos 
écoliers:  la  règle  de  trois  (en  latin  reyula  de  Irlbus  numeris,  ou, 
par  abréviation  regala  delri  —  règle  dorée,  dit  un  traité  allemand 


nombres  a,  b,  c,  soient  connus  tandis  que  i^/ est  un  nombre  inconnu 
que  l'on  veut  calculer  ;  noua  dirons  :  ce  que  a  est  à  b,  i  l'est  h  - 


;  donc  d  ■• 


_b  X  c 


Cette  rè<^lc  fut  connue  des  calculateurs  orientaux  et  des  logisli- 
ciens  grecs  depuis  une  liaute  antiquité.  Nous  en  trouvons  de  nom- 
breuses applications  dans  les  traités  d'arithmétique  indiens.  «  Si 
l'on  reçoit,  —  dit  lllioskara  ('),  —  ici  nisbcas  pour  63  ^>albas 
du  meilleur  campbre,  calcule  et  dis-moi,   ami,   combien  on  en 

recevra  pour  la  -  palhas.  —  Si  une  esclave  de  i6  ans  est  cédée 

pour  33  nïshcas,  que  coûtera  une  esclave  de  so  ans!*  Réponse  : 


l'âge). 

Tous  ces  problèmes  sont  ramenés  par  leurs  anleuis  à  des  pro- 
portions. 

101.  Relations  entre  grandeurs.  Homogénéité.  —  Nous 
devons  faire  encore,  avant  de  clore  ce  paragraphe,  quelques  re- 
marques accessoires. 

Nous  avons  vu  que.  nous  étions  tonjours  en  droit  d'assimiler  les 
proportions  géométriques  aux  proportions  arithmétiques.  Plus 
généralement,  il  résulte  de  l'analyse  qui  précède  et  en  particulier 
des  remarques  faites  au  n°  95  que  nous  avons  le  droit  de  calculer 
sur  les  longueurs,  et  pareillement  sur  les  autres  grandeurs  géomé- 
triques, exactement  comme  sur  des  nombres. 

C'est  ce  qui  permet  aux  traités  de  géométrie  d'énoncer  à  vo- 
lonté les  propriétés  des  figures  sous  forme  de  relations  entre 
grandeurs  (voir  la  note  i,  p.  117), ou  d'égalités  numériques  entre 

(<)  Lilavali  apud  Coi-eukoohe,  Algebra  with  arilhmelîc  aiul  mensuration 
[rom  th«  sanscrit  of  Brahmagupta  and  Bluueara,  1817,  p.  33,  34. 
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mesures  de  grandeurs.  Le  même  traité  passe  souvent,  sans  prévenir 
le  lecteur,  d'un  point  de  vue  h  l'autre.  Aussi  les  mots  longueur, 
mesure  ou  valeur  de  longueur,  nombre,  t/aantilé  seront,  à  moins 
d'îndîcalîon  contraire,  regardés  comme  équivalents. 

En  revanche,  tes  égalités  ou  relations  (')  auxquelles  conduisent 
les  calculs  relatifs  aux  grandeurs  présentent  toutes  un  certain 
caractère  qui  est  une  conséquence  directe  de  leur  signification 
géométrique  :  ces  égalités  sont  homot/ènex. 

Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  le. 

La  géométrie  ne  compare  entra  elles  que  des  grandeurs  de 
même  espèce.  Ainsi,  ai  le  premier  membre  d'une  égalité  est  une 
longueur  (ou  une  aire,  ou  un  volume),  le  second  membre  doit 
dire  pareillement  une  longueur  (ou  une  aire,  ou  un  volume): 
si  le  premier  membre  est  une  somme  de  termes  (ou  plus  gé- 
néralement une  combinaison  de  sommes  et  différences  telle  que 
A  ^  B  -(-  C  H-  D  —  E),  tous  les  termes  doivent  être  des  gran- 
deurs de  même  espèce. 

Désignons,  par  exemple,  par  A,  B,  C,  D,  ...  des  longueurs; 
nous  dirons  (')  que  ce  sont  des  grandeurs  de  dimension  i .  Tout 
produit  ou  carré  de  ces  longueurs  (^),  A. B,  A.C,  ...  ouA*,B',... 
sera  'ou  pourra  être  interprété  comme)  une  aire  (i/rant/eur  de  dlmen- 
tion  2).  Tout  produit  d'une  grandeur  de  dimension  2  par  une 
Longueur  (exemple  :  A.B.C.  A'.B,  A.B*,  A',  ...)sera(ou  pourraêlre 
interprété  comme)  un  volume  (grandeur  de  dimension  3).  Consi- 
dérons, d'autre  part,  une  grandeur  telle  que  .j.C  ou  à-  (qua- 
trième proporlionnelle  à  A,  B,  C)  ;  cette  grandeur  est  une  longueur. 
l\  CD  est  de  même  des  grandeurs  telles  que 


A'  „  A.B  , 


--.C.    elc. 


produits  d'une  longueur  C  par  un  rapport  de  grandeurs  de  même 

C)  Par  rtiation,  nous  entendons  une  igaliti  dont  chaque  membre  est 
le  rëiultat  d'une  combinaison  d'opérations  ofTectuces  sur  des  grandeurs. 

C)  Ceci  nous  conduit  à  regarder  les  rapporta  de  longueurs  (et  parejlle- 
mentlei  rapports  de  grandeurs  quelconque  de  mîme  espèce)  —  et,  d'une 
manière  générale,  les  nombres  —  comme  de»  grandeurs  de  dimemion  o. 

(^1  J'emploie  ici  io  signe  .  dans  le  sens  multiplié  par  comme  en 
arithmétiquo  (tvir  n"  7). 
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espèce,  c'est-à-dire  par  un  nombre.  £n  conséquence  les  grathl«ur» 
A.C    r.  r      A.C.Dl    A.C    ,,r      A». Cl    . 

sont  des  aires.  Les  grandeurs 

AC  .  nf      A'.C.Dl    A.C   ,   „  ,,  r      A'BCD         A'.C.DI 
-^.A.D  [on -j-J,    BrA.B.D[„„— iji— ,o„-g-  ] 

sont  des  volumes,  etc.  Je  dirai  alors  que  les  égalités 


qai  ont  Ucu  entre  grandeurs   de  même  espèce  sont   homogènes, 
tandis  que  l'égalité 

n'est  pas  homotfène. 

Nous  verrons  plus  loin  par  quels  caractères  [se  traduit  l'homo- 
généité dans  les  relations  entre  mesures  a,  b,  c,  d,  ...  qui  corres- 
pondent aux  relations  établies  entre  les  grandeurs  A,  B,  G,  D,  ... 

103.  Extension  de  l'idée  ds  mesnre.  —  Nous  avons  défini  la 
mesure  d'une  grandeur  au  n°  61  en  partant  d'une  iongueur-unîti 
que  nous  supposons  contenue  un  certain  nombre  (entier  ou  ra- 
tionnel) de  fois  dans  la  grandeur  h  mesurer.  La  dclînition  ainsi 
donnée  s'applique  immédiatement  aux  mesures  de  longiieura,  de 
surfaces  ou  de  volumes. 

Soit,  au  contraire,  à  mesurer  une  température.  Il  est  clair  qu'on 
ne  saurait  regarder  une  température  comme  contenant  un  certain 
nombre  de  fois  une  température-unité.  Cela  n*aurait  aucun  sens. 
C'est  pourquoi  l'on  substitue  b  la  mesure  directe  de  la  tempéra- 
ture une  mesure  correspondante  que  l'on  considère  comme  équiva- 
lente;  on  se  sert,  par  exennple,  d'un  thermomètre  k  mercure  et 
l'on  mesure  la  longueur  de  la  colonne  mercurielle  qui  h  repré- 
sente Il  la  température. 

It  n'y  a  rien  de  commun,  on  le  voit,  entre  une  telle  mesaïc  et 
une  mesure  ordinaire  de  longueur  ou  de  surface.  Cependant  on  a 
coutume  d'employer  le  même  mol  '<  mesurer  a  pour  désigner  les 
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deux  opéralions.  De  même  on  dit  que,  — duw  certaines  Umites 
et  à  supposer  que  certaines  condilions  pliysiques  ne  se  «nodifteiit 
pas,  —  les  variations  de  température  sont  proportionneUes  aux 
variations  de  la  colonne  de  mercure,  le  laal  prvparlionitel  aMyutl 
point  ici,  il  est  vrai,  le  sens  matbénuttique  que  nous  lui  avons 
donné  au  n"  90. 

Dans  le  domaine  même  de  la  géométriâ,  il  y  a  certaines  gran- 
deurs, les  angles  par  exemple,  que  l'on  a  avantage  à  mesurer  in- 
directement en  les  comparant  à  de^  grandeurs  proporlîonnelUs 
d'une  autre  espèce.  Et  ici  le  mot  «.  proport icsme Ile  i>  a  toute  sa 
valeur,  car  nous  avons  vu  (n°  SB)  que,  dans  le  domaine  de  la  géo- 
métrie, nous  pouvons  donner  delà  pro/>orIion/ia7//(!  entre  grandeurs 
d'e^>èces  dîSerenles  une  déTinîtion  mathéoiatiqDe  précise. 


103.  Moaure  Ami  ànglas.    —  GoDâdétons  des   angles  mi- 
quels    nous    donnerons,   pour  plus  de   commodité,    un   même 

sommet  O. 

Les  angles  sont  des  grandeurs   mesurables  directement.   En 

effet,  prenons  un  ftngle-unilé,  l'angle 

O'  drainé    une    Ibis    pour   toutes. 

Dans  l'angle  k  mesurer  AOB,  nous 

pouvons,  à  partir  du  càté  0\,  placer 

une    série    d'angles    contigus    tous 

égaux  (saperposables)  à  l'angle  0'  ; 

ce  sont  les  angles  marqués  i,  a,  3, ... 

sur  la  figure  ;  nous  obtenons  ainsi, 

comme  mesure  de  AOK,   un   nombre 
lionnel . 

Mais  la  mesure  ainsi  défiuie  est  aussi  ma- 
laisée  i  calculer  pratiquement  qu'elle  est  dif- 
ficile h  manier  dans  la  démonstration  théo- 
rique. C'est  pourquoi  on  préfère  la  rem^ilacer 
par  une  mesure  indirecte. 

De  0  comme  centre,  décrivons  un  cercle 
dont  ie  rayon  a  pour  longueur  l'unité,  et 
angles  de    sommet  0,  soit  les  angles  AOB, 

COD.  ...    les  points  A,  B,  C,  D,  ...  étant  à  l'intersection  des 

angles  avec  le  cercle,  (ig.  ti^^.  La  grandeurdc  cesangleseslma- 


Fig.  63. 
entier,  rationnel  ou  irra- 
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nifeBtement  délerminée  par  la  longueur  des  arcs  de  cercle  \B, 
CD.  . . ,  respectivement  compris  entre  leurs  côtés.  En  effet,  on  dé- 
montre(voir  n'  187)  qa'à  deax  ani/les égaux  corres/iondent  des  arcs 
égaux.  Dès  lors,  nous  pouvons  regarder  les  mesuivs  des  arcs  AB, 
CD,  ...  comme  étant  les  mesures  mimes  des  angles  correspondants. 

104.  —  On  prend  généralement  pour  unité  de  longueur  de  l'arc 
de  circonférence  {';,  soit  la  36o*""  partie  (appelée  deijrê),  soit  la 
4oo*n«  partie  (appelée  grade)  de  la  longueur  lotale  de  la  circonfé- 
rence. L'angle  droit  (AOB'  siii'  la  figure  64)  a  alors  pour  mesure 

,  de  circonférence,  c'est-à-dire  go  degrés  (on  écrit  :  90")  ou 
100  grades  (100'}  [le  quart  de  la  circonférence  est  appelé  ^iw/ran(J. 
La  division  de  la  circonférence  en  degrés  est,  encore  aujour- 
d'hui, ta  plus  généralement  adoptée.  Elle  était  familière  nux 
astronomes  de  Babylone  et  l'origine  s'en  perd  dans  la  nuit  des 
temps.  On  la  complète  en  divisant  le  degré  lui-même  en  60  par- 
ties égales  appelées  minutes  et  la  minute  en  Go  parties  égales 
appelées  secondes  {').  La  division  en  grades  ('}  que  l'on  rencontre 
dés  le  ivui*^  siècle  dans  certaines  tables  de  logarithmes,  est  sans 
contredit.  In  plus  avantageuse  pour  les  adeptes  du  système  déci- 
mal ;  c'est  pourquoi,  depuis  la  Révolution  française,  elle  fut  préco- 
nisée par  de  nombreux  savants.  Mais,  pour  qu'elle  passAtdans  la 
pratique,  il  faudrait  que  toutes  les  tahles  astronomiques,  cartes 
de  géographie,  horloges,  instruments  de  physiques  divers,  établis 
d'après  le  système  sexagésimal,  fussent  refaits  a  nouveau. 

105.  Mesura  des  dièdres.  —  La  mesure  des  angles  dièdres, 
elle  aussi,  se  fait  au  moyen  d'un  intermédiaire,  et  l'intermédiaire 
est  ici  l'angle  ordinaire.  Considérons  un  plan  quelconque  H  per- 

(')  On  prend  parfois  aussi  pour  unité  le  radian,  arc  égal  au  rayon 
(c!.  inira,  iSo). 

(')  Pour  écrire  Une  mesura  d'angle  telle  que  6  degrés,  f>o  minutes, 
^7  secondes,  on  écrit  G",  fio',  f.j'.  Si  l'on  veut  pousser  plus  loin  l'approxi- 
mation on  divise  la  seconde  en  dixièrtiti,  centième»,...  de  secondes  confor- 
mément aux  principes  de  système  décimal. 

(*)  Les  grades  sont  eux-mêmes  divisés  en  dixièmes,  centièmes,  millièmoi, 
et  ligures  au  moyen  de  la  notation  dccimalc.  Ainsi  l'on  écrit  -"t'tdy  pour 
sigiiifiet  7  grades  +  567  millièmes  de  grade. 
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pendiculaire  h  l'arête  du  dièdre  en  un  point  0  'fig.  65).  Ce  plan 
coupe  les  deux  faces  du  dièdre  (plan  P  et  Q)  suivant  deux  droites 
qui  se  cou|>ent  en  0,  soît  OA  et  OB,  et  forment  un  angle  plan, 
dit  fingle  plan  du  dièdre  considéré.  On  /T"---^ 

démontre  facilement  que  tous  les  angles  /pA        ] 

plans  répondant  à  cette  définition  pour  lo 

un   même  dièdre   sont   égaux,  et  que  AX^i  ^^î"^-^ 

deux  dièdres  dont  les  angles  plans  sont  /l      i__       |       ^~^ 

égaux    sont   deux  dièdres  égaux    (su-        /    '</'     ""'*       / 
perposables;.  Et  l'on  déduit  delà  que      ^---,,^^  / 

l'on  peut  prendre  comme  memre  d'un 
dièdre  la  mesure  de  son  angle  plan.  On 
dit  que  les  dièdres  sont  proportionnels  k  leurs  angles  plans. 


S.  Controatation  du  nombre  et  de  la  grandeur 

106.  —  Nous  avons  cité  (07)  la  dérmition  donnée  par 
Christian  Wolf  :  Tout  ce  qui  est  rap^iorté  à  une  unité  comme  un 
segment  de  droite  i  un  autre  segment  est  appelé  nombre. 

Quelque  naturelle  que  nous  semble  aujourd'hui  celte  définition, 
il  lui  fallut  cependant  de  longs  siècles  pour  se  faire  accepter.  Les 
Grecs  avaient  p.>ussé  fort  loin  l'étude  des  rapports  (Xi^ot)  et  l'étude 
des  nombres  (àp(6.uoi),  mais  ils  ne  les  avaient  jamais  confondus  ('). 

('l  Lei  savants  grecs  ne  se  préoccupent  point  des  applications  concrélea 
de  la  science,  et  c'est  pourquoi  iU  n'ont  point  comme  nous  modernes  un 
intérêt  pratique  immédiat  h  ramener  les  opérations  gcotnétrtquca  ù  des 
calculs  arithmétiques  plus  faciles  à  elTectucr.  Pour  comprendre  leur  point 
de  vue,  il  faut  se  rappeler  quo  les  Grecs  établissaient  une  distinction 
absolue  entre  l'arithmétique  théorique,  étudia  des  propriétés  des  nombres, 
et  la  logitlique,  qui  est  l'art  de  calculer  numériquement  sur  des  gran- 
deurs concrètes,  u  La  logistique,  dit  un  scholin  ancien,  est  la  théorie  qui 
traite  des  dénombrables  et  non  des  nombres  ;  elle  ne  considère  pas  ce 
qui  est  réellement  te  nombre,  mais  suppose  ce  qui  est  un  comme  unité 
et  ce  qui  est  dénombroble  comme  nombre...  Elle  examine  donc,  d'une  part, 
ce  qu'AncaïuÈDE  a  appelé  le  problème  des  bœufs,  de  l'autre,  les  nombres 
miliiet  et  pkiàtitea,  les  uns  sur  des  fioles,  les  autres  sur  des  troupeaux...! 
[Scholie  sur  le  Charmidt  de  Platon,  apud  P.  Tannery,  La  géométrie 
grecque.  Première  partie,  p.  /iH\.  Ainsi,  loin  d'assimiler  les  grandeurs  aux 
sombres,  la  tradition  grecque  interdisait  de  considérer  comme  de  véri- 
tables nombres  le«  nombres  qui  mesurent  des  grandeurs  :  ce  sont  des 
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Et  le  rapprocbement  si  saggeiàf  que  nous  avons  établi  entre  les 
opérations  arithmétiques  et  les  opérations  faîtes  sor  des  grandeers, 
ne  s'est-on  pas  bien  longtemps  appliqué  à  le  masquer  tm  lieu  de  te 
mettre  en  lumière  ?  L'un  des  plus  grands  algébrisles  da  ivr*  stède, 
Tartaglia  ('),  repi-oclie  à  un  traducteur  d'Enclîde  d'avoir  indilK- 
remment  employé  dans  un  même  sens  les  mois  mallipUeare 
«t  flucere.  Il  faut,  dit-il.  distinguer  entre  ces  deux  mots  :  le  pre- 
mier se  dira  des  nombres  ainsi  l'on  regardera  3  comme  Je  pias 
petit  multiplicateur)  tandis  que  dacere  conviendra  s'il  s'agit  de 
grandeurs  géométriques.  Pareillement,  pour  désigner  l'opéralicia 
de  la  division,  on  devra  dire  parlîre  on  misiimre  suivant  que  l'on 
parlera  de  nombres  ou  de  grandeurs. 

Cinquante  ans  plos  lard,  Viète  (*)  considère  encore  la  science 
des  nombres  et  celle  des  grandeurs  comme  ayant  des  règles  pa- 
rallèles mais  distinctes.  C'est  h  Descaries  que  revient  le  mérilo 
d'avoir  afYînné;sans  restriction,  l'identité  du  calcul  numCTique  et 
du  calcul  géométrique  (')  : 

«  Et  comme  toute  l'arithmétique,  —  dit  DcsuM'tes  (')  daas  un 
langage  précis  et  définitif,  —  n'est  cmnposée  que  de  quatre  opéra- 
tions, qui  sont  l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication,  la 
division,  et  l'eitractton  des  racines  qu'on  peut  prendre  pour  une 
espèce  de  division,  ainsi  n'a-t-on  autre  cbosc  i  faire,  en  géomtoie, 
toucliant  les  lignes  qu'on  cherche,  pour  les  préparer  à  être  connues, 
que  leur   en   ajouter    d'autres,    ou  eu  ôler;  on  bien,   en  ayant 


nombrei  phiaiitM,  ou  relatif»  aux  lioles,  dei  uombreï  mèlile».  ou  relatift 
aux  troupeaux  |ou  aux  ponunesl.  Et c'eitpourquoi  les  problùmes  concijr- 
iMttt  le*  granileura  étaient  énoDcê s  sous  toruc  concrète  et  non  soui forme 
théorique  :  ce  qui  est  pour  noua  la  •  ré»olutJou  d'uue  cquatiou  de  tel 
ou  tel  type  >  |in/ra.  Deux.  /iV.,  chap.  i|  était  Butr«fois  «  la  sulution  du 
problème  des  bœufi  n,  du  »  problème  des  arbres  «,  du  «  ppafalàmo  du: 
lapins  >,  du  ^  problème  d«s  sept  vieilles  femmes  »,  du  >  problème  de» 
oiseauxilvoir  Llca  Pacii-olo,  Sunima  de  Arilhmtlica,pa»âiai.Stanh\aiiit 
terminologie  se  retrouve  chez  les  Hindous  et  chez  les  Arabes,  pendant  tout 
le  Moyen  Age  et  au  début  de  In  Renaiesance. 

Il  General  Tratlalo.  liv.  II,  lil.  17.  Cf.  le  début  de  l'Algibrc 
d'OwAR  AL  KH*yvA.M,  cité  au  n"  ^-i. 

l'i  in  artem  anatylicam  isagoge,  t'ifii,  cb.  ir. 

|'<l  Vide  supra,  p.  110,  itote  i.  Sur  l'histoire  du  calcul  |[éométrique  avant 
Descartes,  voir  Dtux.  liv.,  rh.  III,  S  i. 

I',  La  Géométrie,  liv.  I  (Œu.-.,  t.  VI,  p.  3(m)1. 
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une  que  je  Dommenî  l'uDÎté  pour  la  rapporter  d'autant  mieux  aux 
sombres  et  qa!  peut  ordioairement  être  prise  k  discrétion,  puis, 
en  ayant  encore  deui  autres,  en  trouver  une  quatrième  qui  soit  jk 
l'une  de  ces  deux  comme  l'autre  est  à  l'unît^,  ce  qui  est  ie  même 
que  la  multiplication;  ou  bien  en  trouver (')  une  quatrième  qui 
soit  k  l'une  de  ces  deux  comme  l'unité  est  k  l'autre,  ce  qui  est  le 
même  que  la  division;  ou,  enfin,  trouver  une  ou  deux  ou  plu- 
sieurs moyennes  pr<^ortionne11e6  entre  l'unité  et  quelque  autre 
ligne  ('),  ce  qui  est  le  même  que  tirer  la  racioecarrée  ou  cubique, 
etc.  Et  je  ne  craindrai  pas  d'introduire  ces  termes  d'arithmétique 
en  la  géométrie  afin  de  me  rendre  plus  intelligible  n. 

Ces  déclara^ons  r^-sument  excellemment  les  conclusions 
auxquelles  nous  ont  conduits  les  premier)i  paragraphes  du  présent 
chapitre. 

107.  —  La  résistance  qui  fut  longtemps  opposée  aux  vues 
formuiées  par  Descartes  s'explique  par  des  raisons  profondes.  Il 
fmt  en  chercher  l'origine  dans  les  premières  spéculations  de  ta 
science  grecque. 

La  mathématique  des  Pythagoriciens  se  proposait  un  double 
objet  :  l'étnde  des  propriétés  des  nombres  (voir  l,  S  i)  et  l'étude 
des  propriétés  des  corps  géométriques.  Entre  ces  deux  études  il  y 
avait,  à  l'origine,  une  parenté  étroite  :  les  Pythagoriciens  ne 
représentaient -il  s  pas  les  nombres  par  des  figures  géométriques 
formées  de  points  (n°  3)  et  n'afiirmaient-ils  pas  que  a  toutes  les 
choses  sont  nombres?  »  Mais  voici  que,  tout  d'un  coup,  surgit 
une  diflîculté  inattendue  :  l'existence  des  longueurs  incommensu- 
rables est  reconnue  et  le  théorème  de  Pythagore  sur  le  triangle 


('1  Comment  ces  lignes  trésultaU  des  opérations)  Bont  efTectivement 
déterminées,  c'est  là  une  question  dont  nous  n'avons  pas  à  nous  préoc- 
cuper ici.  On  lei  obtient  très  facilement  en  appliquant  les  théoiémes  do 
la  géométrie  ratioanellc  ainsi  que  nous  le  verrone  au  chapitre  (ii  du 
Deuxième  Iivr«. 

a       b 

(*|  Trouver,  par  exemple,  une  longueur  b  telle  que  -,^  - ,  a  étant 

connu  (d'où  a  ^  b^,  b  =  y'â),  ou  trouver  deux  longueurs  6  et  i:  t«l«  que 
ï  =  ë"i  (d""^  — '^'•''  — 7  =c\c  =  ya). 
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rectangle  (')  (n"  63  et  199)  montre  que  ces  longneursse.rcnconlrenl 
dans  les  problèmes  géométriques  les  plus  simples.  Les  Pythagori- 
ciens restent  confondus (');  l'édiQce  de  la  science  est  ébranlé; 
comment  va-t-il  être  possible  de  le  reformer  ? 

C'est  ici  qu'interviennent  les  fameux  orgumenis  de  Zenon 
d'Elée.  Il  n'est  pas  vrai,  dit  Zenon,  que  les  grandeurs  soient 
des  nombres  au  sens  pythagoricien,  c'est-à-dire  des  assemblages 
d'imités  ou  de  points.  En  effet,  le  point,  n'ayant  ni  grandeur,  ni 
épaisseur,  ni  volume,  est  le  néant,  et  avec  le  néant  on  ne  peut 
pas  former  des  assemblages.  «  Si  (')  en  effet,  on  l'ajoute  (le  point) 
(I  a  autre  chose,  il  ne  la  rend  pas  plus  grande;  car,  ajoutez  une 
H  grandeur  nulle,  vous  ne  pouvez  augmenter  la  grandeur;  ainsi 
II  l'augmentation  sera  nulle.  Itetranchez au  contraire,  l'autre  chose 
«  ne  sera  en  rien  moindre,  comme  ellen'étaiten  rien  plus  grande  par 
Il  l'addition  ;  ainsi  l'augmentation  etla  diminution  sont  également 
«  nulles.  «Par  conséquent  il  n'est  pas  possiblcde  regarder  les  choses 
réelles  comme  des  u  pluralités  »  de  points.  Réciproquement,  si  un 
ètreest.il  est  nécessairement  pourvu  de  grandeur  et  d'épaisseur.  Sup- 
posons alors  que  tout  être  soit  une  pluralité,c'est-à-dire  soit  composé 
de  parties;  ces  parties,  pourvues  de  grandeur  et  d'épaisseur,  seront 
donc  clles-uiémes  des  ëlrcs  composés  de  parties  lesquelles  auront 
h  leur  tour  des  parties  ;  »  ce  qu'on  a  dit  une  fois,  on  pourra  ton* 
u  jours  le  répéter;  il  n'y  aura  jamais  de  la  sorte  un  terme  (une 
((  partie)  extrême,  où  11  n'y  ait  pas  de  parties  différentes  l'une  de 
Il  l'autre.  Ainsi,  s'il  y  a  pluralité,  il  faut  que  les  choses  soient  à  la 
f<  fois  grandes  et  petites,  et  tellement  petites  qu'elles  n'aient  pas  de 


('I  Ce  théorème  a-t-il  été  énoncé  par  FyTHAGORE  loui  la  forme  que 
nous  lui  donnons  aujourd'hui  ?  Nous  l'ignorons.  PnocLos,  en  tout  cas  noui 
dit  forinrllement  (dans  ton  Prologue  du  Commetilairt  tUi  Elémtntt] 
■  C'est  à  lui  [Pythacobe)  que  l'on  doit  la  découverte  des  incommensu- 
rables >. 

i')  S'il  faut  en  croire  un  scholie  ancien  |voir  Cantob,  VorUs.,  i,  1715 
la  légende  racontait  que  l'auteur  de  la  théorie  des  incommensurables  (ut 
englouti  dans  un  naufrage.  C'est  ainti  que  le  ciel  punit  celui  qui  avait 
exprimé  l'inexprimable,  représenté  l'infigunible,  dévoilé  ce  qui  eât  dâ 
rester  toujours  caché,  «  Tel  était,  ajoute  le  scholie,  l'étonncment  reli- 
gieux où  la  théorie  des  incommensurables  plongeait  res  hommes 
{les    anciens    géomètresl  ». 

(J|  Fragment  de  Simpi.iuus.  Phj*.  Dicis,  i3}|.  Voir  Paul  TiT^^EI^r, 
Pour  l'histoire  de  la  science  hrltène,  iS8-,  p,  3.'>c>  et  sqq. 
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■  grandeui'  [puisque  U  rragmentalion  répétée  conduit  à  des  parties 
H  de  plus  en  plus  petites]  tellement  grandes  qu'elles  soient  infinies 
•  [puisque  chaque  partie  comprend  une  infinité  de  parties].»  D'où 
une  contradiction  qui  condamne  l'IiypollièsG  pytliagoriciciine. 

C'est  peut  être  la  même  contradiction  que  Zenon  cherche  à  mettre 
en  lumière  dans  l'argument  célèbre  d'AcbUle  et  de  la  lnrlHe('). 
Achille,  courant  après  une  tortue,  ne  la  ratrappera  pas;  en  cflct, 
toit  a  l'avance  de  la  tortue  {c'est  une  longueur,  donc  une  pluralité 
de  points,  d'après  la  théorie  à  combattre];  lorsque  Achille  aura 
parcouru  la  dislance  a,  la  tortue  aura  parcouru  une  nouvelle  dis- 
tance b  ;  celte  distance  il  l'audra  qu'Achille  la  parcoui-e  à  son  tour  ; 
pendant  ce  temps,  la  tortue  s'avancera  de  c  ;  et  ainsi  de  suite  indé- 
Gaimeat,  la  tortue  restant  toujours  en  avant.  On  voit  comment  se 
peut  expliquer  ce  paradoxe  :  le  raisonnement  de  Zenon  décompose 
en  une  inTmité  de  longueurs  partielles,  a  plus  b,  plus  c,...  la  dis- 
tonce  au  bout  de  laquelle  Achille  raltrappc  effecllvement  la 
tortue,  et  il  imagine  que,  i>our  parcourir  chacunedeces  parties  la 
tortue  emploie  un  temps  appréciable.  Ces  Iiypotlièses  ne  sont  pas 
conformes  aux  conditions  physiques  dans  lesquelles  s'elTectue  la 
poursuite.  D'où  cette  conclusion  naturelle  qu'il  n'est  pas  permis 
de  regarder  une  dislance  comme  une  somme  de  parties  discernables 
ou  de  points.  L'ne  pareille  conception  conduit  à  des  conséquences 
absurbes  et  rend  impossible  l'expUcatioD  mathématique  des  faits 
physiques. 

108.  —  M.  Milhaud  résume  en  ces  termes  ('),  le  rôle  joué  par  les 
philosophes  d'Elée  (Parméntde  et  Zenon)  dans  révolution  des  ma- 
thématiques. Pythagore  a  dit  u  les  choses  sont  nombres  ji.  «  En 
disant  :  non,  les  choses  ne  sonl  pas  nombres,  Parménide  et  Zenon 
rendaient  bien  plus  facile  l'application  du  nombre  aux  choses;  car 
rien  ne  s'opposait  plus  désormais  à  ce  que  le  nombre  s'y  appliquât 
indéfiniment  dans  les  deux  sens,  rien  ne  s'opposait  plus  au  concept 
scientifique  de  Imliniment  grand  et  de  l'infinimeot  petit».  La 

(■)  Nous  n«  parloDi  pat  d«f  conséquences  que  l'on  peut  tirer  des  ai^- 
menu  de  Zékon  relative  ment  au  mouvement.  Peut-ilre,  d'ailleurs,  la 
question  du  mouvement  n'eet-elle  que  secondaire  dans  la  peniéc  du 
philosophe  d'Elée.  Cf.  Pavl  Tannihv,  hc.  cit. 

(■;  Ltçoru  »ur  tta  origine»  de  la  science  grecque,  if<i|3,  p.  arg. 
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notion  générale  du  nombre  se  trouvait,  en  d'aaires  termes,  déli- 
vrée de  toute  entrave. 

Nous  admettrons  donc  que  les  grandeurs  ne  sont  pas  de» 
nombres.  —  Et  si,  pourtant,  elles  sont  des  nombres,  et  une 
révolution  s'impose,  inverse  de  celle  qu'ont  accomplie  les  Ëléates  ; 
comme  l'a  fort  bien  vu  Descartes,  les  progrès  futurs  des  mathé- 
matiques sont  h  ce  prix.  Mais  il  faut  bien  nous  entendre  sur  le 
sens  des  mots  ;  il  faut  tirer  définitivement  au  clair  la  définition 
du  nombre  irrationnel  et  lui  Mer  le  voile  d'infinilude  (')  qui 
l'obscurcissait  aus  yeux  des  Grecs.  Nous  ferons  intervenir  dans  es 
but  une  notion  fondamentale,  dont  nous  nous  sommes  déjà  occupés 
incidemment  lorsque  nous  avons  parlé  d'approximation  arbitrai- 
rement ijranile  en  arithmétique  (n'  47)  et  à'exhaustion  en 
géométrie  :  la  notion  de  limite,  ^ou8  allons  prédser  le  sens  de 
cette  notion  et  en  donner,  sans  aucune  préoccupation  historique 
désormais,  une  double  interprétation,  arithmétique  et  géométrique. 


-  OétlaMoB  ligoarease  des  nombres  irimUoitaels 


109.  Suite  de  nombres  rationnela  convergeant  vers  ans 
limite  rationnelle.  —  Considérons  l'ensemble  des  nombres  ra- 
tionnels qui  sont  voisins  d'un  nombre  donné  c  {positif,  négatif  ou 
nul)  et  qui  sont,  soit  tous  inférieurs,  soit  tous  supérieui-s,  à  ce 
nombre.  Il  y  a  dans  chacune  dos  deu\  classes  de  nombres  ainsi 
déterminées,  une  infinité  de  nombres  de  plus  en  plus  rapprochés 
de  c.  En  effet,  nous  savons  que  l'on  peut  former  des  fractions 
arbitrairement  petites  (aussi  piilites  que  l'on  veut),  par  exemple 

la  fraction  —,  où  m  est  un  nombre  entier  arbitrairement  grand  : 
ajoutant  cl'S  fractions  à  c  ou  les  en  retranchant,  nous  formons  des 
nombres  rationnels  arbitrairement  rapprochés  de  c  [i\a  sens  du 
n"  46). 

Envisageons,  en  particulier,   une  série  indéfinie  de  nombres, 

l'i  MirnEi.STiFEL./lrilAmrti'faj'nJegra,  Nuremberg,  i"\\!\,  lib.  II,  p.  io3 
a  irralionalis  numerua  non  zal  cenis  numtnis,  el  lalel  sitb  quadam  infini- 
talis  iiebula  t. 
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loua  inférieurs  ù  c,  de  plus  en  plus  rapprocha  de  c  ;  numérotons 
ces  nombres  dans  l'ordre  où  nous  les  prenons,  et  désignons-W 
par  les  symboles  ai,  a«,  ....  On.  ■■■  ',  nous  dirons  que  la  suite  des 
nombres  a,,  ...,  a,„  ...  tend  ou  converge  vers  la  limite  (  plus  pré- 
cisémeat  :  limite  supérieure)  c  si,  quelque  petit  que  soU  an  nombre 
donné  e,  on  peut  trotwer  aix  nombre  entier  N  tel  que  la  différence 
c  —  a.  soit  inférieure  à  i  pour  toutes  les  valeurs  île  tiiulice  n  supé- 
rieur à  N . 

Ainsi,  par  exemple  (').  si  l'on  fait 


la  suite  «i,    ....  Oa,   --.  tendra   vers  la  limite    c,    puisque  l'on 
aura 

c  —  a»  =  c  —  ^c  —  Y^^j  _  — . 
et,  par  conséquent,  pour  n  ;>  N  : 

[où  —  est  aussi  petit  que  l'on  veut  si  l'on  a  prb  N  assez  grand]. 

Lorsque  la  suite  tii,  <u,  ...  converge  vers  c,  nous  disons  que  le 
nombre  a„  tend  vers  la  limite  c  pour  n  infini,  ou  que  la  différence 
c^On  tendvers  o. 

Prenons  maintenant,  et  semblable  ment,  une  suite  de  nombres 
6,,  bj,  ...  frn,  ...  tous  supérieurs  à  c  et  se  rapprochant  de  plus  en 
plus  de  c  :  nous  dirons  que  cette  suite  tend  vers  la  limilc  (ou 
limite  inférieure)  c  si,  quelque  («tit  que  soit  s,  on  peut  trouver 
un  nombre  entier  N  tel  que  la  dilTL'rence  h,.  —  c  soit  inférieure  à  s 
pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  N  ;  la  différence  h„  —  c 
teod  alors  vers  o  pour  n  infini. 

110.  Hemanitiea  et  généralisations. — On  remarquera  que  les 
définitions  qui  précèdent  n'exigent  pas  que  la  suite  des  nombres 

(')  Au  n"  6.'>  nous  avooa  défini  uiic  suite  de  polygones  <Ie  i,H, ...  n  cAtês 

dont  les  périmètres  ont  pour  valeur  une  suite  do  nombres  tendant  vers  la 

'    loD^eur  du  cercle  de  My«n  1.  Toutes  les  évaluntions  d'aires  ou  de  vo- 

luinea  faites  par  les  géomètres  anciens  id'aprùs  la  méthode  d'exbaustionj 

reposent  sur  la  considération  de  semblables  suites  de  figuTea. 
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<ii,  ...,  On,  ...  aille  toujours,  sans  exception,  en  croissant,  ou  la 
suite  (les  nombres  6i,  ....  61,,  ...  toujours  en  décroissant.  Nous 
affirmons  seulement  —  en  ce  qui  concerne  les  a,  par  exemple  — 
que,  quel  que  soit  un  nombre  a  moindre  que  c,  u,,  est  si^remenl 
supérieur  h  ff.  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n  et  ne  redescend 
plus  au-dessous  de  la  valeur  a  quelque  grand  que  devienne  n. 

On  remarquera  aussi  que  nous  pouvons  facilement  étendre  notre 
dérmition  de  la  limite  au  cas  d'une  suite  de  nombres  rjui  sont 
tanliit  plus  petits,  tantôt  plus  grands  que  c.  Si  la  (iifférence  des 
nombres  c  et  un  {(Offérence  qui  est  c  —  a„ouan  —  c  suieanl  que 
c ';;>  a„  ou  c  -C  a„)  tend  vers  lu  limile  o  pour  n  aa<jmentant  intléji- 
nimenl,  nowi  dirons  i/ae  la  suite  ai a„  a  pour  limite  c. 

111.  Progressions  géométriques  infinies.  —  Nous  allons 
appliquer  les  définitions  qui  procèdent  à  uu  exemple  remarquable. 
Considérons  la  somme  des  n  premiers  termes  de  progression  géo- 
métrique de  raison  ;*  qui  commence  par  l'nnilé,  c'est-à-dire  la 
somme  : 


et  supposons  la  raison  r  inférieure  a  1 .  D'après  les  n""  31  et  38 
(voir  p.  /|5,  note  1)  nous  avons 

Considérons  alors  la  suite  indéfinie  des  nombres  Si.  si,...,  s„, ... 
oVi  n  prend  toutes  les  valeurs  entières.  Cette  suite  est  croissante, 
puisque  chacun  des  nombres  se  déduit  du  précédent  en  ajoutant 
un  nouveau  terme  de  la  progression  géométrique  ;  d'ailleurs  les 

nombres  s„  St,  ...  sont  tous  inférieui-s  à     _— .• 

Je  dis  que  ma  suite  de  nombres  converge  vers  la  limile  —  .  En 
effet  on  a 


Mais,  lorque  n  >■  N,  c"  est  inférieur  à  r"  (puisque  r  est  inférieur 
k  1),  et  la  puissance  r"  est  un  nombre  aussi  petit  que  l'on  veut 
pourvu  que  N  soit  assez   grand  (n"  40).    Donc     _^    est  bien. 
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d'après  la  définition  donnée  plus  baut,  la  limite  de  Sn  pour  n  infini. 
Nous  exprimons  ce  résultat  en  disant  que  la  somme  de  la  progres- 
sion géométrique  indéfinie 


est  égale  à     .  Ainsi  la  somme 


prolongée  indéfiniment  est  égale  à on  a- 

C'est  là  nn  résultat  qu'énonçait  déjà  explicitement  Archimède 
dans  son  Traité  de  In  )[wxdrature  de  la  parabole,  prop.  a3. 

113.  Alwoisae*.  Intarprétation  géométiique  de  laUmite.  — 
Comme  type  de  grandeur,  noua  prendrons  de  prcf^reiice,  avons- 
nous  dit,  la  longueur  d'un  segment  géométrique  (n"  53).  Conve- 
nons en  particulier  de  toujours  porter  les  segments  sur  une  même 
droite,  dans  une  même  direction,  et  à  partir  d'un  même  point  0 
appelé  origine.  La  comparaison  des  segments  entre  eux  est  alors 
particulièrement  aisée  ['). 


A„    C      Bn     B,  B,     X 


Imaginons,  par  exemple,  que  les  longueurs  soient  portées  du 
côté  droit  (à  partir  de  l'origine  0)  sur  la  droite  indéfinie  (')  X'OX 
(fig.  66)  ;  alors  i  toute  longueur  O.V  correspond  un  point  .V 
(seconde  extrémité  du  segment  OA,  situé  à  droite  du  point  0; 
nous  dirons  que  la  longueur  O.V  est  Vabscisse  du  point  \. 

l>|  La  rapriBentaliDii  det  longueurs  par  des  absciueB  rend  iatuitivei 
toutes  les  propriétéi  que  noui  avoot  dit  appartenir  aux  longueurs.  Ainsi, 
par  exemple,  étant  données  deux  longueurs,  on  en  aura  l'abscisse  de  leur 
loinme  en  les  partant  bout  à  bout  à  partir  du  point  O.  —  Le  produit  do 
deux  longueurs  pourra  d'après  le  §  3  (u°  9'))  être  défini  comme  une  lon- 
gueur, partant  comme  une  abscisse. 

(*)  Le  point  X,  naturellement,  est  quelconque  sur  la  droite  indéfinie  ; 
on  peut  l'éloigTier  autant  qu'on  veut. 

Boiraoï'i.  —  L«  Princip*!  (la  l'Aiwljnc  Dialk6auli(]u(.  9 
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Cela  «lit.  Bup(K>soDS  que  nous  ayons  fait  choix  d'une  unité  de 
longueur.  Alors,  à  tout  nombre  rationnel  a  correspond  une  lon- 
gueur (ayant  ce  nombre  pour  mesure)  qoe  nous  pouvons  porter 
en  abscisse  sur  la  demi-droile  OX.  A  tout  nombre  rationnel,  en 
d'autres  termes,  correspond  une  et  une  seule  abscisse  OA,  un  et 
un  seul  point  A  que  nous  nppellerons  point  représentatif  Htt 
nombre  a. 

Revenons  maintenant  iiux  deux  suites  îndélinies  de  nombres 
a,,  ...  n„,  ,  .  et  !>(,  bi,  ...  !>„  ...  définies  au  n"  109.  Les  nombres 
de  la  première  suite  sont  tous  infirieurs  à  c  ;  donc  les  points 
Ai,  Ai, ...,  A,„  ...  qui  les  représentent  (lif,'.  06)  sont  tous  à  gauche 
du  point  C  représentatif  du  nombre  c  ;  d'ailleurs  lorsque  l'indice  n 
augmente  indéfiniment,  la  différence  c  — a„  lend  vers  o;  donc 
la  distance  du  i>oint  V„  au  [>oint  C  devient  inférieure  à  toutes  les 
longueurs  imaginables;  c'est  pourquoi  nous  dirons  que  le  point 
A„  tend  (sur  la  droite  0  V)  vers  le  point  C,  ou  admet  pour  limite  le 
point  C  [ou  encore  :  que  les  points  Aj,  ....  An,  ...  tendent  ou  wi/i- 
vergent  vers  le  point  C]. 

Pareillement,    les    points  B Bn,    ...    représentatifs    des 

nombres  h\,  ...,  b„,  ...  se  rapprochent  indéiiniment  de  C  (eu  les- 
tant à  droite  de  ce  ^Kiînt)  :  nous  dirons  donc  que  le  point  U.  tend 
vers  le  point  C  lorsque  l'indice  n  augmente  indéiiniment. 

Nous  pourrions  d'ailleurs  i-galenient,  en  vertu  des  remarques 
du  n°  110,  envisager  une  suite  de  points  admettant  pour  limite 
le  même  point  C  et  situés  cependant  tantôt  fi  gauche.  lantAt  & 
droite  de  ce  point. 

113.  Snita  de  nombres  rationnels  oonvergeant  vers  uim 

limite  irrationnell».  —  Sur  la  droite  O.V  définie  ci-dessus,  con- 
sidérons maintenant  une  longueur  OC  qui  ne  soit  pas  mesurée 
par  un  nombre  rationnel.  Nous  savons  qu'en  nous  servant  d'une 
aous-unilé  suffisamment  pclilc,  nous  pouvons  donner  de  la  lon- 
gueur OC  une  mesure  arbitrairement  approchée  qui  soit  un 
nombre  rationnel;  en  d'autres  tenues,  il  existe  des  longueurs 
approchant  arbitrairement  la  longueur  OC,  Koit  par  défaut,  soit  par 
excès,  et  mesurées  par  des  nombres  rationnels.  Considérons  en 
particulier  une  suite  de  telles  longueurs  0\i,  ....  OA.,  ....  toutes 
portées  en  abscisses  sur  la  demi-droite  en  0\,  et  Jouissant  de  la 
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propriété  suivante  :  quelque  petite  que  soit  une  longueur  donnée 
de  mesure  (rationnelle)  i,  je  suppose  qu'on  puisse  trouver  un 
nombre  entier  N  lel  que  la  distance  A„C  soit  plus  petite  que  cette 
longoenr  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  n  supérieures  à  N. 
S'il  en  est  ainsi  nous  dirons  que  i«s  points  A|,  A],  ...  A„  tendeni 
<m  convergent  vers  le  point  limite  C  torttfue  [indice  n  augmente 
indéfinùmat. 

Cette  définition  est  égalemcaU  valable  que  lespoints  Ai .  ...,K,„  ... 
soient  à  ifauche  du  point  C  (comme  sur  la  figure  CO  dont  nouv 
{>ouvons  nous  resservir  ici',  ou  qu'ils  soient  (i  droite  de  C  (comme 
les  pointu  Bi,  ...  Bn,  ..  -  de  la  figure  66)  ou  qu'ils  soient  tantôt  à 
gauche  tantôt  h  droite.  Il  est  donc  inotile  de  spéciGer  quel  eil 
celui  de  ces  cas  que  nous  considérons. 

Lorsque  les  points  A A„,   ...  convergent  vers  C,   nous 

dirons  que  la  suite  (')  des  longueurs  O.Vi,  ...,  0\„,  ...  est  cancer- 
ifente  {')  et  admet  pour  limite  la  longueur  OC.  Et  nous  dirons 
aussi  que  la  sorte  de*  nombres  rationnels  ii,,  ...,  u„  ...  qui  s«)( 
les  mesures  de  O.Vi,  ...  0\„,  ...  eu  une  «  suite  convergente  »  "). 

114.  —  Ainsi  donc,  à  toute  suite  convergente  de  longueurs 
exactement  mesurables  correspond  une  suite  convergente  de  nom* 
bres  1-a^onnels.  La  suite  des  longueurs,  par  hypothèse,  admet 
toujours  une  limite  qui  est  une  longuenr  OC  ;  la  suite  des  nombres 
admet,  elle  aussi,  une  limite  (mesure  de  OC)  dans  le  cas  nit  OC  est 
exactement  mesurable.  Il  eSl  donc  indiqué  d'adopter  la  convention 
de  langage  suivante  :  Chaque  fois  que  nous  aurons  une  suite 
convergente  de  nombres  rationnels  (au  sens  du  n'  113),  nous 
dirons  que  cette  inita  admet  one  limite,  gnl  est  ta  meanre  de  OC, 
et  à  celle  limite  nous  donnerons  le  nom  de  «  nombre  "  ;  si  OC  n'est 


I')  Le  mot  êuile  indique  que  Um  loDgueura  sont  coiuidéroes  lucceiisivc- 
maut,  et  non,  bien  entendu,  qu'elle*  Mot  juxtapoaées. 

I*)  Si,  au  contraire,  tea  poini»  A|,  ...  A.,  ...  ne  tendaient  pas  vcn  un 
point  détermini:,  nout  dirions  que  la  suite  est  diivrgentt. 

I')  Si  le*  lonfneuis  OAi,  ...  OA.,  ...  «ont  toutes  inféneureB  à  OC,  ot  de 
plus  en  plut  grandea,  la  mite  convcr^nte  est  dite  croiaganle.  Si  clio» 
étaiont  toutes  supérieures  à  OC  et  de  plua  en  plus  petites,  la  suite  serait 
dieroiHanl«.  —  Si  lei  longueurs  OA|,  ...  OA,,  ...  ne  tendent  pas  vlts 
une  longueur  déterminée,  la  suite  a,,  ...  a est  dite  •  divergente  ■. 
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pas  mesuré  par  un  nombre  rationnel  nous  dirons  que  la  limite  esl 
un  nombre  irrationnet. 

115,  —  Cette  délinillon  du  nombre  irrationnel  est  toute  conven- 
tionnelle mais  elle  est  parfaitement  légitime.  De  même  qu'un 
nombre  fractionnaire  n'est  pas  défini  directement,  mais  bien  indi- 
rectement par  un  couple  de  nombres  entiers  (numérateur  et  déno  - 
minateur),  de  mâme  un  nombre  irrationnel  sera  défini  indirecte- 
ment par  une  suite  convergente  (indéfiniment  prolongeable)  de 
nombres  rationnels. 

Deux  nombres  irrationnels  seront,  par  définition,  déclarés  égaux 
ou  inétjaax,  suivant  qu'ils  sont  mesures  de  longueurs  égales  ou  de 
longueurs  différentes.  Ainsi,  deux  suites  convergentes  a,,  ...a„, ... 
et  b,,  ...,  bn,   -..  (làJîiiirofU   le  même  nombre  si  les  extrémilés 

Ai,  ,..,  Ah,  ...    el  U, B,„  ...  des  abscisses  correspondanles 

tendent  ivrs  an  même  point-Umite.  Considérons  d'ailleurs,  en  ce 
cas,  (en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  les  nombres  b  supérieui's 
aux  nombres  a)  la  suite  des  nombres  rationnels 

(6,_o,).(6,_„,),  ....(6„_o„).  ... 

qui  mesurent  les  longueurs  A|B|,  ...,  AnB»,  ...  arbitrairement 
petites  pour  n  arbitrairement  grand  ;  cette  suite  est  convergente 
et  admet  pour  limite  zéro.  Réciproquement,  si  la  suite  des  diT- 
férences  {6i  —  a,),  ...  {b„  —  a„),  ...  admet  la  limite  o,  les  deux 
suites 'II,  ,..,  (i„,  ...  et  6|,  ...,  b«,  ...  définissent  le  même  nombre. 
Ainsi,  nous  sommes  en  état  de  définir  l'égalité  (')  de  deux 
nombres  irrationnels  sans  faire  intervenir  à  nouveau  la  notion  de 
longueur  géométrique. 

II  résulte  des  remarques  qui  précèdent  qu'une  suite  conver- 
gente de  nombres  rationnels  définit  un  nombre  'rationnel  ou 
irrationnel)  et  un  seul,  tandis  qu'un  nombre  quelconque  peut  être 
considéré  comme  limite  de  plusieurs  (')  suites  différentes  de 
nombres  rationnels.  En  revanche,  il  ne  correspond  à  un  nombre 

(■)  Nous  (lirons  indiR^remmeut,  sans  faire  de  diBiinctioii  entre  ces  deux 
locutions,  qu'un  nombre  est  égal  à  un  autre  nombre  ou  qu'il  est  le  mima 
nombre. 

(*)  On  peut  construire  autant  de  suites  convergentes  que  l'on  voudra 
qui  aient  pour  limites  le  même  nombre. 
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quelconque  qu'une  seule  abscisse  OC  et  réctproi/uemenl  [lorsque 
l'on  a  choisi,  une  fois  pour  toutes,  un  axe  et  une  direction  des 
abscisses,  une  origine  et  l'unitû  de  longueur  {n"  OB)].  Il  y  a  coïn- 
cidence exacte  entre  la  notion  de  nombre  et  celle  d'abscisse. 

116.  Opérations  effsctuées  sur  les  aombr«H  Irratiannels. 
—  Pour  avoir  le  droit  de  considérer  les  nombres  irrationnels 
-comme  Formant  avec  les  nombres  rationnels  une  classe  unique  de 
nombres,  il  faut  que  nous  ayons  délini  l'addition,  la  soustraction, 
la  multiplication,  la  division,  l'élévation  aux  puissances  des 
nombres  irrationnels,  et  il  faut  que  nos  définitions  satisfassent  k 
ia  condition  suivante  [cf.  les  remarques  faites  au  n°  31  it  pi-opos 
des  fractions]  :  toutes  les  fois  que  tes  nombres  sur  lesquels  nous 
opérons  se  trouvent  élre  rationnels,  les  opérations  dé  fin- es  doivent 
être  identiques  aux  opérations  de  t arithmétique  élémentaire  qui 
portent  le  même  nom. 

Or  cette  condition  sera  remplie  si  nous  délînissons  les  o[>cra- 
(ions  fondamentales  relatives  aux  nombres  irrationnels  comme 
opérations  correspondantes  de  celles  que  nous  savons  eifectuer  sur 
les  longueurs  (<). 

Im  somme  oa  la  différence,  le  produit  ou  le  quotient  de  deux 
nombres  quelconques  c  et  c'  sera  le  nombre  qui  mesure  la  somme, 
la  diirérence,  le  produit,  uu  le  quotient  des  abscisses  mesurées  par 
«  et  c'.  r.i  puissance  ni*""  ou  la  racine  m*"«  d'un  nombre  c  (pour 
ni  entier)  sera  le  nombre  qui  mesure  la  puissance  m*'^*  ou  la  racine 
niùms  de  l'abscisse  mesurée  par  c. 

1 1  importe  d'observer  que  l'extraction  d'une  racine  d'ordre  p  est, 
4itns  la  théorie  des  nombres  irrationnels,  une  opération  toujours 
possible.  En  cflet,  nous  avons  vu  (48)  que  l'on  peut  calculer  des 
valeurs  (rationnelles)  de  plus  en  plus  approchées  (arbitrairement 
approchées)  de  la  racine  /j*°"  d'un  nombre  rationnel  quelconque.  On 
démontre  facilement  que  les  longueurs  mesurées  par  ces  valeurs 
approcbées  convergent  vers  une  longueur- limite  dont  la  mesure 
sera  la  racine  f^*  en  question. 

Après    avoir   délîni   les  opérations   fondamentales,  on   pourra 


l'I  Les  produit»  et  quotients  étaotiléfinis  c 
liiui  qull  «  été  dit  au  n"  !)'i. 
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élendre  au  domaine  des  nombres  irrationnels  toutes  lex  rhjles  de 
calcul  relatives  aux  pmpoiiions  ou  aux  proi/rensions  anlhmiHii/ues 
et  'jéamétriqaes  {comparer  n°  38). 

(Vcsl  là  un  Tait  que  le  lecteur  établira  aisément  lui-même. 

117.  OélinlUoa  «rithmAUque  dea  aombras  irrationnels. 

—  Pour  définir  les  suite»  convergenlea  de  nombres  rationnels, 
nous  avons  eu  recours  à  la  notion  d'abscisse.  Cet  appel  à  la  géo- 
métrie n'est  point  indispensable. 

On  peut  donner,  en  effet,  des  snitea  convei^ntes  croUsantea  ou 
décroissantes  une  défmition  purement  arithmétique.  Une  niifetie 
nombres  rationnels  croissants  (fui restent  tous  inférieurs  à  an  même 
nombre  fixe  sera  dite  converijeiite;  de  même  ane  suite  de  nombrer 
décroissants  <fui  retient  Ions  supérieurs  à  un  même  nombre  fixe.  Cel* 
posé,  on  dira  qu'une  suite  convergente  ite  nombres  croissant» 
II,,...  a„,...  et  une  suite  de  nombres  décroissants  i,,...  fi„,...  défi- 
nissent un  nombr*  si  la  différence  6„ —  a„  est  arbitrairement  petïlc 
pour  n  arbitrairement  grand   '). 

Cette  définition  est  d'accord  avct;  ks  jtroprtétés  des  nombres 
rationnels  qui  ont  été  étnblies  en  anllunélique.  En  elTet,  si  la  stiite 
<!,,...  (!„....  [on  A,,...  6i<,...|  admet  [KMir  limite  un  nombre  rationnel 

—  c'est-à-dire  s'il  existe  un  nombre  c  tel  que  la  différence  c — n„ou 
An  —  c  devienne  arbitrairement  petite  [tour  n  arbitrairement  grand 

—  les  bypotliôses  que  nous  disons  sur  les  deux  suites  indiquent 
qu'elles  admettent  nécessairement  In  même  limite  :  donc  il  leur 
correspond  un  nombre  c  et  un  seul  que  nous  dirons  être  défini  par 
ces  deux  suites. 

S'il  n'existe,  par  contre,  aucun  nombre  rationnel  qui  soit  limite 
des  deux  suites,  nous  dirons  que  ces  suites  ont  pour  limite  un 
nombre  irrationnel. 

Partant  de  li.  nous  [touvons  déiinir  n  priori  'c(.  116)  les  di- 
verses opériitions  relatives  aux  nombres  irrationnels  et  démontrer 
que  ces  opérations  coïncident  bien  avec  les  o))ératious  arithmé- 
tiques de  mémo  nom  daus  le  cas  particulier  où  les  limites  des 
suites  considérées  sont  des  nombres  rationnels. 


',  si  qudqut  petit  qut  « 
r  N  Ipl  que  *.  —  a.  < 
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118.  Remarqoe.  —  Il  faut  mnatqner  toutefois  que  l'on  n^ 
peut  lé^timer  complètement  la  définition  arithmétique  du  nombre 
irrationnel  et  établir  l'équivalence  de  cette  définition  et  de  celle  du 
n°  114  qu'en  admettant  à  priori  certains  postulats  indémontrables. 
Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  notre  Deuxième  Livre  (chap.  v, 
$  7)  et  iefons  connaître,  d'autre  part,  une  nouvelle  déûaition  du 
nombre  irrationnel  qui  est  indépendante  à  la  fois  de  la  notion 
d'abscisse  et  de  celle  de  limite. 

110.  Hemarqae  sur  la  aeiM  du  mot  absoiaae.  —  ?iou8 
avons,  au  n°  113,  délini  l'abscisse  comme  une  longueur.  Mais 
étant  donné  l'analyse  qui  précède,  les  notons  d'abacisse  et  de 
nombre  sontpour  nous  rigoureusement  équivalentes.  C'est  pourquoi 
nous  pourrons  désigner  désormais  par  le  même  mot  abscisse,  la 
longueur  définie  au  n°  112  (/un^ueuf-atscmc)  et  la  mesure  de  cette 
longueur  [nombre  abscisse). 


7.  —  Expressions  arithmétiques  convergentes.  Séries  {') 

120.  —  >ou9  avons  considéré  le  nombre  irrationnel  comme  la 
limite  d'une  suite  convergente  de  nombres  rationnels.  Il  convient 
de  compléter  nos  définitions  en  montrant  comment  il  sera  efTecti- 
vement  possible  de  former  de  telles  suites.  Nous  allons  donc  indi- 
quer quelques-ans  des  procédés  tes  plus  simples  au  moyen  desquels 
on  peut  définir  la  succession  des  nombres  d'une  suite;  J'entends 
par  là  :  définir  la  loi  qui  permettra,  étant  considérée  une  suite, 
d'en  calculer  autant  de  termes  que  l'on  voudra.  [Les  nombi-es  de  la 
suite  peuvent  ici  être  supposés  irrationnels  aussi  bien  que  ra- 
tionnels.] 

121.  —  Reprenons  d'aboi-d,  et  énonçons  maintenant  sous  sa 
forme  la  plus  générale,  le  définition  des  suites  convertfenles . 

(']  l.e«  notions  de  convergence  et  de  série  ne  se  préciséTent  tout  à  tait 
dans  l'esprit  des  géomètres  qu'au  début  du  Xix<  siècle,  sous  l'influence 
d'AsKi.  et  CAtiGHY,  en  particulier,  (Voir  par  exemple  le  Cour»  d'analytt 
algébrique  de  Ca\;cby,  1821).  Cf.  infra,  Dtux.  LiV.,  ch.  vi. 
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Soit  donnée  une  suitequelconqueindciînieOe  nombres ralionncis 
ou  irrationnels  : 


c'cst-à-ijïre  soit  défini  un  procédé  permettant  de  déduire  chaque 
nouveau  nombre  de  ta  suilc  de  cenx  qui  le  [jrécèdent.  !^'il  existe 
nn  nombre  c  tel  que  la  différence  de  c  et  du  n^"">  nombre  de  la 
suite,  devienne  arbitrairement  petite  pour  n  arbitrairement  ijrand, 
noua  dirons  que  U  suite  est  convergente  et  admet  pour  Umite  le 
nombre  c;  nous  entendons  par  cet  énoncé  (cf.  110)  que,  quelque 
petit  ijue  soit  un  nombre  donm'  quelconque  t.  on  [)eut  toujours 
trouver  un  nombre  entier  N  tel  que  pour  n  >  N,  la  différence  de 
e  et  Qa  soit  inférieure  i  i. 

122.  Séries  convergentes.  —  Considérons,  en  particulier 
une  suite  convergente  de  quantités  de  plus  en  plus  petites 
II,,  «j,  ...  «„,  ...  ayant  pour  limite  o.  Posons  : 


Les  nombres  croissants  x,,s^,  s„,...  forment  à  leur  tour  une  suite; 
si  cette  suite  est  convergente  elle  déflnit  un  nombre  rationnel  ou 
irrationnel  c  :  on  dit  aloi-s  que  le  nombre  c  cstlusonimf  de  lasérie 

conoerijenle  u,  +  «,  4-  ...  +  ««-i-  ...  et  l'on  écrit  (')  : 


les  nombres  «,.  (i„...  ii»  étant  appelés  termes  de  la  série. 

Plus  on  considère  de  termes  dans  la  somme  écrite  ci-dessus, 
plus  la  valeur  de  cette  somme  est  approchée  de  la  valeur  c.  La 
somme  «„+,  -+-  Un-yt  ■+■  ...  différence  entre  la  somme  de  la  série 
c  et  la  somme  Sn  de  ses  n  premiers  termes  fend  donc  vers  la  limite  o 
lorsque  l'on  donne  à  n  des  valeurs  arbitrairement  grandes. 

Supposons,  en  prticulier,  que  (II,  Ui,  u„,...  soient  respectivement 
des  fractions  de  dénominateurs  i,  lo,  lo',...  lo",...  Alors  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  est  de  la  forme  : 

"'        lo        lo'       '■■        lo"-'' 
(i)  Comme   d'habitude,  lei  poinU..,  tiennent  ici  place  des  ferme*  non- 
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a„  a,,...  a„  étant  des  nombres  entiers  moindres  que  lo  ;  cette 
somme  est  un  nombre  décimal  qui  an  —  i  cb'ffres  décimaux. 
Ainsi  un  nombre  décimal  auquel  on  ajoute  indéfiniment  de  nou- 
veaux chifTres  décimaux  est  la  somme  d'une  série  convergente,  — 
somme  qui  peut  être  un  nombre  rationnel  on  un  nombre  irra- 
tionnel. 

Considérons,  par  exemple,  la  mesui-c  de  la  longueur  de  la  cir- 
conférence de  loyon  i.  Cette  mesure  est  un  nombre  irrationnel 
fjoe  nom  appelons  2  .  tt  et  nous  pouvons  écrire,  d'après  le  n°  67 

.  =  3  +  -L+"-,H     ^  +  ... 
10       10'       10' 

ce  qui  est  la  même  chose  que  l'égalité 

.^.-=3.1^:.... 

expression  qui  approcliera  de  plus  eu  plus  la  mesure  cherchée 
lorsque  nous  en  déterminerons  un  plus  grand  nombre  de  déci- 
males. 

Un  autre  exemple  de  série  convergente  est  la  progression  géomé- 
trique de  raison  injérieure  à  i  que  nous  avons  considère  au  n°  111 


Considérons  encore  la  série  suivante  : 


On  démontre  que  celte  série  est  convergente  et  l'on  appelle  (') 
e  le  nombre  irrationnel  qui  est  sa  limite.  La  valeur  approchée  de 
ce  nombre  est  : 

3,718481838459045... 

I^e  nombre*  jouit  de  remarquables  propriélés  sur  lesquelles  nous 
aurons  à  revenir.  Hermite  &  AimouVté  en  187.'}  qu'il  est  transcen- 
dant, c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  être  considéré  comme  le  résultat 

{')  Nous  verrons  plui  loin  comment  historiquement  lo  nombre  e  s'est 
ialroduit  en  algèbre. 
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d'auciinâ  coiubinsisoD  d'opérations  fondamentales  efTeetuées  sur 
l'unité  (plus  précisément;  on  ne  peut  former  aucune  éijuation 
poljnoinale  ayant  pour  coeHicieuts  des  nombres  lationnels  dont 
le  nombre  e  soit  racine,  voir  p.  8i,  note  3).  Pour  obtenir  une 
expression  exacte  du  nombre  e,  il  fimdrait  elTecluer  une  combi- 
naison comprenant  une  inlinilé  d'opérations. 

123.  —  Les  considérations  qui  précèdent  peuvent  être  géaé— 
ralisées.  Knvisagcoiis,  d'une  manière  gémirale,  une  combinaison 
com[>osce  d'o^iérations  dont  le  nombre  peut  être  augmenté  indé- 
fmiment  suivant  une  toi  délenuinée.  Cette  combinaison  csl 
ap|)eléc  «  e&preiision  aritlimétîque  >.  ^i  la  suite  des  nombres  qu'elle 
représente  lorsqu'on  multiplie  indéfiniment  les  opérations)  con- 
verge vers  une  llinilc  c,  l'expression  aritlimétique  est  dite  ainver- 
ijenle  et  le  nombre  c  est  sa  limite. 

La  série  convergente  définie  cî-ileasus  est  le  type  le  plus  simple 
d'expression  arithmétique  convergente,  puisque  c'est  une  combi- 
naison d'additions  seulement.  Une  combinaison  d'additions  et  de 
soustractions  sera  également  appelée  «Me  :  ainsi  l'expi-easion  : 


6       i>       7       9 

qui  peut  être  prolongée  indéfminicnt  suivant  une  loi  bien  api>arente 
est  une  «  série  convergente  ».  Letbni?.  (')a  démontré  qu'elle  a  pour 

limite  le  nombre  .'  (n  étant  la  moitié  de  la  mesure  du  cercle  de  , 
rayon  i). 

Une  autre  exprcsnion  arithmclique  convergente  est  celle  {tar  la- 
quelle François  Viètci'^)  |>ro]iose<ledélinir  te  nombre  r  : 


{')  De  vera  pnpoHiena  eircuU  ad  quadralum  circunucnpbtm  in  n 
ralionalibua.  Acta  eruditorum,  i^H:i,  |>.  /fi,  et  suiv.   et  Malh.  Werkr,  t.  V, 

p. ,.«. 

('}  Vatwrum  de  rebut  mailiewuUteU  mponicrum  liber  \lll,  clup.  xtui. 
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dans  celle  expression  le  nombre  des  radicaux  peut  être  indéfini- 
ment inulliplic  ;  l'expression  eïl  convergenle  et  a  pour  timîlc    ■ 

WaUis{^)  et  \ord  Brouncker,  d'autre  pari,  formèrent  —  toujours 
pour  délinir  le  nombre  n,  —  les  expreraiona  coDvergenles  sui- 
vantes : 

»  ■  "  j  7  •  9  ■  9  •  •  '  ^U  - 
G  .  C  .  8  .8.8.  lo  .  10  ... 


quionlrespeclivemenlpourllmilcs  et  .  La  serondecxpi'cssion  ('), 
composa  d'une  cascade  indéfinie  de  fractions  est  appe\ée /raelion 
continue  (fractio  conli'mta  p-acta).  Des  expressions  convetgenles 
de  même  forme  avaient  déjà  été  étudiées  a»  xvi'  siècle  par  t'algé- 
briste  liombelti  {']  de  Ikilogne. 

124.  BxproBBiiMM  oonvergentSB  où  ligure  un  nombre  qui 
«agm9nts  iadâfinlmcnt.  —  Il  existe  des  expressions  ai-illimé- 
tiques  convergentes  qui  se  pi-ésentent  sous  une  forme  antre  que 
colle  dont  nous  venons  de  parler. 

Considérons  une  comhinaisnn  d'opérations  effectuées  sur  le 
nombre  enlier  ou  rationnel  n  et  supposons  que  ce  nombre  prenne 
des  valeurs  arbitraires  de  plus  un  plus  (franiies  :  si  la  suite  des 
nombres  rournis  par  la  combinaison  considérée  (pour  les  valeurs 
successives  de»)  converge  vers  une  tiinile  r,  la  combinaison  est 
une  t.  expression  aritlimétiqua  convergenle  •  dont  la  limite  est  c. 


(')  Voir  Wai-i-Is.  ArUhnxtlica  inpnitorum,  ifi.'iS,  O/iera  I,  p.  lfli|-75. 

(')  La  loi  suivant  laquelle  celte  e\preHioii  est  formée  esl  manifeste  : 
le*  nombres  i,  y,  5ii,  1»,  Ri,...  sont  en  effet  les  carrés  des  nombres  impair» 
successifs  I,  1,  Ti,  7,  1),  elc. 

{")  "L'Algebra,  iSji).  p.  Vt-'i-  (Bibl.  N.  V.  fij)*-!]- 
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Ainsi  (')  l'on  démontre  que  le  nombre  : 


i-;y 


où  H  esl  un  nombre  entier,  se  rapproche  tie  plus,  do  nombre  e 
défini    plus   haut    lorsque  n  prend   des    valeurs    arbitrairement 

grandes.  Nous  dirons  donc  que  l'expression  (■  H — 1   admet, poar 
n  infiniment  i/rand,  la  limite  e,  et  nous  «écrirons  : 

r.  ^=  limite  de  (  I  +  -  )    pour  "  infini, 
ou  simplement  : 

'='i- (■-;)"■ 

n  infini   \  "^ 

L'expression  : 


où  a  est  un  nombre  quelconque  et  n  un  nombre  entier  arbitraire- 
ment grand,  est  égaleiiienl  convergente  :  sa  limite  est  en  général 
un  nombre  irrationnel. 

Nous  pourrions  facilement  allonger  la  liste  de  ces  exemples,  car 
la  combinaison  des  opérations  arithmétiques  indéfiniment  répétées 
ou  portant  sur  des  nombres  indéfiniment  croissants,  otTi-e  h.  l'ingé- 
niosité du  mathématicien  des  possibilités  illimitées.  Nous  revien- 
drons plus  loin  sur  ce  sujet  cl  nous  étudierons  en  détail  certaines 
expressions  convergentes,  les  séries  en  [larticulier.  Nous  aurons 
ainsi  l'occasion  d'insister  sur  les  didicultés  d'une  nature  assez 
délicate  auxquelles  donne  lieu  l'étude  de  la  convergence  lorsque 
l'on  cherche  à  l'approfondir. 


(')  Voir  aiusi  sur  l«a  expreHion*  de  ce  type,  in/ra,  TraU.  liv.,  ch.  : 

S'- 
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ê.  —  Les  nombres  relatifs 


\QS.  Absoiues  des  Baas  opposés.  —  Après  avoir  réconcilié 
de  noire  mieux  les  notions  de  grandeur  continue  et  de  nombre 
rationnel  discontinu,  nous  allons  poursuivre  l'étude  générale  des 
nombres  (irrationnels  ou  rationnels)  qui  représentent  des  grandeurs. 

Nous  avons  reconnu  plus  haut  l'intérât  qu'il  y  a  a  représenter 
les  nombres  sous  forme  d'abscisses  (').  Cependant  il  y  a,  dans  In 
TiguratioD  géométrique  des  abscisses  une  dissjmétrie  choquante 
qui  semble  en  diminuer  la  valeur. 

Sur  la  droite  indéhnie  (ou  axe)  \'0\  tous  les  points  situés  d'un 
même  côlé  (par  exemple  à  ilroile)  de  l'origine  0  ont  des  abscisses, 
et  sont,  par  conséquent,  déterminés  par  des  nombres  (irrationnels 
ou  rationnels);  au  contraire  les  points  situés  à  gauche  de  0  n'ont 
pas  d'abscisse;  il  ne  leur  correspond  aucun  nombre. 

Cependant  nous  pouvons  désirer 
raisonner    sur  les    [«oints    situés  à      X'       A'       o        a         x 
gauche  de  0  comme  sur  les  points  ^     , 

situes  a  droite;  nous  remarquerons 

alors  qu'il  suffit  de  renverser  la  direction  suivant  laquelle  les 
segments-abscisses  sont  portés  sur  X'X  pour  que  les  points  de  OX' 
soient,  à  leur  tour,  dénnis  par  des  abscisses.  En  indiquant,  autre- 
ment dit,  non  seulement  la  valeur,  mais  aussi  le  sens  du  segment 
0\,  nous  pouvons  regarder  tout  point  A  de  la  droite  \'\  comme 
délîni  par  une  abscisse.  Par  exemple,  si  la  droite  X'X  est  orientée 
d'ouest  en  est,  et  si  (*)  longueur  OA  =  longueur  0\'  =^  a 
(fig.  67),  nous  conviendrons  de  dire  que  A  est  le  point  d'ahscisae 
u  a,  est  »,  et  .A'  le  point  d'abscisse  <<  a,  ouest  ». 

Mais  il  ne  suffît  pas  de  distinguer  deux  classes  dilîérenles  d'abs- 
cisses ;  il  faut  apprendre  à  les  comparer,  c'est-à-dire  effectuer  des 
calculs  qui  portent  à  la  fois  sur  des  abscisses  est  et  sur  des  abscisses 
ouest. 

(•)  Voir  le  n"  119. 

0  Nous  supposons  l'unité  de  longueur  fixée  une  fois  pour  toutes  ;  noua 
pouvons  prendre  alon,  pour  abréger,  l'expreBsion  ■  longueur  OA  i  dans 
le  sens  de  ■  meauie  de  la  longueur  OA  >  et  regarder  les  mots  ■  abscises  n 
et  (  nombre  abscisse  ■  conuae  équivalents  (cf.  i  icj). 
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Comment  y  parvonii?  La  question  est  (Jélîcalc,  cai  l'Aritlimé- 
tique  ne  nous  autorise  à  calculer  que  sur  des  unités  de  même 
espèce  :  il  n'est  pas  permis,  comme  on  dit  vulgairemcnl, 
d'adililionncr  des  bottes  avec  des  gendarmes.  Cependant,  si  nous 
analysons  les  notions  d'addition  et  de  souatraction  géoœéLriques 
introduites  au  n°  83,  nous  trouverons  que  ces  ootlons  conservent 
toute  leur  signification  lors  juènie qu'on  les  applique^  dei  ae^meats 
qui  n'ont  pas  tous  le  m<ïme  sens,  et  que,  par  cone^ueal,  les  abs- 
cisses de  sens  opposes  sont  des  <■  grandeurs  comparables  n  au  seos 
du  n"  65. 

136.  Opéi-ations  sur  les  langueurs -absolasea.  —  Itcvenons 

à  notre  conception  pi-cmîére  des  abscisses  délinîes  cominc  segments 

nu  longueurs  de  segments,  et  ooasi- 

Q      5  s     A      C  diirons  deux  abscisses  OA  et  OB  lU- 

i-î(fées  de  O  vors  X  (Gg.  G8)  ;  j'entends 

dii-e    par   là  que   les   exUémîtés   A 

el  It  sont  entre  0  et  \  ;  d'une  manière  générale,  en  efTet,    tuMU 

altribuerons  à  iin   segment  Ici  que  OA  ou  OB,  ou  OA',  fig.  tiy 

le  sens  qai  v<i,  tia  point  0,  nommé  le  premier,  ikis  rextrénnté  A 

ou  B  ou  \'. 

Désignons  par  a  et  t  les  longueurs  de  OA  et  OB.  Pour  ajouter 
les  abscisses  a  et  b,  nous  de\on£  maaifestement  porlcr,  ii  partir  de 
A,  el  à  droite  de  ce  point  (c'cst-à-dire  dan^  le  senx  du  segment  t>ll) 
une  longueur  égale  à  t.  l'our  rcirancber  b  de  a,  dous  devons  h 
partir  de  A,  porter  la  même  longueur  en  sens  inverse.  Ainsi  sur  b 
fig.  68,  la  somow  a  +  6  est  l'abscisse  OC,  la  différence  A  —  B 
est  l'abscisse  OD. 

Les  opérations  additive  et  soustractivc  que  nous  déCnis- 
sons  ainsi  ne  supposent  nullement,  au  )>oiut  de  wa  géométrique 
tout  au  moins,  que  b  soit  plus  (tetit  que  a.  Elles  sont  encore  pos- 
sibles si  b>  a  [le  point  I),  construit  comme  il  a  été  dit  tombe 
alors  à  gauche  du  point  0],  bien  qu'en  ce  cas  la  dilTércnce  n  —  b 
n'ait  plus  de  sens  arithmétique. 

Il  j  a  plus.  Nos  opérations  conservent  un  sens  jféométrique  biffn 
défini  lors  même  que  les  abscisses,  ou  les  segments  0.\  el  Olï  sont 
de  sens  contraires  (cas  de  la  fig.  6g).  Si  nous  portons,  en  ce  cas, 
sur  l'axe  X'OX.  à  parlir  du  point  A,  tin  segment  égal  à  OB  et  dirigé 
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dans  le  sens(')  de  ce  sèment  (siluéparconséqDent  à  gauche  de  A), 
nous  obtenons  «ne  longaeor  OC  bien  déterminée  qi»e  nous  pouvrms 
oonlifKKT  i  appeler  somme  des  abscisses  OA  et  OB  ;  tandis^foe  nous 
appellervns  différence  de  ces  abscisses  rnl>s<:isse  OD  obtenue  m 
portaot  à  partir  do  pcHnt  A  un  segment 

^1  k  OB  et  dirigé  dans  le  wns  de  II     ^~~J      J    J[    [| 

vert  O.  ^, 

La  multiplication  d'une  abscisse  OA 
on  OB  par  un  nombre  n  est  également  une  opération  bien  déûnie, 
quel  que  soit  le  sens  de  l'absciase;  le  résultat  est  une  abscisse  do 
même  sens  que  OAou  OBe(  égale  èin  fois  (*)  la  longueur  OA  ou  OB. 

Cela  élaot,  ne  serait-il  pas  possible  d'élargir  un  peu  le  cadre 
de  la  vieille  arithmétique  afin  d'y  introduire  ce  calcul  d'un 
Douvean  genre  qui  permet  de  combiner  des  abscisies  de  senis 
opposés? 

137.  Abaeiaaea  on  nombrss  positifs  on  négatifs.  —  l'aisons 
d'abord  une  convention  de  langage  qui  est  1res  naturelle  après  ce 
que  nous  venons  de  constater. 

Rsportons-DOus  à  la  ligure  67  et  considérons  le  point  A'  situé  k 
gauche  de  0  &  la  distance  OA'  ^  a.  Par  analogie  avec  notre  défi- 
nition de  la  soustraction  géométrique,  nous  conviendrons  de  dire 
que  le  point  A'  est  obtenu  en  soustrayant  la  longueur  OV  de 
l'abscisse  {é<jnk  à  o)  du  point  O  :  pour  désigner  alors  l'abscisse 
du  point  A',  appelée  tout  Ji  l'heure  «  a  oaesl  »,  nous  dirons  :  zêm 
moins  a  ou  moins  a  et  nous  écrirons  :  —  a.  Quant  h.  l'abscisse  du 
point  A  (fig.  67)  nous  la  désignerons  indifTéremnient  par  +  a  ou 
par  la  simple  lettre  a.  Ces  conventions  nous  amènent  Ji  appeler 
Miis  positif  le  sens  primitivement  (et  d'ailleurs  arbitrai remcnl) 
choisi  comme  direction  des  segments  definissanl  les  abscisses  (sens 
de  O  vers  X)  :  c'est  le  sens  de  l'addition  ;  le  sens  opposé  sera 
appelé  netis  néijalif  :  c'est  le  sens  de  la  souslrnction.  En  consé- 
quence, l'abscisse  de  tout  point  situé,  par  rapport  à  l'origine  dans 


(<)  C'eat-A-dire  le  hi»  de  O  ver^  B  (voir  ci-dessua). 

(')  Cette  locntioQ  a  un  mdi  ior«  même  que  n  est  irrationnel,  puisque 
le  fwoduit  de  deux  nombrei  iiratioanels,  n  X  longueur  OA  ou  OB,  a  élu 
défini  comme  nombre-alMciMe. 
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la  direction  posili\e  sera  dïle  :  abscisse  positive;  l'abscisse  de  tout 
poinl  situé  do  l'autre  côté  sera  dite  abscisse  négative  ('). 

D'ailleui-8  nous  avons  été  conduits  au  S  6,  à  considérer  les 
abscisses  comme  des  nombres.  Nous  conviendrons  donc  de  dire 
que  les  abscisses  jiositives  sont  des  nombres  positifs  et  que  les 
abscisses  négatives  sont  des  nombres  né<jalifs. 

Cette  Ifrminologie  est  orbilraire,  mais  elte  est  féconde  en 
suggestions  :  le  jour  oîi  elle  a  été  universellement  adoptée,  une 
grande  révolution,  dont  nous  verrons  plus  loin  les  effets,  s'est 
trouvée  accomplie  dans  la  science  du  calcul. 

Sans  doute,  il  y  avait  longtemps  que  les  arithméticiens  savaient 
distinguer,  comparer  et  combiner  des  grandeurs  de  sens  opposés. 
Diopbante(voir  n''^?,  note  i)  raisonnait  sur  des  grandeurs  ajoutées 
ou  retranchées  (').  Avec  plus  de  hardiesse  [son  Deux.  /,iu.,chap.i), 
les  Hindous  a  valent  cotlifîé,  et  jujussérortloindanssesapplicatioDs, 
le  calcul  des  biens  et  des  dettes  (propriétés  et  délies,  promis  et  dé- 
chels)  {').  Et,  trouvant  comme  solution  d'un  problème  le  nombre 

—  7  ,"  >  Nicolas  Chuquet  (')  déclarait  ;  «  Ainsi  ce  calcules!  vrai, 
qu'aucuns  tiennent  impossible  »,  Cejtendant,  lorsque  Diopbanle 
parlait  de  grandeurs  retranchées,  il  n'entendait  point  dire  qu'elles 
fussent  inférieures  à  zéro  et  il  s'arrangeait  de  manière  qu'elles  soient 
toujours  soustraites  de  grandeurs  plus  grandes  ;  au  xvi"  sîtcle 
encore.  Michel  Stifel,  —  qui  voyait  clairement  que  raisonner  sur 
des  quantités  négatives,  c'est  raisonner  c<  sur  des  nombres  moindres 
que  o,  c'est-à-dire  moindres  que  rien  «,  —  Michel  Stifel  quali- 
fiait ces  nombres  de  nombres  absurdes  (s)  {nnmeri  absardi)  ; 
Cardan  (*)  les  appelait  nombres  feints  (numeri  Jicii).   Ce   n'est 

(*)  On  disait  autrefoi»:  positif  el  privatif  oaaffirmatif  et  négatif.  L'naxe 
aar  lequel  on  a  choisi  un  sens  posiiiF  et  mi  lens  négalit  est  dit  •  dirigé  ■ 
ou  ■  orienlé  >. 

(  )  J!:i,î;£iî  el  Xei^iiiî.  Œuf.  de  Dîopk.,  éd.  Tannery  I,  p.  i3  et  Buiv. 

('')  Cf.  RoDET,  Journal  asiatique,  t.  XI,  1K78,  p.  nj  et  la  théorie  des 
équalioiis,  infra,  Drux.  Liv. 

(')  Lt  Triparti/,  i^Si,  Eupplémcnt  (voir  p.  n,  note  i',  p.  lip, 
déf.  ,4  1?). 

(*)  Arilhmelica  intégra  {vide,  p.  :ili,  noto  i),  p.  aili. 

(»)  Ars  Magna,  i515,  chap.  I.  Œuv.  IV,  p.  Ml.  Dans  la  résolution  dvs 
équations  algébriques  [vide  infra).  Cardan  demémc  qucSTcvin  {L'arith- 
milique,  i585)  n'hésitent  pas  à  utilitPr  certaines  trans  for  mations  {vide 
Deux.  Liv.,  ch.  i,  S  1)  qui  iiitroduiiiciit  des  nombres  négalits. 
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qu'aprt-B  de  longues  hésitations  que  les  mathématiciens  se  déci- 
dèrent &  ne  point  établir  de  ditTérence  de  nature  entre  les  lon- 
gueurs positives  et  les  longueurs  négatives,  et  à  considérer  les 
mesures  de  ces  deux  sortes  de  grandeurs  comme  une  staleet  même 
classe  de  nombres  (comparer  n"  38  et  97).  Aux  cartésiens  revient 
le  mérite  d'avoir  déQnitivement  consacré  cette  manière  de  voir  en 
formulant  avec  précision  les  définitions  qu'elle  suppose  ('). 

128.  —  Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que  l'on  peut  effectuer 
sur  les  abscisses  négatives,  ou  de  sens  opposés,  des  opérations 
analogues  h  celles  que  nous  avions  déjà  appris  à  faire  sur  les  seules 
abscisses  positives.  Partant  de  là,  il  nous  est  facile  de  constituer 
a  priori  une  théorie  des  opérations  fondamentales,  addition,  sous- 
traction, multiplication,  portant  sur  les  nombres-abscisses  négatifs 
ou  positifs  et  négatifs.  Nous  n'aurons,  pour  cela,  qu'à  inlerpréler 
les  constructions  géométriques  du  n°  126,  et  à  satisfaire  à  la  condi- 
tion générale  suivante  :  il  faut  (cf.  97)  que,  lorsqu'elles  portent 
sur  des  nombres  tous  positifs  (nombres  rationnels  ou  irrationnels), 
les  opérations  que  l'on  défmit  coïncident  rigoureusement  avec  les 
opérations  déjà  connues  qui  portent  le  même  nom.  Or  cette  condi- 
tion sera  remplie  si  nous  convenons  d'adopter  les  définitions  et 
règles  que  voici  : 

129.  Nombres  relatifs.  —  L'ensemble  des  abscisses  positives 
et  négatives  sera  regardé  comme  une  classe  de  nombres,  que  l'on 
appellera  nombres  relatifs. 

Chaque  nombre  relatif  est  défmi  par  un  nombre  ordinaire 
(rationnel  ou  irrationnel,  api>elé  valeur  absolue  du  nombre  relatif) 
et  par  un  siijne  (le  signe  ■+•  ou  le  signe  — }.  Ainsi  deux  nombres 
relatifs  seront  déclarés  égaux  s'ils  ont  même  valeur  absolue  et 
même  signe  (et  en  ce  cas  seulement). 

Un  nombre  relatif  sera  dit  positif  ou  néijalif  suivant  qu'il  sera 
a^ecté  du  siffiie -i- oa — .  Les  nombres  rationnels  négatifs  seront 
représentés  dans  1  écriture  courante,  par  leur  valeur  absolue  pré- 


(')  Cf.  p.  28'i.  noie  1.  Au  cliap,  I  di-  notre  Deuïièm  Livre  (\ 
aurons  occasion  do  signaler  Jes  cvlùbrcs  recticrchoa  do  Dcscarit 
Mcinea  nésatives  des  équalions. 
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cédée  du  signe  — .hns  nombres  rationnels  positifs  sont  des  nombres 
rationnels  ordinaires  ;  on  les  représentera  donc  par  leur  valeur 
absolue  ;  cependant  il  n'est  pas  interdît  de  placer  le  signe  -h  de- 
vant cette  valeur. 

D'ailleurs,  lorsque  nous  raisonnerons  sur  les  nombres  relatlTs 
en  général,  sans  préciser  dcsqnels  il  est  question,  nous  pourrons 
toujours  représenter  ces  nombres  par  de  simples  lettres  (') 
a,  L,  c,  ...  ;  mais  alors,  quand  nous  remplat^rons  les  lettres  par 
les  valeurs  numériques  dont  elles  tiennent  ia  place,  nous  devrons 
avoir  soin  d'afTecter  ces  valeurs  des  signes  qui  leur  reviennent. 

Pour  exprimer  qu'un  nombre  relatif  représenté  par  une  lettre  a 
est  un  nombre  positif,  nous  écrirons  a  >  o;  pour  exprimer  que 
le  nombre  est  négatif,  nous  écrirons  a  <C  o  ;  la  valeur  absolue 
de  a  sera  représentée  par  le  symbole  spécial  \a[.  Deux  nombres  de 
même  valeur  absolue  et  de  signes  contraires  sont  dits  :  nombres 
opposés  ou  nombres  égaux  et  de  signes  contraires. 

Que  a  représente  un  nombre  positif  ou  négatif,  nous  désigne- 
rons toujours  par  -I-  a  le  même  nombre  <jue  a  et  par  —  a  le 
nombre  opposé. 

Les  nombres  non  affectés  de  signes  (et,  par  conséquent,  tous 
positifs),  en  tant  qu'ils  s'opposent  aux  nombres  relatifs,  sont 
appelés  :  nombres  absolus. 

130.  Addition  des  nombres  relatifs.  —  La  somme  a  -\-  b  de 
âeax  nombres  relatifs  a  et  h  est  un  nombre  relatif  ainsi  formé  :  si 
tes  deux  nombres  sont  de  même  signe,  on  ajoute  leurs  valeurs 
absolues  cl  on  affecte  le  résultai  du  signe  commun  ;  si  les  deux 
nombres  sont  de  signes  contraires,  on  retranche  Cune  de  taatre 
leurs  valeurs  abfohtes  (savoir  :  la  plus  grande  de  la  plus  petite)  et 
l'on  donne  au  résultat  le  signe  du  nombre  qm  a  la  plus  grande 
valeur  absolue.  Ainsi  l'on  écrit  (*)  : 

(_3)  +  (~.)  =  -5.       3^(-3)  =  ,,       3  +  (-i}  =  -i. 

La  somme  de  trois  nombres  relatifs  est  le  résutlal  de  taddilion 


(')  Vide  n<»  rififi. 

(')  Noua  niellons  cnlreparenthÈsosrensemLlc  des  g  ignés  et  du  nombre 
absolu  qui  dûlimsscut  un  nombre  relatif. 
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tia  troisième  nombre  à  la  tomme  fies  rleux  premiers.  El  ainsi  de 
saife. 

Ces  règles  sont  confornieB  à  l'iaterprétalioD  géomélrique  <)e 
l'addition  donnée  au  n°  136.  De  là  résulte  qnc  celle  opération 
coïncide  avec  l'addition  ordinaire  lorsi^ue  les  nombres  additionnés 
sont  positifs  ;  elle  joiût  de  plus  des  propriétés  de  commatativilé  et 
à'astociativiié  (cf.  d"  5)  :  on  a 

a  +  fc  =  fc  +  n         et         {(H-  t)  +  c  =  a  +  ((.  +  c). 

On  déduit  de  ces  propriétés  que  pour  calculer  In  somme  de  plu- 
sieurs nombres  relatifs,  on  peut  procéder  comme  il  suit  :  on  addi- 
tionne, d'une  part  les  nombres  positifs,  d'autre  part  les  valeurs 
absolues  des  nombres  négatifs  ;  on  retranche  la  plus  petite  somme 
de  la  plus  grande  et  on  donne  au  résultat  le  signe  des  nombres  qui 
ont  fourni  la  plus  grande  somme. 

131.  Sonstraotion.  —  Nous  dérmirons  la  soustraction  dans 
les  mêmes  termes  qu'au  n°  6.  La  difTérence  a  —  b{'t  moias  6)  est 
le  nombre  d  tel  que  i  -f-  (/  =  n.  D'où  la  règle  suivante,  consé- 
quence de  celle  qui  régit  Faddition  ('  )  :  pour  soustraire  (ou  relran- 
cher)  an  nombre,  il  saffU  d'ajouter  le  nombre  opposé,  qui  a 
même  valeur  absolue  et  un  signe  contraire. 

En  d'autres  termes,  je  dis  que  a  —  6  =  a  -H  (—  t)-  Et,  en 
elTet,  si  nous  faisons  la  somme  a  -y-  [ —  b)  +  b  conformément 
aux  règles  de  raddition,  nous  obtenons  bien  le  nombre  a. 

Il  résulte  de  celte  l'ègle  que  toutes  tes  différences  peuvent  âtre 
remplacées  par  des  sommes  et  réciproquement.  En  particulier,  les 
syml>oles  -(-  ( —  a)  —  (-h  a),  ou  —  (—  u),  où  a  est  un  nombre 
relatif,  peuvent  toujours  être  remplacés  par  les  symboles  —  a, 
—  a  ou  +  a  sans  parenthèses. 


[')  BnASKHARA  {Vifa  ganila,  chap.  I,  trsd.  Colubraolie,  p.  ilVs]  énonce 
ta  règle  en  ces  terme»  ;  liégU  de  la  aouatraction  :  le  bien  passe  à  l'élal  de 
iUn  la  ptrte,  puit  on  fail  l'addilion  comme  il  eal  dît.  En  particulier: 
{ibid.  p.  i36}  :  Délie  retranchée  de  zéro  devient  un  bien,  et  bien  défient  une 
Jflte,  ce  qui  veut  dire  pour  nous  : 


„Google 


I40  LES    GRANDEURS 

La  règle  de  l'addition  est  résumée  par  les  vers  suivants  dans  le 
traité  de  Lucas  Paciuoh  (i4<)i)  ; 

Piu  con  piu  gionto  fa  sempre  piu, 

Meno  con  meno  gionto  fa  ancor  men 

Piu  con  meno  gionto  sempre  se  abatte, 

'E  fara  la  maggiore  denominationo. 

Meno  con  piu  quelle  medcsimo  cIig  piu  con  meno  (<). 

132.  Multiplioatioa  des  nombres  relatif*.  —  Soil  à  mul- 
tiplier, en  premier  lieu,  un  nombre  relalifa  par  un  nombre  ab- 
solu n  (voir  129)  :  la  représentation  géométrique  du  nombre- 
abscisse  (I  nous  conduit  h  définir  le  produit  a  x  n  comme  étant 
le  produit  par  n  de  la  valeur  absolue  de  a,  ce  produit  étant  atTectc 
du  même  signe  que». 

Soit  maintenant  ik  multiplier  a  parle  nombre  négatif —  n.  Nous 
convenons  d'admettre  que  moins  n  fois  le  nombre  a,  c'est  n  fois 
le  nombre  a  retranché  de  o  :  en  d'autres  termes,  nous  posons  : 

(-")  X«--("X  a), 
qI  nous  sommes  ainsi  amenés  à  formuler  la  règle  suivante  qui  sa- 
tisfait à  la  condition  requise  au  n°  128. 

te  produi  ta  X  b  ou  a  .  h  de  deux  nombres  relatifs  aetb  est  an 
nombre  relatif  qui  a  pour  valeur  ahiotue  le  produit  (')  \a\  X  [b\  des 
valeurs  absolues  de  a  et  b  et  qui  est  posilij  ou  négatif  suivant  que 
les  deux  nombres  a  et  b  ont  même  signe  ou  des  signes  contraires. 

C'est  la  règle  que  l'on  enseigne  aux  écoliers  :  Plus  par  plus 
donne  plus,  plus  par  moins  et  moins  par  plus  donnent  moins, 
moins  par  moins  donue  plus  ;  ou,  comme  disait  Luca  Paciuolo  : 

Piu  via  piu  aempre  fa  piu 

Meno  via  meno  sempre  fa  pîu 

Piu  via  meno  sempre  fa  mono 

Meno  via  piu  similiter  anche  meno  (']. 

[')  Summa,  fol.  iia.  «  Plus  ajouté  à  plus  donne  toujours  plus;  moin 
ajoute  à  moins  donne  encore  moins;  plus  ajouté  à  moins  se  retranche 
toujours  et  le  signe  est  celui  du  plus  grand  nombre;  moina  et  plus  donne 
la  même  clioae  que  plus  et  moins  >. 

{')  Ilréaulle  de  celte  règle  que  Ion  o  |a.6l  =  ialx  |6I. 

(')  Summa  fol.  ni.  Cf.  Chi.qi.-et,  le  Triparti/,  liN.i,  sec.  part.  chap.  V. 
■  NolaLle  à  savoir  ;  qui  mtilliplic  plus  par  plus  et  moins  par  moins,  il 
ou  vient  plus,  Lt  qui  muUiplie  plus  par  moins  iW  a  contrario,  il  en  vient 
oujou  rs  moins  d. 
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3  X  (— a)^  — 6;        (_  3)  X  (-3)^6. 

Le  produit  de  a  par  o  sera,  par  définilion,  égal  à  o  quel  que 
soit  a.  Le  produit  de  trois  facteurs  a,  b,  c  sera  le  produit  [>ar  c  du 
produit  a  X  6. 

La  multiplicalion  telle  que  nous  venons  de  la  dé&nir  jouit  des 
propriété  de  commulalivilé,  d'assodalivilê,  et  de  disli  ibuUvilé 
(n*  7)  ;  on  a,  en  d'autres  termes  : 

a.b  =  b.a.         ia.b)x  c  =  ax{b.c]. 
a  X  (b  +  c)  =  a  X  II  +  a  X  c. 

133.  DiTlsiou  et  fraotions.  —  Nous  appellerons  inverse  d'un 
nombre  relatif  a  le  nombre  relatif  de  même  signe  qui  a  pour  va- 
leur absolue  l'inverse--  delà  valeur  absolue  dea;  nous  représen- 
terons ce  nombre  par  -  ■ 

Cela  posé,  le  quotient  a  :  b  ou  y  de  la  division  d'an  nombre  a  par 
un  nombre  b  sera,  par  définilion,  le  produit  de  a  par  le  nombre  v- 
Ce  produit  a  pour  valeur  absolue  (')  ,  et  est  alTecté  du  signe  +  ou 
du  signe  —  suivant  que  a  et  b  ont  mùme  signe  ou  des  signes  con- 
traires. 
Lorsque  a  et  b  sont  des  nombres  entiers,  le  quotient  .  est  une 

fraction  affectée  du  signe  -h  ou  du  signe  — .  Les  règles  de  calcul 
applicables  aux  fractions  de  nombres  relatifs  se  déduisent  immé- 
diatement des  règles  établies  pour  les  fractions  ordinaires  (c)iap.  i, 
S  J)  et  des  définitions  du  présent  paragraphe.  Ainsi  :  on  ne  chant/e 
pat  la  valeur  «T une  fraction  en  multipliant  ou  uirisant  ses  deux 
termes  par  un  même  nombre  relatif  {on  peut  par  conséquent  réduira 
an  même  dénominateur  plusieurs  fractions  données)  ;  pour  ajouter 
ou  retrancher  plusieurs  J raclions  de  mi'me  dénominateur,  il  suffit 
(Tajouler  oa  retrancher  les  aamérateurs  et  de  donner  uu  résultat 

('}  Il  TMulte  de  laque  |J  =  iji- 
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fe  dénominateur  commun;  —  le  produit  de  deux  fractions  /  el  j  esl 
le  produit  itzt-j  .'  '<  quotient  de  r  par  -j  est  la  fraction  g-  rr—  ■ 


134.  —  Le  quotient  d'un  nombre  a  par  un  nombre  positif  extrê- 
mement petit  ett  un  nombre  poùttf  eili^mement  grand  de  nème 
signe  que  a  :  oout  exprimerons  ce  faU  en  diuat  que  lorsque  1a 
dénominateur  d'une  fraction  positive  oa  négative  se  tapprocUe 
indéfiniment  de  o,  la  fraction  tend  vers  un  nombre  infini  positif 
ou  nég:atif  (voir  n»  41)  et  nous  écrirons  symboliquement  (quel 
que  soit  le  nombre  a)  : 


135.  PuisBamoee  et  racines.  — Ayant  déiini  la  multiplication 
des  nombres  relatifs,  nous  pouvons  définir,  quel  qae  toit  le  namtre 
entier  positif  p,  la  puissance  /)*"*,  a',  d'un  nombre  relatif  a.  Le 
nombre  a''  a  pour  valeur  absolue  (')  [ai'-  et  pour  signe  le  signe  + 
ou  le  signe  de  a  suivant  que  l'exposant  p  est  pur  ou  impair  ('). 

Nous  définirons,  d'autre  part,  la  racine  d'ordre  p  du  nombi-e  a 


(i/ïo 


a  OU  afj  comme  un  nombre  b  dont  la  puissance  p^*  est  égale 
ka.  Exisle-t-il  toujours  un  nombre/- jouissant  de  cette  propriété, 
et  en  existe-t-il  un  ou  plusieurs  ?  Cela  dépend  du  nombre  entier  /> 
et  du  signe  de  a  ;  «n  tout  cas,  s'il  existe  un  nombre  b,  ce  nombre 
a  pour  valear  absolue  le  nombre  positif  \/)a|r;  donc  il  y  s  au  plus 
deux  racines  /)*"••  de  a  savoir  :  -h  \^\a\  et  —  {/la] . 

Soit  d'abord  p  un  nombre  impinr  :  alors  (d'après  la  règle  énon- 
cée ci-dessus)  le  nombre  positif  ^''[a]''  a  une  puissance  p*"*  posi- 
tive qui  est  égale  à  la]  ;  le  nombre  négatif  —  y/|ii|  a  une  puissance 
pin»  négative  égale  à  —  \a\.  J'en  codcIos  que  le  nombre  a  admet 


[')  Ona  d«nc|(i»|  =  |a]'. 

[')  En  effet  a*  produit  d«  deux  nombre*  poaitif  ou  oégatif,  est  poeitif  ; 
a^  produit  par  a  du  nombre  positif  a',  a  û  signe  de  a  ;  a*,  produit  de  a 
pat  le  nombre  a'  qui  a  mémo  signe  que  a,  est  positif  et  ainn  de  luite. 
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une  el  aneaeale  racine  d'ordre p,  racine  qai  al  égaie  à  -\-y/\a\  on 
à  —  \/\a\  suivant  que  a  est  positif  oa  négalif. 

Soit  maintenanl  p  un  nombre  pair  :  alors  le  nombre  positif 
y  |a[  et  le  nombre  négatif  —  y/ia{  ont  tous  deux  une  puissance 
p*""  positive  égale  à  laL  J'en  conclus  que,  si  a  est  positif ,  ce  nombre 
a  deux  racines  d'ordre  p,  respectivement  égales  à  -hyla}  M  — V  1"!  • 
II  a  est  nêgatij,  ce  nombre  n'a  pas  de  racine  d'ordre  p,  el  l'extrac- 
tion de  la  racine  p*"'  de  a  est  une  opération  impossible. 

136.  —  Etant  donné  la  pluralité  possible  des  racines  d'ordre  p 
d'un  même  nombre,  il  nous  faudra  soigneusement  indiquer  —  lors- 
que nous  parlerons  d'une  racine  /)*■" — sinonsentendonsraisonner 
sur  l'une  des  racines  en  particulier  ou  sur  l'une  quelconque  des 
racines  (sans  préciser  laquelle).  D'une  manière  générale  (')  —  dans 
tout  ce  Premier  Livre  au  moins  —  nous  désignerona  par  le  sym- 
bole ^a  ou  aP ,  non  précédé  d'un  signe,  la  racine  p*"^  de  a  qui  a  le 
même  siqne  que  a;  la  seconde  racine  (dans  le  cas  oùp  est  pair  et 
a  >  o)  sera  alors  représentée  par  la  notation  —  (/o . 

137.  Exposants  rationnels  posltila  on  BégatUs.  —  Conf(v- 
méœent  à  U  convention  du  n*  60  la  radne  d'ordre  a  de  a",  c'est- 

i-dire  y/o"  sera  représentée  par  le  symbole  «  " ,  On  vérifie  facile- 
ment que,  quels  que  soienlle  nombre  relatif  a  et  les  nombres  positifs 
rationnels/)  etq,  les  égalités  fondamentales  (i),  {a),  (3)  du  n°  BO  : 

o'.  al  =a'>+i  ;  ^  =  a'-ï  (si  /»><?);         (o'')'  =  afi. 

sont  satisfaites  (lorsque  les  puissances  qui  y  figurent  existent,  voir 
n"  136). 

Gela  dit,  nous  allons  faire  une  convention  nouvelle  qui  augmen- 
terg    encore    l'intérêt    de    la    «  notation    exponentielle  •     [vide 


[')  Le  symbole  y  M  ou  jal'*,  en  particulwr,  repréventera  tou/ourg  la 
racine  p'^*  positive  du  nombre  esaenlicllement  positif  \a\.  —  La  con- 
ventioa  qas  aoai  énonçons  ieî  devient  iacaminode  et  eit  écartée 
lorsque  l«  Mm  a  nptiteatte  one  qvutUlé  vtUMbl*  (vur  livre  Dtux.  1, 5^). 
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n'  61).  Convenons  de  poser  ('),  quel  que  soit  le  nombre  posilif 
rationnel  /<;  : 

-  j  ^^  a~'        {ainsi  -  =  «-',--=:  o     ' ,  etc.) 

et  considérons  a-*  comme  une  puissance  (rexposant  néijatif.  Nous 
constaterons  sans  peine  que,  si  cette  déliniUon  est  admise,  les 
puissances  à  exposants  rationnels  (')  positifs  ou  négatifs  jouiront 
des  mêmes  propriétés  fondamentales  que  les  puissances  à  exposants 
rationnels  positifs. 

En  elTct,  soient  d'abord  p  el  ij  tous  deux   négatlTs;    posant 
p  ^  —  p',  q  -=  —  (/',  nous  avons  par  dénnition  : 


On  obtient  les  mêmes  rormutes  dans  le  cas  où  les  exposants  p 
et  (/  sont  de  signes  contraires. 

Ainsi,  quels  que  soit  les  nombres  rationnels  positifs  ou  négatifs 
p  etq  on  a  toujours  les  égalités  fondamentales  : 

(i)  a' .  al  =:  a''+«  .  -^  =  a'""!     (a*-)!  —  ai-'. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  nos  déPinitions  qu'une  puissance 
quelconque  (à  exposant  positif  ou  né^'alil)  d'un  nombre  positif  est 
toujours  positive. 

138.  Inégalitéa.  —  Etant  donnés  deux  nombres  relatifs  a  et  b, 
nous  dirons  que  a  est  inférieur  à  &  si  la  différence  b  —  a  est  posi- 

(<)  On  trouve  dans  le  Triparty   de  Nicolas  Chuquet,   i^S4,  le  symbole 

i^'"  (équivalent  à  ia~')  pris  dans  le  sens  de  -'    (éd.  Marre,  p.  i5i-5i). 

(*)  Jusqu'à  nouvel  avis  nous  devons  supposer  que  les  exposants  us  sont 
pas  nuls,  car  nous  n'attribuons  encore  aucun  sens  au  symbole  a\ 
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tive.  Ainsi,  un  nombre  négalifquelconque  est  inférieur  à  un  nombre 
positif  quelconque,  et  de  deux  nombres  négalijs  le  plus  petit  est 
celui  ^ui  a  la  plus  grande  valeur  absolue  ;  par  exemple,  on  écrira  : 

—  3<—  a,        — 3<o,        — 3>  —  5. 

La  formule  qui  exprime  qu'un  nombre  est  inférieur  ou  supérieur 
à  un  autre  nombre  est  une  inéijaîité  (cf.  40) . 

Nous  définirons  comme  au  n"  40  ce  qu'il  faut  entendre  par  une 
«  opération  effectuée  sur  une  inégalité  »  et  nous  pourrons  énoncer 
les  propriétés  suivantes,  qui  se  déduisent  immédiatement  des  règles 
relatives  aux  opérations  fondamentales  : 

Quels  que  soient  les  nombres  relatifs  a,  b,  c,  rinégalilé  a<_b 
entraîne  a  +  c  <  fc  -h  c  e(  a  —  c  <^  b  ~  c.  Si  c  est  posilij,  a  <  b 
entraine  n  c  <  b.c,  car  le  produit  c  X  (b  —  tj)  est  positif  comme 
la  différence  {b  —  a).  Si  e  est  néijnlij,  a<_b  entraine  a.c';> b.c.  car 
le  produit  c  X  (6  —  a)  a  un  signe  opposé  au  signe  de  fc  —  a. 

Sip  et  q  sont  deux  nombres  rationnels  tels  que  p<.q,et  si  a^  i, 
OR  a  a»*  <;  a*  ;  posons,  en  effet  q  ^  p  -h  d,  nous  avons  ai  =  a<\a-', 
donc  (W  —  a''  ^  a"* .  (a'*  —  i  )  produit  de  deux  nombres  positifs  ('), 

Lorsque  p  est  an  nombre  positif  trh  grand  (a  étant  plus  grand 
que  i],  a''  est  un  nombre  positif  Ir^s  grand  (cf.  n*  40  in  fine). 
Lorsque  p  est  an  nombre  négatif  tris  grand  en  valeur  absolue,  «''est 
l'inverse  d'un  nombre  positif  très  grand  :  c'est  donc  un  nombre 
positif  Irts  petit. 

139-  Suites  de  nombres.  Progreaeious.  Proportions.  — 
Piii»]ue  l'on  peut  toujours  dire  quel  est  le  plus  grand  de  deux 
nombres  relatifs  donnés,  on  peut,  étant  proposé  un  ensemble 
quelconque  de  nombres,  ranger  ces  nombres  suivant  une  suite 
croissante  ou  décroissante  (cf.  n"  39).  Et.  sur  les  suites  croissantes 
ou  décroissantes  de  nombres  relatifs,  on  peut  raisonner  comme 
sur  tes  suites  de  nombres  absolus.  On  peut  en  particulier  étendre 
&ces  suites  beaucoup  de  propriétés  des  suites  de  nombres  entiers. 

Considérons  en  particulier  une  suite  croissante  ou  décroissante  de 
nombres  relatifsdanslaquelledeux  nombres  consécutifs  quelconques 
ont  pour  différence  un  même  nombre  r  :  une  telle  suite  s'appelle 

C)  D'après  la  note  i  de  la  p.  6 1  les  puissances  a',  a' sont  supérieures  à  i. 
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progression  arilhmétùjue  de  raison  r  (cf.  a°*  15,  38, 110)  ;  si  l'on 
déaigne  le  premier  terme  par  a,  les  termes  suivaoU  sont  a-\-r, 
a  -^  2r,  a  -[-  3r,  etc.  En  raisonnant  comme  au  n*  15,  on  démootce 

que  la  somme  des  n  premiers  termes  est  n.a  +  -■'   ■  ■■■ ^-^—  . 

ConsidcroDs'  [mteillement  une  suite  croissante  ou  décroissante 
de  nombres  dans  laquelle  deux  nombres  consécutifs  quelconques 
ont  pour  rapport  (quotient}  un  même  nombre  b  :  une  telle  suite 
»' appelle  proyresslon  ^éomélnque  de  raison  6  (n"  21,  38);  si  l'on 
désigne  par  a  le  premier  terme,  les  termes  suivants  sont  a  .  b, 
a.b^,  a  . b^,...  et  l'on  démontre  en  ralsonnaat  comme  au  n? 2i 

que  la  somme  det  n  premiers  termes  est  a  .    ■ i  quelle  que 

soit  (')  la  valeur  de  b. 

On  étendra  également  à  la  classe  des  nombres  relatifs  les  dé&ni- 
tions  des  moyens  arithmétique,  géométrique  et  harmonique  données 
aun"  20,  et  toutes  les  règles  qui  régissent  le  calcul  des /»ro/K)r/ions. 

140.  Suites  convergentes.  làmltea.  —  Enfîn  on  pourra 
définir,  comme  on  Ta  fait  avec  les  nombres  absolus,  des  suites 
convergentes  de  nombres  relatifs;  soit,  par  exemple,  a,,...  o^,... 
une  suite  de  nombres  négatifs  décroissants  ou  croissants  :  si  la 
suite  des  nombres  positifs,  croissants  ou  décroissants,  |a,1,  |at|,... 
|a„|....  est  une  suite  convergente  dont  la  limite  est  un  nombre  c 
(irrationnel  ou  rationnel),  nous  dirons  que  la  suite  des  a,...  a„.... 
est  convergente  et  a  pour  tiinite  —  c.  Cette  déQnition  est  conforme 
aux  propriétés  géométriques  des  abscisses  et  &  la  définition  des 
Bombres  négatifs  irrationnels  ('). 

On  pourra,  plus  généralement,  étendre  à  la  classe  des  nombres 
relatifs,  la  définition  de  la  limite  (121)  ;  on  dira  que  la  suite  des 
nombres  ai,...  Oa,---  tend  vers  la  limite  c  si,  quelque  petit  que  soit 
un  nombre  potiti/doimé  e,  la  valeur  absolue  lo^  —  c\  est  inférieure 
à  e  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n.  Lorsque  cette  condilioa  est 


C)  Ainn,  ktitqoe  l'on  «•niMltlra  nombrai  néptif  ,  OB  n'a  phisbaMnn 
de  deux  foimulei  difTérentes  pour  désigaei  la  somoM  de*  t«nuea  de  la 
pro^rewioD  suivant  que  la  raisoa  est  aupéiîeure  ou  inférieure  i  i  (voir 
p.  i^,  note  i). 

(*J  Définition  i^aultant  de  la  défiaition  géoérale  donnée  au  n**  i  ij. 
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mtiflfaita  les  «itrcunlÀ  ies  abiciuei  com^xiBdsiil  aux  noinbref 
a  ,...  a,,,.,  tendent  vers  un  poinl-limite. 

Ayant  défini  la  limite,  on  définira  et  étudiera  comme  au  $  7  les 
eipreMicnu  anlhnéliqiMs  oon*«rgealn  et  en  parlJcalier  iea  léries. 

La  prof^raHirai  griométnque  a+a.r  +  a.r*  + ,  pir  exemple 

eit  «ne  sirit  qvi  etl  eomxrgaUe,  ^d»  que  •oient  les  signet  de  a  et 
r,  sijrj  <  I,  dkiergaUe  t.\  \t\  >  i.  [Onledéuoatntn  n 
coiame  aa  n°  lUJ. 


141.  —  Supposons  que  nous  voulions  mesurer  un  mât  vertical 
d'une  grande  élévation.  11  sera  impossible  on  très  dlfBcile  d'appli- 
quer directement  un  mètre  le  long  de  ce  mât.  C'est  pourquoi  nous 
prendrons  une  voie  déloomée.  Nous  meeurerons,  par  exemple, 
l'ombre  du  mât,  \  une  heure  déterminée,  et  de  la  longueur  de 
l'ombre  nous  déduirons  celle  du  mât.  .Vinsi  —  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué  &  propos  de  ta  mesuiedes angles  (n"  102}  — 
les  grandeurs  difficilement  accessibles  peuvent  parfois  être  rem- 
placées dans  les  calculs  par  des  grandeurs  suppléantes  (')  plus 
aisées  h  manier;  ponr  que  cette  substitnlîon  soit  légitime,  il  snfBt 
que  l'on  sache  établir  une  «  correspondance  nnivoqne  et  réciproque* 
entre  les  grandeurs  titulaires  et  leurs  suppléantes,  de  sorte  qu'à 
chaque  grandeur  corresponde  ane  suppléante  bien  déterminée  et 
réciproque  nuit.  Dana  coi  conditkns.  k  tout  calcul  poi'tant  sur  les 
gnmdeun  (■•duces  correspond  uiicalcni  eSectué  sor  tKgrandenrs 
tuppléaiitea  ;  et  la  second  calcul  peut  tenic  lieu  du  premier. 

Une  sembUUe  métliode  paraîtra  &  première  vus  un  peu  artifi- 
cielle et  l'on  sera  porté  à  croire  qu'elle  ne  peut  avoir  qu'un  intérêt 
pratique.  C'est  en  effet  dans  un  but  utilitaire  qu'elle  fut  mise  à 
profit  par  les  initiateurs  du  calcul  logarithmique,  Jost  BUrgï 
(■553-i632]  et  John  Nepcr  (i55o-i6i7)  et  par  les  astronomes  qui 
posèrent  les  bases  du  co/cuf  trigonomitrique.  Cependant  l'un  et 
l'antre  caknl  devaient  bientôt  étte  appelés  i  jouer  un  rôle  de  pre- 
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mier  ordre  dans  la  science  théorique,  ainsi  que  nous  le  verrons 
ultérieurement. 

142.  Définition  da  logarithme,  —  Prenons  un  nombre  po- 
sitif 6,  que  nous  appellerons  base  des  logarithmes  (nous  le  choi- 
sirons supérieur  ù  i)  :  j'appellerai  logarithme  de  base  b  [')  d'un 
nombre  a  l'exposant  a  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  h 
pour  obtenir  le  nombre  a,  c'est-à-dire  le  nombre  a  qui  est  tel 
que  6'  =  a. 

Actuellement,  celte  dcHnilion  n'offre  un  sens  pour  nous  que  si 
le  nombre  a  est  un  nombre  rationnel  positif  ou  négatif.  En  eifet, 
nous  n'avons  défini  la  puissance  b'  que  dans  l'hypothèse  où  son 
exposant  est  rationnel  (137).  Mais,  moyennant  une  convention 
toute  naturelle,  il  nous  est  facile  d'attribuer  une  valeur  Jétcrminéc 
à  b'  pour  une  valeur  irrationnelle  quelconque  de  a, 

Soit  en  effet  (n"  109  et  139)  «,,...,«„,...  une  suite  convergente 
de  nombi-es  croissants,  inférieurs  à  a,  qui  admettent  7.  pour  limite, 

cl  ^i i^n,  ...  une  suite  convergente  de  nombres  décroissants 

ayant  la  même  limite.  Les  puissances 

b*\  6'' (.*-.  ... 

sont  de  plus  en  plus  grandes  (puisque  t  >.  i ,  vide,  n"  138)  mais 
elles  sont  toutes  inférieures  (')  à  toutes  les  puissances 

li^\  6^2,  ...^  i}-^  ... 

qui  sont  de  plus  en  plus  petites.  Un  cd  déduit,  en  raisonnant 
comme  au  n*  117,  que  chacune  des  suites  de  nombres  positifs 
6'',  ...  6**,  ,.,  et  t^',  t^',  ...,  i^"  est  convergente  ;  d'ailleurs  ces 
deux  suites  ont  pour  limites  le  même  nombre,  car  la  suite  des 
nombres 

[l?.  _  i-.),  ((,!.  _  f.),  ...  (l?-  _  6».) 


I')  Logarithme,  d«  ï^oyo;  et  ôpiB|j.iï  signiGe  ;  c  nombre  exprimaDt  un 
rapport  *  {numerus  rationtm  exponens)  ;  le  rapport  •  exprimé  ■  eit  1b  rap- 
port du  nombre  a  à  la  base  des  lagarithmei  ;  en  effet,  dam  la  progresuon 
géométrique  dëflnieplus  bas,  le  rapport  d'un  terme  queleonque  au  nombre 
b  lera  connu  dès  qu'on  connaîtra  le  rang  du  terme,  où  le  logarithme. 

{''}  Puisque  les  nombre*  ^i, ...  ^.,  sont  tous  plus  grandi  que  i>. 
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a  pour  limite  zéro  ('),  La  limite  commune  des  deux  suites  peut 
alors  être  regardée,  par  définilion,  comme  la  valeur  de  i*  (c'est- 
Ji-dîre  comme  le  nombre  auquel  la  puissance  b'  sera  égale  par 
définition). 

143.  Détermination  du  logarithme  d'un  nombre.  —  Gela 
dit,  pour  trouver  le  logaritlime  de  base  b  d'un  nombre  quelconque 
a,  nous  pourrons  procéder  comme  il  suit  (')  : 

Appelons  : 


les  termes  d'une  progression  arithmétique  de  raison  positive  r  pro- 
longée indéfiniment  dans   les  deux  sens  :  j'entends  par  là  que 


tandis  que  k_i  'terme  (fimlice  —  i)  est  égal  à  ï  —  r,  ...,  Xn 
(terme  d'indice  —  n)  est  égal  à  i  —  n  .  r,  ...,  etc.  La  suite  des 
nombres  croissants 


est  alors  nae  progression  géométrique  de  raison  i'  prolongée  indé- 
finiment dans  les  deux  sens  ;  en  effet,  nous  avons  : 

b''  =  6' '-  =6.6';        b'-'  =  6'-  =  ~,  etc. 

Supposons  que  la  raison  r  soit  très  petite,  égale  par  exemple  à 
io~p  où  p  est  un  nombre  entier  très  grand  ;  alors  les  termes  de  la 
progression  arithmétique  sont  des  nombres  très  rapprochés,  et  il 
en  est  par  conséquent  de  même  des  termes  de  la  progression  géo- 
métrique. 

Dans  ces  conditions,  soient  y  et  y  -+-  i  les  indices  (positifs  ou 

(')  Pour  les  valeurs  de  l'indice  n,  arbitrairement  grandes,  in  et  %  sont 
arbitrai remenls  voisins  de  a,  donc  arbitrairement  voiaius  l'un  de  l'autre; 
donc  b''  est  arbitrairement  voisin  de  b:"'. 

{')  Noua  n'entrons  point  ici  dans  le  détail  des  opérations  qui  per- 
mettrait au  constructeur  d'uuo  tablo  de  logarithme»  {n°  i.\t>]  de  sim- 
plifier ses  calculs. 
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négatifs)  dont  sontaflectés^deux termes  consécutif  de  la  ptogrca- 
aioo  géométrîqne  entre  lesquels  est  compcis  le  nombre  a  [c'est-Ji- 
dire  tels  que  6'**  <C  a  <C  6'9^'J  '■  je  dirai  que  s^  est  une  vaiear 
approchée  par  défaut  du  logarithme  de  base  b  de  a,  tandis  que 
«,+,  en  est  une  valeur  approchée  par  exch.  Plus  la  raison  r  est 
petite,  plus  a,  est  rapproché  de  a,^,  et  les  BonibfM  6>^,  6't-t-i  du 
nombre  a  :  j'en  conclus  que,  lorsque  I»  taisoo  r  devm*  iodi&DU 
ment  voisine  de  zéro,  ecf  et  0,^1  se  nf^rochent  Lndéfinimefit  d'un 
même  nombre-limilc  qui  sera,  par  définition,  le  logaiitbme  (exact) 
du  nombre  a. 

La  définition  ainsi  formniée  suppose  bien  entendu  qu'il  existe 
dans  la  progression  géooiétriqiie  deux  termes  ooMécoIrls  b'^, 
h't+^  entre  lesquels  est  con]|ms  le  nombre  a.  Pour  qo^  en  soit 
aiusi,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  a  soit  positif.  En  effet,  les 
termes  de  la  progression  géométrique,  qui  sont  des  puissances 
d'un  nombre  positif,  sont  tous  positifs,  El  nous  savons  d'autre 
part,  que  si  nous  prolongeons  indéfiniment  la  progression  vers  la 
gauche  et  vers  la  droite,  nous  obtenons  k  gauclie  des  termes  aussi 
petits  que  nous  voulons,  et  à  droite  des  termes  arbitrairement 
grands.  Les  leiraes  de  la  progression  sont  cTaillcurs />/u.!  grands 
qae  i  ou  plas  petits  que  1  suivant  que  leur  eiKpoMtiU  est  positif  ou 
négatif  :  donc  un  nombre  positif  a  aura  aa  logarUhme  pôêiiif  oa 
né ijatif  suivant  qu'il  est  supérieur  ou  inférieur  à  1 . 

On  poarra  toirjours,  d'après  ce  qui  précède,  calculer  le 
logarithme  de  a  avec  une  approximation  arbitrairement  grande. 
Si,  par  exemple  a^  et  st,,^,  diff^ent  de  mons  de  io~',  ce*  som- 
bres sertmt  de»  valeurs  approchées  du  logatillune  à  moù»  de  to~' 
près  :  une  T»lear  plus  approchée,  supposée  écrite  daas  U  aotstioa 
décimale  ('),  ne  différerait  de  a,  eta,+,  qu'à  partir  ds  bohièoM 
chilTre  décimal  ;  c'est  pourquoi  nous  dirons  en  ce  cas  que  le»  nt- 
lears  npproehéet  a,  et  a,+i  du  logarithme  ont  sept  déàmales 
exactes. 

En  résumé,  tout  nombre  positif  possède  un  logarithme  de  base  b, 
loyarrihme  dont  on  peut  calculer,  sous  forme  de  nombre  décimai 


}  Cl.  .\Ty;  3,,  ï,J-j,  ete.  étant  positirs  01 
.e,  bien  entendu,  que  noue  tupposous  é 
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{précédé  du  signe  ■+■  ou  — ),  une  valeur  arbilrairemenl  approchée  ; 
nous  désignerons  par  le  symbole  iogi,a  le  logarilhme  de  base  b 
du  nombre  a. 

144.  Utilité  des  logaritluiMs.  —  L'avantage  qae  l'on  trouve 
â  prendre  les  logarithmes  comme  suppléants  des  nombres  sur 
lesquels  on  veut  calculer,  tîeot  aui  circonstances  suivantes  :  aiix 
apéraUoPt  effectuées  sur  les  nombres  correspondent  d'ordinaire, 
pour  les  logarithmes,  des  opérations  plus  simples. 

Soit  par  exemple,  à  faire  le  produit  de  deux  nombies  positifs  a 
el  c.  Nom  avons  par  déUailion 

d'oB  (n- 137)  a.e=  b^i"  +  >^" 

ce  qui  revient  k  dJre  que 

lojf,  (a.c)  =  logj  a  +  togt  e. 

Ce  lésultal  s'étend  nomédiatement  au  [H'odait  d'un  nombre 
quelcoaque  de  Eacteuts.  Ainsi,  à  la  maltiplicatioa  de  deux  ou  plu- 
sieurs nombres  CDcreepond  une  addition  de  leurs  TogarJtliraes;  le 
logarilhme  San  produit  est  égal  à  la  somme  des  tnyarilhmes  des 
/acteurs. 

Nous  constatons  de  même  que 

?  =  6'og»"— Wi' 

ou  I(^t  -  =  logi  a  —  logt  c  ; 

donc  à  la  division  de  a   par  e  correspond  une  soustraction   des 
logarithmes  ;  le  logarithme  d'an  quotient  est  égal  à  la' différence 
des  logarithmes  du  dividende  et  du  divisear. 
Nous  aurons  encore  (d'après  le  n"  137) 

d'oà  logi  af  =p .  \o^i  a  ; 

ï  Télévation  d'on  nombre  a  à  la  puissance  p  correspond  une  ntul- 
liptîcation  par/)  de  son  logarithme. 
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à  IVar/rae/fOH  (/e  la  racine  p^'"'  de  u  correspond  une  dmsîon  par p 
de  son  logaiîtlime. 

Ces  belles  propriétiSs,  auxquelles  conduit  direclement  la  compa- 
laison  des  deux  progressions  arilliniélique  el  géométrique  écrites 
plus  liaut,  ne  pouvaient  échapper  aux  aiillmiéticiens  qui  ont  appro- 
fondi l'élude  des  progressions.  Chuquel,  Paciuolo,  Stifel  (')  les 
ont  remarquées.  Mais  pour  qu'elles  permissent  effectivement  de 
simplifier  les  calculs,  il  fallait  que  l'on  sût  déterminer  rapidement 
le  logarithme  d'un  nombre  donné  quelconque  el,  inversement,  le 
nombre  qui  correspond  à  un  logarithme  donné.  Or  ce  serait  là 
une  opéralioa  assez  compliquée  s'il  ne  sutlisait,  heureusement,  de 
l'accomplir  une  fois  pour  toutes.  Supposons,  par  exemple,  que 
nous  ajons  calculé,  avec  7  décimales  exactes,  les  logarithmes  de 
tous  les  nombres  décimaux  à  sept  décimales  qui  sont  inférieurs  à 
lOooo,  ^ous  pouvons  noter  ces  logarithmes  et  les  nombres 
correspondants  dans  une  table  clairement  ordonnée,  et  lorsque 
plus  tard,  au  cours  de  nos  calculs,  nous  voudrons  passer  des 
nombres  aux  logarithmes  ou  inversement,  nous  n'aurons  plus 
qu'à  consulter  notre  table  ;  nous  y  chercherons  le  nombre  ou  le 
logarithme  le  plus  voisin  de  celui  auquel  nous  avons  affaire  et 
nous  prendrons  le  logarithme  ou  lu  nombre  correspondant  comme 
valeur  approchée  du  logarithme  ou  du  nombre  cherché.  Voilà  ce 
dont  se  sont  avisés  Dur<ji  et  !\fper  [!\'apier)  :  en  construisant  les 
premières  lahles  <lc  logarithmes  ('),  ils  ont  été  les  véritables  créa- 
teurs du  calcul  logaritbniîquc. 


(']  Arillimelica  intégra,  Nuernberg,  iS^l,  lib,  I,  fol.  15  :  •  i.  Additio  in 
ariOiiiielicis  progresaionibui  respondet  mulliplicationi  in  geometricis  ; 
a,  Subsiractio  in  arilhmelicU  respondet  in  geomeiricis  divitioni,  etc. 

|i|  BùHGi  cul  l'iUée  le  premier,  mais  ics  tables  1  Arithmettsche  und 
geomeirische  Progrtlz-Tahuln  >  no  parurent  qu'en  i(i'!a  'à  Prague). 
Nepeh  publia  les  siennes  en  i(ii\,  sous  le  titre  Mirifici  togaritlimorum 
canoiiia  descriplio  t/ueque  usua  in  uCraque  Irigonomelrica  ut  eliam  in  omni 
fogistica  mathentaliea  amplissimi,  facillimi  el  expedilintimi  eiplicatio, 
Ediiiburgh.B.  Nal.  V.  lîiMij.  Les  difléreiices  que  l'on  pourrait  relever 
cutre  la  mareho   suivie   par   Dunci  ou  NtPEn  et  celle  que  nous   esquis- 
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146.  Tables.  —  La  table  du  Baron  John  Neper,  celle  qui  a 
joué  historiquement  le  plus  grand  rôle('),  contient  les  logavilhnies 
dont  la  base  est  le  nombre  remai'quable  que  nous  avons  appelé  c 
au  n"  123  (on  les  appelle  logarithmes  népériens  ou  naitirels)  :  nous 
verrons  plus  loin  pourquoi  ces  logarithmes  présentent  un  intérêt 
théorique  spécial  ;  pratiquement  ils  offraient  au  constructeur  de 
la  table  des  facilités  parliculièrcs. 

Mais,  pour  les  adeptes  de  la  notation  décimale,  les  logarithmes 
les  plus  avantageux  sont  ceux  qui  ont  pour  base  lo  (ou  un  mul- 
tiple quelconque  de  lo).  On  constate  en  efTet  qu'avec  la  notation 
décimale,  les  chiffres  décimaux  qui  figurent  dans  la  valeur  appro- 
chée du  logarithme  de  base  lo  d'un  nombie  décimal  quelconque 
ne  dépendent  que  des  chiffres  de  ce  nombre  ;  ils  sont  indépendants 
de  la  situation  de  la  virgule  dans  le  nombre,  et  aussi  des  zéros 
qui  peuvent  se  trouver  soit  avant  soit  après  tous  les  autres 
chiffres  (*)  ;  ces  zéros  et  la  situation  de  la  virgule  déterminent,  en 
revanche,  ta  partie  entière  et  lo  signe  du  logarithme.  Si  donc  une 
table  donne  le  logarithme  (arbitrairement  approché)  d'un  nombre 
entier  tel  que  3 /|68,  elle  donnera  du  même  couples  logarithmes 
des  nombres  3,  468,  34,  68,  3468o,  o,oo3468,  etc.  * 

C'est  pourquoi,  Henry  Briggs  (t556-i63oi  ami  et  collabora- 
teur de  Neper,  entreprit  de  construire  une  nouvelle  table,  conte- 
nant les  logarithmes  de  base  ro  {logarithmes  vulgaires).  L'année 
même  de  la  mort  de  Neper,  il  donna,  avec  8  décimales,  les  loga- 
rithmes des  tooo  premiers  nombres  entiers  (Logarilhmorum 
Chitias prima,  LoaàrBS,  1617);  en  1634,  il  publia  Wlrilhmelica 
logarilhmica  (')  qui  donne,  avec  i4  décimales,  les  logarithmes  des 
nombres  de  1  à  soooo  et  de  90000  à  looooo. 

I^s  tables  dont  se  servent  les  calculateurs  contemporains  con- 

sons  ci-deuuB  (voir  la  note  suivante)  n'ont  point  d'importance  théorique 
«t  ne  valent  pas  la  peine  d'Stre  aignalces,  non  plus  qu'une  petite  erreur 
ayttimatique  qui  entache  les  tables  de  Mbpeh. 

{')  Les  tablei  de  Neper  sont,  en  réalité  des  tables  trigonomélricologa- 
ritbmiquei,  vide  p.  1^3,  note  3. 

{*)  En  d'autres  termes,  les  chiffres  décimaux  (chiffres  de  la  partie  di' 
eimaU,  vid»  4-'>)  peuvent  Stra  déterniinés  dès  qu'on  connatt  le  produit  du 
nombre  par  une  puissance  entiire  quelconque  de  10,  positive  ou  néga- 
tive. 

(')  BIhl.  N.,  rés.  V  i58. 

BouTHDi.  ~-  Lo  CHecipM  d«  l'Anilyta  malhùDutiqnc.  ii 
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tiennent,  comme  la  table  de  Briggs,  les  logarithmes  de  base  lo. 
On  se  fera  une  idée  de  leur  disposition  en  rq^nnlunt  les  Eui-sinnlés 
qui  se  trouvent  daos  les  tnit^  éUmentaîres  d'orîllinftétiqne  ou 
d'algèbre  ('). 

14S.  Logarlthmea  Teii»rqaaLbl«a.  —  I)  est  un  certain  nom- 
bre de  logarithmes  dont  le  calcnl  est  immédiat.  Ainsi  la  base  des 
logarilbmes  a  pour  logarithme  i  ;  son  carré,  9on  cube,  sa  racine 

carrée,...  ont  respectivement  jioHr  logarithmes  3,3,     ,  etc. 

Quel  est,  d'antre  part,  le  lotfarilhme  de  u/i?  Nous  savons  que, 
quelque  petit  que  soit  l'exposant  p.  la  puissance  V  (pour  A  >■  i  ) 
est  supérieure  à  I  ou  inférieureà  i  suivant  que  p  est  positif  ou  néga- 
tif (40)  ;  d'ailleurs,  si  l'on  prend  snccessi\-en>ent  comme  e:c))oaaB(5 
de  la  bnse  /'  une  suite  de  nombres  qui  décroissent  indÂfiBimenteii 
Tsleur  absolue,  iU' se  rapproche  indéTinimeut  de  i.  J'en  condus 
que  \*  logarithme  ita  nombre  i  est  o;  ce  logarithme  est  indé^ndanl 
àa  choix  de  la  base  :  quef  qœ  soit  le  noinhre{')  b.  In  fmisaance  y* 
floit  être  regardée  r^inme  égaie  à  i . 

Le  logarithme  d'un  nombre  positif  tris  petit  est  compris  entre 
deux  termes  de  la  progression  géométrique  qui  sont  très  Soignés 
vers  la  gauclie,  c'cst-i-dire  négatifs  et  très  grands  en  valoir 
absolue.  Lorsque  le  nonbre  décroit  indéfiniment,  sou  logaritliDie 
(toujours  négatif)  croit  indéfiniment  en  valeur  absolue  ;  c'est  pour- 
quoi nom  dironii  (en  non^  servant  de  la  notation  nKMleme  que 
nous  avons  introduite  au  n'  134  que  le  logiirilhme  4e  o  est  égal 
é  —  K  (jnmns  rinjini;  quelle  que  soit  In  base. 

Le  logarillime  d'un  nombre  [tositif  arbitrairement  grand  est 
un  nombre  positif  arbitrairement  grand  :  nous  dirons  donc  que  /<* 
loijnrilhme  d'un  nnmlirc  injini  est  -,-  x  . 


{'  I  Voir,  par  exemple  :  Bohci..  Algèbre,  ^y^  cycle,  p.  t{4,  «^  mùv. 

l'i  Nom  avons  gupp«M  qae  b  était  plut  ^rand  que  i  ;  on  parvient  i  la 
lâme  conclusion  si  b  est  inFi'rïeurà  i.  Posons  en  ce  cas  i  »  i'~'  I  A'  >  1 1  ; 
OUB  aiirans,  quel  que  soit  p,  b'  ^  h'~'  d  poar  p  se  a,  i°  =  i"  =t  i. 
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-  Qrmnéeurs  trigoaomitriqaa 


147.  —  A  leur  loiir,  les  géomîilrcf^  ou  les  astronomes  qui  ont 
à  Taire  des  calculs  sur  des  longueui's  d*arcs  de  cercle  ou  sur  des 
grandeurs  d'angles,  trouvent  avantageux  de  remplacer  ces  gran- 
deurs par  des  grandeurs  suppléantes,  plus  Taciles  à  mesurer  et  à 
combiner.  Une  leclmique  spéciale,  la  trigonométrie  ('),  a  été  créée 
dans  ce  but.  Elle  est  d'origine  fort  ancienne,  car  on  en  trouve  les 
rudiments  dans  le  Manuel  du  calculaleur  de  l'égyptien  Ahmes 
(vide  p.  3,  note  a).  Les  astronomes  grecs  (^)  la  développèrent,  ainsi 
que  les  arithméticiens  hindous.  Avec  les  Arabes  ('}  Mohammad  Al 
fiaf/ani, de  Damas  (x*Biècie)et4ioii/H 'ii/îi.de  Bagdad  (g.'io-ggS). et 
surtout  avecl'astronome persan  Aasir addiit  Tous! (^)  (fioi- i-i-ji), 
elle  prit  une  forme  systématique  et  commença  à  être  cultivée  pour 
elle-même.  En  Occident,  les  principaux  promoteurs  de  la  trigono- 
métrie furent  Regioinonlanus  (de  son  vrai  nom,  Johaon  Millier, 
I.'i36-i476)  et  surtout  Françoit  ViÈle  ('). 

148.  Aros  orientés  sur  un  oerole.  Somme  ou  dilTérenoe 
d'arcs.  —  Noua  allons  commencer  par  déHnir  avec  précision  les 
grandeurs  auxquelles  la  trigonométrie  se  propose  de  faire  corres- 
pondre des  grandeurs  suppléantes. 

Cherchons  tout  d'abord  k  oonipléter  la  définition  des  arcs  de 
cercle  en  nous  inspirant  de  ta  théorie  des  segments  portés  sur  une 
droite  orientée  (127). 

Représentons-nous  un  arc  AB  d'un  cercle  de  centre  0,  comme 


I')  Trigonoirtitrie  d^foifie,  à  pToprement  parler  i  meinre  des  angles 
d'un  triangle  ■.  La  putie  ée  la  (n^MMRtétiM  <pri  trMt«  de»  angles  en 
gévéral,  eit  louvent  appelGe,  avec  plus  d'exactilude,  goniométrU. 

I*)  Piineipalement   les   astronomes   alexaiidrins.   Arïxtargue  de  SamiDi 

il*  EÎicle  «V.  J.-C),  HippanjuK  de  f^ieir.  et  Plolémie  (n*  siècle  ap.  J.-Cl. 

1^1  Cf..  BRAVNMÎku,  foi4«m^niiha-CcMAîcAfeda-rrLgmo*ndrie,(.I. 

\*l  Traite  du  quadrilatère  atlribui  à  Naatiruddin-el-Toiaty,   tiad.   par 

Alexandre FASCHACAAATHEODORv.Coiiataattnople,  iH^i- 

{^}  La  trigOBamétrie  de  Vi^te  ae  trvnve  dans  le  Canon  ma^emalinia 
•NI  »d  rrioM^Hta,  puUU  à  Paris  en  167^ 
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un  niban  sans  épaisseur  enroulé  sur  la  cireonféi-ence,  h  partir  du 
point  A,  dans  un  sens  ou  dans  l'aulre.  Le  point  A  sera  regarde 
comme  l'origine  et  le  point  lï  comme  Texirémilâ  de  l'arc  ;  le  sens 
suivant  lequel  il  faudra  parcourir  le  ruban  pour  aller  de  A  en  B  sera 
appelé  «  sens  de  parcours  »  de  l'arc;  ce  sens 

Qsera  conventionnel lement  regardé  comme  positif 
*■  (sens  de  la  flèche  sur  la  fiR.  70)  s'il  est  inverse 
du  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  et  comme 
négatif  en  cas  contraire.  La  longueur  liu  ruban , 
peut  être  quelconque  :  si  elle  surpasse  a  x  ~.  'e 
'B-  7"-  niban  recouvre  plusieurs  fois  tout  ou  partie  de  la 

circonférence 

L'arc  ainsi  défini  est  dit  arc  orienté.  Il  est,  on  le  voit,  entière- 
ment caractérisé  si  l'on  connaît  :  1°  son  origine  A  et  son  extrémité  It  ; 
a*  son  sens  de  parcours;  3°  le  nombre  de  tours  complets  qu'un 
point  mobile  le  parcourant  devra  décrire  sur  la  circonférence  avant 
d'atteindre  le  point  B. 

Un  arc  orienté  sera  désigné  par  les  noms  de  ses  points  extrêmes, 
l'origine  étant  toujours  nommée  avant  l'eMi-émité.  Ainsi  les  arcs 
AB  et  BA  sont  des  arcs  difTérenls.  de  sens  contraires. 

Ces  définitions  données,  il  sera  facile  de  faire  correspondre  à  tout 
arc  orienté  un  nombre  relatif  et  un  seul  que  nous  appellerons 
'I  mesure»  ou  u  valeur  de  l'arc  orienté  ».  Ce  nombre  sera  la  mesure 
de  la  longueur  de  l'arc,  affectée  du  signe  ■+■  ou  du  signe  —  suivant 
que  le  sens  de  l'arc  est  positif  ou  négatif. 

149.  — La  correspondance  ainsi  établie  entre  arcs  orientés  et 
nombres  relatifs  est  évidemment,  indépendante  de  la  position 
qu'occupe  le  point-origine  B  sur  le  cercle,  .\insi,  si  l'on  déplace 
un  arc  orienté  sur  un  cercle  en  le  faisant  glisser  le  long  de  ce 
cercle  (sans  modifier  ni  sa  longueur,  ni  son  s 
parcours),  le  nombre  relatif  correspondant  à  cet  arc 
reste  toujours  le  même. 

Cette  remarque  nous  permet    de   défînir   géomé-      „. 
triquement  la  somme  de  deux  arcs  orientés  de  valeurs 
a  et  b.  Faisant  glisser  le  second  arc  le  long  du  cercle  de  manière 
à  lui  donner  pour  origine  l'extrémité  du  premier,  on  obtient  un 
arc  orienté,  formé  de  la  réunion  des  deux  arcs  donnés  ((fanx /« 
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condilions  {')  indiquées  au  n"  126),  qui  a  évidcmmenl  pour  va- 
leur d  +  6  :  cet  arc  est  la  somme  des  arcs  donnés. 

On  déGnira  de  mtïme  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'arcs 
et  aussi  la  différence  de  deux  arcs  (en  plaçant  les  deux  arcs  bout  à 
bout  et  renversant  le  sens  du  second). 

150.  AbsclsasB  ourriligoes. —  Ces  préliminaires  posés,  con- 
sidérons en  particulier  un  cercle  de  rayon  i  (*)  sur  lequel  nous 
prenons  un  point  fixe  A  et  choisissons  un  sens  positif  comme  il  a 
été  dit  plus  haut.  Nous  appellerons  absclue  carviUijne  tout  arc 
orienté  d'origine  A  sur  lecontour  de  ce  cercle.  Nous  appellerons  éga- 
lement ainsi  la  mesure  (')  (positive  ou  négative)  d'un  tel  arc  c'est- 
à-dire  que,  comme  au  %  6,  nous  entendrons  indifTcremmenl  par 
n  abscisse  »  une  longueur  ou  un  nombre. 

Cette  délinition  de  l'abscisse  curviligne  appelle  une  remarque. 

Nous  avons  vu  que,  sur  la  droite  X'OX  définie  au  n'  127,  à  tout 
point  correspond  une  seule  abscisse  positive  ou  né- 
gative et  réciproquement.  H  n'en  est  pas  de  même  sur 
le  cercle.  A  toute  abscisse  curviligne  ou  négative  cor- 
respond bien   encore   un  point    unique   (tel   que  li 
ou  B'  sur  la  fig.  7a).  Mais  k  un  même  point  B  du  cercle       *■  ''' 
il  correspond  plusieurs  abscisses  curvilignes.  Appelons,  en  effet, 
a  la  longueur  de  l'arc  AB,  longueur  qui  est,  sur  la  figure,  inférieure 
au  quart  de  la  longueur  du  cercle,  c'est-à-dire  au  nombre     :  le 

(')  La  somme  se  définit  exactement  comme  si  les  arcs  étaient  des  lon- 
^eura  |de  même  sens  ou  de  sens  opposés]  portées  bout  à  bout  sur  un 
axe  ainù  qu'il  h  été  supposé  au  n"  ia6. 

<*)  C'est-à-dire  dont  le  rayon  a  pour  longueur  l'unité  de  longueur.  Ce 
cercle  est  souvent  appelé  cercle  trigonomiU-ique. 

{*}  Nous  avons  dit  au  a"  jo\  que  pour  mesurer  un  arc  du  cercle 
de  rayon  i,  on  ne  prend  généralement  pas  comme  unité  le  radian 
(le  rayon  du  cercle}  mais  bien  le  degré  (la  36o'  partie  du  cercle)  ou 
le  pude  (la  4oo*  partie  du  cercle).  Rien  ne  serait  changé  aux  considéra- 
tioDS  que  nous  développons  ici  si  l'on  adoptait  ces  unités,  la  mesure  d'un 
arc  en  degrés  ou  en  grades  étant  aOectées  du  même  signe  que  la  mesure 
rapportée  bu  rayon  :  ainsi  l'arc  de  60  degrés  (tiers  de  la  drconNrence) 
n'est  autre  que  l'arc  ou  l'abscûso  curviligne ->',  l'arc   de  go  degrés  ou 

iCNi  grades  est  l'arc  -  ;  l'arc  de  —  90  degrés  est  l'nrc   —  „  >  *'  a'"'*'  do 
suite. 
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nombre  positif  +  a  est  une  abscisse  «curviligne  de  B;  maïs  le 
nombre  2.n  +  a  en  est  une  aussi  ;  car  si  nous  enroulons  sur  le 
cercle  dans  le  sens  positif  un  ruban  de  longueur  s.x  +  n  (à 
partir  de  A),  ce  nibae  recouvre  la  arconférence  entière  plus 
l'arc  AB,  et  son  extrémité  tombe  an  point  B  ;  les  nombres  /i.n  -+-  n, 
6.n  -ha,,.,  sont  pareillement  des  abscisses  curvilignes  du  même 
point  B.  Je  dis  que  le  nombre  —  5.;r  —  a  on  —  (a.ff  —  a)  est 
aussi  une  abscisse  curviligne  de  B  :  en  effet,  si  nous  enroulons 
sur  le  cercle,  dam  le  uns  riéffalif,  un  ruban  de  longueur  2.;r  —  o, 
ce  ruban  couvre  une  circonférence  entière  moins  l'arc  AO  et  son 
extrémité  tombe  au  point  A.  Les  nombres  —  i-Tî  +  a.  — 6-ïi  t-  a. 
etc.,  sont  pareillement  «les  abscisses  curvilignes  du  point  B. 

Ainsi,  si  an  point  ïi 'la  cerrle  orienté  a  une  ah.^chse  eurviSgne 
égale  à  un  nombre  a,  U  en  a  une  infinité  «fautres,  qat  forment 
une  progression  arilkmétifiae  (le  raison  a.?:  :  on  convienlde  repré- 
senter l'ensemble  de  ces  nombres  par  la  formule  a  ■+■  a./f.it;  où  la 
lettre  A',  représente  un  nombre  auquel  on  peut  donner  une  valeur 
entière  on  positive  quelconque  (à  chacune  des  ^-aleiirs  de  k  corres- 
pond une  abscisse  curviligne  du  point  B). 

IBl .  L'ttbaoiaa»  oarviUgae  aa«aHr«  ifait  aagla  ou  arc  qnal- 
oouque.  Angla  orienté.  —  Coasidéroos  maiateoant  ua  arc 
appartenant  à  une  circonférence  quelconque,  ou  un  angle  quelcon- 
que :  nous  pouvons  considérer  que  la  grandeur 
de  l'arc  ou  de  l'angle  est  mesurée  indirectement 
par  une  abscisse  curviligne. 

Soit  en  effet  AB'  un  arc  appartenimt  à  une 
circonférence  de  centre  O  (ûg.  73)  et  de  rayon 
/■.  Appelons  A,  B  les  points  de  rencontre  des 
rayons  OA',  OB'  avec  la  circonférence  de  centre  C  et  de  rajon  i. 
On  démontre  facilement  que  le  rapport  (')  des  langueurs  des  tleax 
arcs  A'B'  et  AB  est  êf/al  au  rapport  des  rayons  des  deux  cerelet, 

c'est  à-dire  au  rapport  -  ou  r.  Ainsi  la  longueur  d'un  arc  quel- 

Ci  A  l'angle  de  i  degré  correspond  l'arc  qui  a  pont  longUMr  r^-  ée  U 
circonférence,  c'cït-à-dire  dans  le  cercle  tri gonomé trique  l'arc  de  mesure 
-^    ,    dans   le   cercle  donné  l'arc   do  mesure  -^  X  r.  Appelons  d'autre 
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coaqne  du  cercle  île  raison  r  «si  ^/•oporlioniielU  à  ia  longueur  de 
l'arc  correspoodant  du* cercle  de  rajon  i . 

Si  d'autre  part,  j'appellfl  A  et  B  les  points  de  rencoaire <ies demL 
eûtes  d'un  angle  de  sommet  0  avec  le  cercle  de  rayon  i  et  de 
centre  O,  je  sais  que  je  puis,  d'après  les  coovMttioi»  du  a'  103, 
prendre  contnie  Bieaure  de  l'angle  la  longueur  de  l'arc  AB  coiDficift 
entre  les  c6tés  OA  et  OB.  Cette  mesure  est  ia.  valeur  aibsolue 
à'am  abscisse  cuiviligoe  du  point  B  {la  pius  pelile  f.anni  celles  qm 
noaa  avens  définies  aa  iC  ISO)  comptée  à  pai-tir  de  l'origine  A. 

La  cosneiioD  que  noo»  avons  étitblie  entre  la  aolioa  d'arc  et 
celle  de  mesui-e  d'angle  AOB  nous  permettrait  d'ailleurs  de  ivgaider 
la  grandeur  d'un  angle  comme  unequanlîlc  atTeclcc  de  signe  et 
susceptible  d'avoir  une  valeur  arhitraîremenl  grande  [au  lieu  d'Aire 
comprise  entre  o  et  a  angles  droits  (7t)1  ;   il  suflira  de  définir  la 
grandeur  de  Can^tf  comme  étant  celle  de  farc  orienté  compris 
entre  ses  côtés  sur  le  cercle  trigonoinélriqae .  Le  c6té  de  l'angle  qui 
passe  par  l'origine  de  l'arc  sera  appelé  cdté -origine 
de  l'angle  et  nommé  le  premier,  —  En  particulier, 
la  position  d'une  demi-droite  quelconque  OB  |>ar 
rapport  k  une  demi-droile  fixe  OA  peut  être  défmie 
par  \ angle  orienté  que  OA  (cAté-orîgrne)  forme  avec 
OB  :  cet  angle  est  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  OA  Jane  te  sens 
positif  (sens  de  la  flèche,  fig.  7^)  pour  l'amener  à  coïncider  avec  OB; 
il  est  compris  entre  o  et  a  it,  car,  lorsque  A  tourne  de  l'angle  i.;r,  la 
droite  OA  balaye  tout  le  plan  de  la  liguic  autour  du  point  O. 

162.  Sinus,  ooslnaa  et  tangente  d'une  abscisae  ourri- 
Ugne.  —  Sur  le  cei-cle  de  centre  0  et  de  rayon  1.  clioisissons 
une  origine  que  j'appelleini  désormais  A  et  un  sens  de  parcours, 
puis   considérons    un  arc  orienté  AM,    c'cst-ù-dire   une  abscisse 

curviligne,  que  nous  prendrons  d'abord  positive  et  inférieure  à  - 
(fig.  75).  A  la  grandeur  AM  nous  allons  faire  correspondre  dei 


part,  m  U  iPMti 
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grandeurs  suppléantes  qui  seront  pour  elle  ce  qu'est  |X>ur  le  mal 
imaginé  au  début  du  n*  141,  l'ombre  qu'il  porte  sur  le  sol  (').  Co 
seront  des  longueurs  rectilignes,  et,  par  conséquent,  plus  maniables 
que  la  longueur  curviligne  AM. 

La  première  idée  qui  vient  à  l'esprit  est  de  prendre  comme 
grandeur  suppléante  de  i'arc  AM  la  corde  qui  sous-tend  cet  arc, 
c'est-i-dire  le  segment  de  droite  qui  a  pour  extrémités  les  points  A 
et  M.  C'est  ainsi  qu'opéraient  les  astronomes  grec^  de  l'Ecole 
d'Alexandrie:  et  nous  trouvons,  par  exemple  dans  la  Syntaxe  (') 
de  Ptolémée  (2'  siècle  ap.  J.-C.)  «ne  table  donnant  les  cordes  des 
arcs  de-,  i,  1   -,...  degrés  jusqu'à  i  Ho  degrés. 

Il  est  loutel'ois  plus  avantageux  de  choisir  comme  grandeurs 
suppléantes  des  longueurs  toujours  por- 
tées  sur  les  mf  mes  droites  et  h  partir  d'un 
même  origine,  c'est-à-dirc  des  abscisses, 
pouvant  être  alTectées  du  signe  +  ou  du 
signe  — . 

Menons  la  droite  X'OX  qui  passe  par  le 
centre  du  cercle  et  l'origine  des  abscisses 
"*'  '"'  curvilignes  ;  sur  cette  ^droite,   nous  consi- 

dérerons 0  comme  une  origine  d'abscisses  (rectilignes)  et  le  sens 
de  0  vers  A  comme  le  sens  positif. 

Menons  également  In  droite  Y'OY  perpendiculaire  sur  \'0\ 
et  appelons  B  le  point  de  cette  droite  qui  a  pour  abscisse  curviligne 

H-  -  :  sut  la  droite  Y'OY,  O  sera  considéré  comme  une  origine 
d'abscisses  et  le  sens  positif  sei-a  le  sens  de  0  vers  B. 

Menons  enCin  la  droite  Z'AZ  parallèle  k  Y'OY  (tangente  au  cercle 
en  A)  :  sur  cette  droite  le  point  A  sera  regardé  comme  origine 

(1)  C'est  précUément  à  propos  lie  la  mesure  d'un  mât  vertical  (meaurfl 
dont  ila  déduisaient  indirectement  la  hauteur  du  soleil)  que  les  aslro- 
Domes  arabes  ont  systématisé  l'emploi  des  notions  de  tangente  et  de  cotan- 
gent«  d'un  angle  ou  d'un  arc  [vide  infra]  ;  ils  appelaient  ces  lignes 
trigono métriques  ombre*  iumbra  slans  et  umbra  enlensa). 

('}  La  ME-f^Xr,  a-'jiti^::,  traité  d'astronomie  que  l'on  connaissait  au 
moyen-fige  soua  le  nom  arabe  défiguré  d'Almageate  [de  i)  1*1713x1;).  On 
remarquera  que  la  corde  d'un  arc  tel  que  MAMi  (voir  flg.  79)  est  le  double 
du  sinus  (voir  les  dérinilions  données  ci-dessous)  de  l'arc  moitié  AM.  La 
table  de  Ptol6hre  équivaut  donc  à  une  table  de  sinus. 
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d'abscisses  (reclilignes),  et  le  sens  positif  sera  le  même  que 
(sens  OZ  sur  la  figure). 

Du  point  M,  abaissons  sur  0\  elOY  les  perpendiculaires' M P  et 
MQ,  puis  prolongeons  le  rayon  OM  jusqu'à  sa  rencontre  en  T  avec 
la  droite  Z'OZ  :  j'appelle  (')  c  sinus  >  de  l'abscisse  curviligne  (ou 
de  l'arc)  AM  Vahscisse  reclUigne  OP  du  point  P,  n  cosinus  n  de 
l'abscisse  curviligne  (on  de  l'arc)  AM  Vabscisse  rectiUgne  OQ  du 
point  Q,  et  «  tangente  »  de  AM  [ou,  plus  précisément,  «  tangente 
trigonométrique  (*)  »]  Vahscisse  rectdigne  AT  du  point  T  ('). 

Ces  dérmitions  ont  un  sens  précis  quelle 
que  soit  la  posilton  du  point  M  sur  le  cercle 
et  par  conséquent  quelle  que  soit  la  valeur  de 
l'abscisse  curviligne  AM.  Ainsi  (fig.  76)  si  M 
occupe  la  position  M,  entre  B  et  A',  l'abscisse 
curviligne  ^M,  a  pour xiViuj(posilif)  l'abscisse 
recliiigne  OQ,,  pour  cosiniu  (négatif;  l'abs- 
cisse OP,,  pour  tangente  (négative)  l'abscisse 
ATi.  —  On  vérifiede  même,  immédiatement, 
que  si  le  point  M  occupe  une  position  telle  que 
l'abscisse  curviligne  a  un  sinus  et  un 
positive.  —  Si  M  occupe 


Fig.  7«. 

entre  A'  et  B', 
),  une  tangente 
position  Mj  entre  B'  et  A,  le  sinus  et 


la  tangente  %OD.\,  négatifs,  le  cosinus  positif. 

Les  valeurs  et  signes  du  sinus,  du  cosinus  et  de  la  tangente  de 
AM  ne  dépendent  manifestement  que  de  ta  position  du  point  M 
sur  le  cercle.  Ainsi  les  abscisses  curvilignes  fou  arcs)  aet  a+  2.li.?z 
ont  même  sinus,  cosinus  et  tangente  quelque  soit  le  nombre  entier, 
[>ositif  ou  négatif,  k  :  c'est  pourquoi  nous  pourrons  toujours  rai- 
sonner sur  le  11  sinus  de  l'abscisso  curviligne  du  point  M  u  sans 
spécifier  quelle  est  celle  de  ces  abscisses  que  nous  considérons. 


('  Le  mot  sinut  est  probablement  la  traduction  latine  d'un  terme 
emprunté  aux  Hindous  par  les  astionomcs  arabes  ;  le  préfixe  co  dans 
ccsinuB  indique  que  le  cosinus  d'un  angle  est  le  alnus  de  l'angle  complé- 
mentaire Icidein/ro,  ifia).  Les  Hindous  employaient  pour  désigner  le  sinus, 
un  terme  qui  signifie  pente. 

(')  La  langeme  ainsi  définie  est  unn  longueur;  il  ne  faut  pas  la  con- 
londre  avec  la  tangente  géométrique  (tangente  à  une  courbe)  qui  est 
une  droite  illimitée,  définie  par  sa  position  par  rapport  à  une  courbe. 

l'I  H  résulte  de  là  que  le  tinu»  de  l'abscisse  curviligne  AM  sur  la  figure  75 
tit  égal  à  PM  et  que  son  cosinus  est  égal  à  QM. 


.ï  Google 


170  LEB   <»Â>DEVRS 

Nous  conviendrons  de  représenter,  djna  l'écntun  counnto, le  sinus 
de  AM  pr  le  symbole  «  sin  AM  »,  le  cosinits  par  «  coe  AM  »,  l> 
Unt^te  pftr  u  tang  AM  a  ou  »  tg  AM  ».  Si  a  désigoe  u>e  abscUse 
curviligne  de  l'arc  AM,  nous  écrirons  : 

iina.         cosa,         lang  a     ou     tg  a. 

153.  Rdations  entre  le  slaas,  le  costnas  et  la  tangente. 

—  Il  y  a  entre  le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  de  l'arc  AM  dee 
relations  remarquables.  En  efTet,  le  théorème  de  l'ythagore  (tOQ) 
appliqué  au  triangle  rectangle  OMP  'Hg.  -b)  donne  : 

aa'^oi"-i-pa'; 

mais  OM,  rayon  du  cercle,  est  l'uiiité;  OP  est  le  sinus  de  AM: 
P.M,  égal  à  OQ,  en  est  le  cosinus  ;  nous  avons  donc  (en  dcsigoant 
par  a  une  abscisse  curviligne  de  l'arc  AM)  : 

(i)  sin'  «  +  eos'  0=1. 

Lesdeux  triangles  rectangles  OPM.OAT  sont  sembUbea  (cf.  195): 
donc  nous  avons  : 


<2)  '"^"^^^rs- 

Les  relations  (1)  et  (3)  se  trouvent  ainsi  démontrées  dans  le  cas 
où  l'extrémité  M  de  l'arc  AB  est  située  entre  les  points  A  et  B.  On 
démontrera  facilement  que  ces  relaliims  sont  encore  vraies  si  tex- 
In'mité  de  tare  est  située  entre  B  et  A'  {comme  Mi  sur  la  fifj.  ?<>), 
oit  entre  A'  el  B',  ou  entre  B'  et  \. 

154.  Remarque.  —  On  déduit  aisément  de  la  définition  du 
sinus  et  du  cosinus  que  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  aie  quelconque 
«st  un  nombre  compris  entre  —  i  et  +  1 ,  or  ce  DoœWe  mesure  un 
segment  moins  long  que  le  rayon  du  cercle  trigonométriqne 
{p.  i(i5,  note  3)  :  il  n'existe  pas  d'arc  dont  le  sinus  ou  le  cosinus 
soit  supérieur  à  i  ou  inférieur  à  —  1. 
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166.  Oranâttui-fi  ou  ligaaa  trigonoxnétrkiueB  iondsiiDen- 

talss.  —  Le  ^mis,  le  cosiaos  eL  1&  tangente  d'un  arc  AM  soat 
appelés  d'ordinaire  «  lignes  trigonomélric|ues  »  de  l'arc  AM.  \  ces 
trois  lignes  trigonométi-iques  fondamentales  on  en  adjoint  d'autres, 
qui  sont  des  nombres  positifs  ou  négatiffl  doat  la  valeur  résulte 
immédiatement  des  valeurs  du  sinus  et  du  cosinus.  Ainsi  l'on 
appelle  cotangen(e  (cotg)  de  l'arc  AM  (oii  de  l'abscisse  curviligne  a) 
l'inverse  de  la  tangente;  on  appelle  sécante  (sec)  de  AM  l'inverse 
du  cosinus;  on  appelle  cosécante  (cosec)  de  AM  l'inverse  du  sinus. 
En  d'autres  termes  : 


166.  IilguAfl  trlgonométrlqueB  d'an  angl«  géométrique. 

—  Lorsque  l'on  raisonne  sur  un  angle  tel  que  MON  (lîg.  77)  qui 
n'est  pas  orienté,  on  n'a  point  de  raison  de  considérer  la  longueur 
de  l'arc  MNO  (compris  entre  les  c5lés  de  cet  angle  sur  le  cercle  de 
rayon  i  et  do  centre  0)  comme  négative  plutôt  que  comme  posi- 


■e^. 


Fi«-  77-  F'g-  7». 

tivc.  Il  en  résulte  que,  lorsque  l'angle  est  aigu  par  exemple 
(arc  MM  <:  ~  j,  le  signe  du  sinus  et  de  la  tangente  correspondant  à 

l'aogle  MNO  n'est  pas  déterminé.  Nous  conviendrons  de  regarder 
l'arc  MN  comme  positif  et  d'appeler  u  lignes  Irigonométriques  de 
l'angle  0  u  les  lignes  trigonomé triques  de  l'arc  positif  de  longueur 
MN.  Ainsi  le  sinus,  la  tangente  et  le  cosinus  d'un  angle  aigu  sont 
par  déGnition,  ceux  d'une  abscisse  curviligne  comprise  entre  o  et 

-;  ce  sont  trois  nombres  positijs.  Le  sinus,  la  tangente  et  le  cosî- 
DOB  d'ua  angle  obtm  (Cg.  7S)  sont  ceux  d'une  abscisse  curviligne 
conaprîse  entre  -  et  tt  (comme  l'abscisse  .VM ,  considérée  plus  haut, 
fig,  76)  :  h  sinus  est  positif,  la  tangente  et  le  cosinus  sont  négatifs. 
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167.  Lignes  trlgonomAtriquaa  de  certains  arca.  —  Il  résulte 
des  définitions  du  r°  1B2  qu'une  abscisse  curviligne  égale  ko  A 
pour  sinus  o  et  pour  cosinus  i  ;  nous  écrirons  donc  : 

o 
sin  o  =:  o,         cos  o  ^  1 .         lang  o  ^^  -  =^  o. 

Lne  abscisse  curviligne  égale  i,  ~  (et,  par  conséquent,  un  angle 
droit)  a  pour  sinus  1  et  pour  cosinus  o  ;  nous  avons  donc  : 


la  tangente  de  l'arc  -  est  le  quotient  de  1  par  0  :  c'est  un  nombre 
injinimcnl  f/rund  (x  )  ;  et,  effectivement,  si,  sur  la  figure  7a,  l'angle 
MOA  était  droit,  la  droite  OM  serait  parallèle  h  la  droite  AZ  et  ne 
la  rencontrerait  en  aucun  point  situé  à  distance  finie. 

Lne  abscisse  curviligne  égale  à  rt  a  pour  sinus  o  et  pour  cosinus 
—  I  ;  en  d'autres  termes  : 

sin  Tt  =  o,         cos  t:  =  —  1 ,         tang  n  ^  o. 

Les  théorèmes  de  la  géométrie  [lermettraient,  d'autre  part,  de 
calculer  les  lignes  tri  go  iiomé  triques  de  nombreux  angles  remar- 
quables. Ainsi  l'on  pourra  démontrer  que  : 

.    TT  it      t'a     ,    it  .    T      \fi  *       i     .    n        /»     , 

.,n  j  =  ».^  =  -,  lgj=,,  «n^=\  .  co.j  =  j.  I8j  =  v'3,elc. 

1B8.  Tablea.  —  Comment  passer  d'une  abscisse  curviligne 
quelconque  aux  lignes  trigonométriques  de  cette  abscisse  ou  inver - 
sèment?  Il  n'y  a  qu'un  moyen  de  rendre  ce  passage  aisément  pra- 
ticable ;  c'est  de  construire  une  fois  pour  toutes  des  tables  de 
concordance  (')  où  seront  placées  en  regard  une  série  d'abscisses 
curvilignes  très  rapprochées  les  unes  des  autres  et  les  lignes  trigo- 
nométriques correspondantes  ;  à  des  abscisses  curvilignes  très  voi- 

(■)  Pour  coDRttuire  ces  tables  on  se  servira  des  formules  données  aux 
numéros  180  et  suivants,  formules  qui  permettent  de  calculer  le*  lignes 
trigonamélriques  d'une  série  indéHnie  d'arcs  de  plus  en  plus  grands  (ou 
do  plus  en  plus  petitsi  Iors<]u'o)i  connaît  déjà  certains  arcs  pria  pour 
points  de  départ. 
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sines  correspondenl  tnanifeslement  (élant  donné  la  dûfînitlon 
géométrique  de  ces  lignes)  des  sinus,  ou  des  cosinus,  très  voisins  ; 
si  donc,  pour  valeur  approchée  d'une  abscisse  curviligne  a.  dont 
je  cherche  les  lignes  trigonométiiques.  je  prends  celle  des  abscisses 
figurant  dans  la  table  qui  est  la  plus  voisine  de  a,  les  voleurs  cor- 
respondantes du  sinus,  du  cosinus  et  de  la  tangente  seront  des 
valeurs  approchées  des  lignes  trigonomélriques  de  a. 

Des  tables  de  sinus  ont  été  dressées  par  les  mathématiciens  liin- 
d(His  (*),  en  particulier  par  Aryabhala  (v*  siècle,  ap.  J.-C.)  et 
par  Bkaskara  (xi*  sît^cle).  Les  Arabes  (')  Batlani  et  Abdul 
Wafa  [vide  147)  ont  composé  des  tables  de  cotangentes  et  de 
tangentes.  Au  it*  siècle  Begiamonlunas  (')  construisit  une  table 
(publiée  à  Augfibourg  en  1/190)  qui  donne  les  lignes  trigono- 
métriques  avec  une  approximation  de  io~'.  Mais  c'est  à  Joachim 
Rha^lictu,  de  Wittenberg  (lôi^-i^yô)  que  l'on  doit  les  premières 
tables  t ri gono métriques  un  peu  étendues  :  elles  parurent  à  Leipzig 
en  i55i  sous  le  titre  :  Canon  doclrinœ  triangulorum  nunc  pri- 
mum  a  Georgio  loachtmo  Bksrlico  in  lacem  éditas. 

Lorsque  les  logarithmes  furent  inventés,  le  calcul  logarithmique 
et  le  calcul  trigonométrique  se  prêtèrent  naturellement  une  assis- 
tance mutuelle.  Aux  tables  donnant  les  lignes  trigonomélriques 
des  abscisses  curvilignes  se  substituèrent  des  tables  donnant  les  lo- 
garithmes de  ces  lignes  (*).  Cent  de  semblables  tables  que  l'on  se 
sert  encore  aujourd'hui  :  les  abscisses  curvilignes  y  sont  évaluées 
soit  en  grades,  soit  plus  souvent,  et  conformémentà  l'ancien  usage, 
en  degrés,  minutes,  secondes. 

169.  Arc:j  oorrespoiidant  A  une  ligne  trigonométrique 
donnée.  —  Les  tables  trigonomélriques  ou  Irigonométrico-loga- 


(')  Cl.  BuAU-NnûnL,  loc.  eiU,  p.  îî. 

(')  Ibd.,  p,  57. 

f)  Rbciomontanus  (de  son  vrai  nom,  Johann  MQller,  i^-iR-i\-j^) 
liait  en  Italie,  en  Allemagne  et  en  Hongrie.  II  intitulait  sa  table  table 
féconde  :  i  tabellam..,  iwn  injuria  /œeundam  appellart  libuit,  quod  muUifa- 
riam  ac  mirandam  utililaUm  iiutar  foscuTtd»  arborii  parare  tcUat  i, 

(*]  heu  premiirf»  tables  do  logarithmes,  celles  de  Neper,  sont  préciiâ- 
ment  des  table*  donnant  les  logarithmes  des  sinus  et  non  ceux  des 
nombre*  proprement  dit  g. 
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rithmiques  jouent  le  même  rôle  que  les  Ubles  logarUhraiqnes  donl 
nous  avons  parlé  su  n°  145.  Il  y  a  c^>eDdaal,  entre  ces  deax  espèces 
de  ublea,  une  différence  importante.  A  un  nombre  correspond 
un  seul  logarithme  et  inversen^ent.  An  contraire,  tandis  <ja'k  nne 
abscisse  curviligne  (i  un  arc)  correspond  iid  seul  sinus,  il  corres- 
pond à  un  sinus  donne  (compris  entre  —  t  et  +  i)  une  infioilé 
B  d'abscisses   curvilignes.  De  même  pour  uo 

M,/^, .l!?^!!^'^      cosinus  ou  une  tangente  donnée. 

/  I  ^y' \v  Donoons-Dous    en    effet    un  tituts  qod- 

r  [77  ïH*  conque  (')  OQ  :  tout  arc  terminé  au  point  H 
V-''  \/j      ou  au  point  Mi  (fig,  79)  aura  pour  sînusOQ. 

'^- *      Appelons  alors  a  la  plus  petite  abscisse  curvi- 

''«.  79-  ligne  AM  du  point  M,  et,  par  conséquent  (*), 

n  —  a  la  plus  petite  abscisse  curviligne  de  Mi  :  les  aladssef 
curvilignes  a  —  ii.k.r.  et  K  —  a  +  i.fc.rr,  ou  —  a  -t-  (a.A  +  i)n 
où  k  esl  an  nombre  entier  qaeie«nque  (positif  ou  négatif)  oiU 
toutes  k  même  sinus  OQ , 

Donnons-nous  pareilletnenl  an  cosîitas  qadcoiMpie  (')  OP  :  loat 
arc  terminé  au  point  M  ou  au  point  M,  (Sg .  79)  aura  pour  cosinus 
OP.  J'en  conclus  )jae  les  abscisses  carvitlgne-s  a,  —  û  et,  d'une 
maniire  générale,  a  -+-  i.k.x,  —  «  -t-  a.t.îi,  (où  A-  est  a»  nombre 
entier  rjaetcon'jae  positif  ou  négatif)  ont  tnutes  le  mvme  co- 
sinas  OP. 

Soit  enfin  AT  une  tangente  :  tout  arc  terminé  au  point  M  ou  au 
|M>int  M,  (fig.  79)  aura  pour  tangente  AT.  J'en  conclus  que  les 
abscisses  curvilignes  a  et  tc  +  n  (77  +  a  est  une  abscisse  corviligne 
de  l'arc  AMj)  et  d'une  manière  générale  les  abscisses  curvilignes 
a  +  i.b.Ti,  Cl  +  71  +  2.A'.n,  ou,  en  d'autres  termes.  Us  abecisses 
a  ■+■  k.K,  où  k  est  un  entier  positif  ou  i*égaijf  guelcoague,  ont  louies 
la  même  tangente  AT. 

En  résumé,  nous  pouvons  écrire  les  égnlités  suivantes  qui  seront 


('I  Sut  la  figure  -jij  no»a  supposons  ce  «ifliu  poutif  ;  lel  couciusioiu  sont 
les  mêmes  «'il  est  négatir,  c'est~à<l4r«  si  Q  est  au-dessous  de  la  droite  OA. 

Cl  On  voit  tmiBédiateaMnt  que  i'arc  AMi  est  égal  i  une  denu-^ùcMk- 
térence  (a)  maint  ub  arc  égal  A  l'arc  m. 

(')  Sur  la  figure  -jç)  nous  supposons  ce  cotinua  poùtit  ;  le*  coodusions 
sont  les  mêmes  s'il  est  négatif. 
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«ucks.  qad  gae  soit  le  nombre  rehiif  a,  pour  toute  valeur  enUire 
posilive  ou  négative  de  A'  : 

,     sia  a  =Hii  (a  ■+■  a.A.i:)  =^  un  ^ —  o  -f-  (a.fc  +-  i)-':. 
'4)  î    cos  a  :=  cos  (a  H-  a.A-.n)  =  co»  ^ —  o  +  a.fc.nj 

tang  a  ^  lang  (d  +  k.it). 

100.  Arcs  de  signas  contraires,  arcs  Biiiqdéin«ntalr«B.  — 

Les  égalités  relatives  an  cosinus  montrent  que  l'on  a  en  particulici'  i,') 
cos  a  ^  C03  ( —  à).  On  voit  tl'autrc  part,  «n  se  reportant  &  la 
figure  79,  qne,  sil'arc  a  est  terminé  en  M,  par  exemple,  l'arc  —  a 
a  pour  extrémité  le  point  M),  situé  sur  la  perpendiculaire  MP  k  OA  ; 
d'où  résulte  que  l'on  a  (*_,  :  sin  a  ^  —  sin  ( —  a).  Il  en  est  de 
même  si  l'extrémité  de  l'arc  a  est  en  Mi,  en  Mi  on  en  Ma.  donc, 
'/ne/  que  soil  a.  Divisant  le  sinus  par  le  cosinus,  on  déduit  Je  là 
que  ;  tang  «  =  —  lang  ( —  a}. 

Les  égalités  (4)  relatives  au  sinns  montrent  qne  l'on  a  d'.inti-e 
part  : 

D'ailleurs  si  l'arc  a  a  pour  extrémité  M,  l'arc  tc  —  a»  pour  extré- 
mité M,,  d'oii  nous  concluons  (voir  fig.  79}  que  : 

cos  (iE  —  a)  =  —  cas  a; 

il  en  est  de  même  quelle  que  soit  l'extrémilé  de  l'arc  a,  donc 
quelle  que  soit  la  valeur  de  a.  —  Divisant  le  sinus  par  le  cosinus, 
nous  voyons  que  :  tang  ;';t  —  a)^=  —  tang  a. 

Ainsi  nous  avons  les  égalités  suivantes,  valables  quel  que  sot't  le 
nombre  relatif  a  : 

'    sia  a  ^  —     sin  ( —  a)  ;  sin  u  ^  liu  {jc  —  à) 

(5)  roia  =  cos  ' —  a);  cos  a  ^=  —     cm  (b  —  a) 

Ui^  a  =  —  taag  (—  a)  ;         tang  «  =  —  Uog  (ir  —  a). 

Deux  arcs  [tels  que  AM  et  MA'  sur  la  fig.  8o|  dont  la  somme 
est  égale  ïi  rt  sont  dits  mpplémentaires  ;  leurs  lignes  trigonométriqiics 

l'I  On  le  voit  en  donnant  i  fc  la  vftleur  o  dans  les  formules  (il. 
<,')  Let  sinus  «ont  de  signes  contraires  et  l'on  démontre  que  : 
loBgeaoi  Mf  =  loDgwar  FM,. 
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salisfont  aux  égaillés  écrites  ci-dessus;    la  dcnomiiiation    «  sup- 
plémentaire I)  rappelle  que  les  angles  MOA  el  MOA'  (fig.  80)  sont 
supplémentaires  (n°  04). 

eM  II  résulte  de  la  définition  des  arcs    siipplémen* 

|a     taires   que   tout  arc  a  a  un  supplémentaire  et   un 
seul  (')  et  que,  si  b  est  supplémenUii-e  dea,  a  est 
Fig.  8n.        supplémentaire  de  b. 

161.  Lignes  trlgonométriquei  de  t'aro  '  ;:  +  »).  —  D'après 
la  Tormulc  (4)  relalive  à  la  tangente,  on  a,  quel  que  soit  a  : 

lang  (it  +  aj  =  lang  a. 

Tour  avoir  la  valeur  de  sin  '7:  -t-  a),  nous  pouvons  observer  que 

sin  (n  -\-  a)  =  sin  ( —  t:  -\-  a  -t-  i.ir). 

sinus  égal  d'après  le  n'  160  à  sin  ( —  n  -1-  a),  donc,  d'après  le 
n'  160  à  —  sin  ii:  —  a),  donc  k  —  sin  a. 

On  démontre  de  même  que  cos  (it  +  a)  =;  —  cos  a. 

162.  ArcB  complémentaires.  —  On  appelle  arcs  complémen- 
taires titax  arcs  dont  le  somme  est  égale  ii  -*;  tels  sur  la  fig.  yt) 
les  arcs  AM  et  MB  ;  la  dénomination  »  complémentaire  »  rappelle 
que  les  angles  AOM   et  M0I3   sont   complémen- 
taires (n'*64). 

Désignons  par  a  et  h  les  arcs  complémentaires 
AM,  MB,  tous  deux  ^wsitifs  sur  la  fîg.  81.  Abais- 
sant MP  perpendiculaire  ;ur  OA  nous  avons 
sina  =  PM.co8a  =  OP.  "«■  ""■ 

Cela  dît,  supposons  un  instant  que  pour  déterminer  les  lignes 
trîgonométriques  de  l'arc  6,  nous  prenions,  non  plus  le  point  A ,  mais 
le  point  B  comme  origine  des  abscisses  carvUignes  ;  Tare  BM  compté 
à  partir  de  cette  origine  est  négatif  et  égal  à  —  />;  il  aura  pour 
sinus  (négatif)  la  longueur  OP  (affectée  du  signe  — f,  pour  cosinus 

CI  Si  l'arc  ou  abscisao  curviligne  a  est  un  nombre  comprit  entre  o  et 
7!,  il  en  eitde  mémo  de  l'arc  supplémentaire  égal  à  it  —  n;  c'est  le  cai 
qui  SB  présente  sut  la  figure  80.  Si  l'arc  a  est  positif  et  supérieur  à  ic, 
l'arc  supplémentaire  est  négatif. 
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la  longueur  OQ.  Mais  QM  n'est  autre  ctiose  que  le  cosinus  de  a, 
et  OQ  =^  sin  a.  Donc,  nous  avons  : 

sin  ( —  6)  ^  —  cos  a      el      cos  ( —  6)  =:  sin  a  ; 

donc    [puisque   sin  { —  6)  =?  ain  b,  cos  ( —  b)  =  coi  b'  : 
sin  b=coia,  cos  6  =  BÎn  a. 


d'où 

lang  /^  —  al  =  ^-^  =  colg  a. 

On  démontre  facilemeat  que  ces  formules  sont  vraies  quelle  que 
soit  la  position  du  point  M  sur  le  cercle  trîgonométrique  ('). 

163.  Calouli  trlgonométriquea.  —  Pour  que  l'on  ait  effec- 
tivement avantage  à  substituer  les  lignes  ou  grandeurs  trigonomé- 
Inques  aux  arcs  qu'elles  représentent  (voir  n"  147),  il  faut  que  l'on 
sache  effectuer  commodément  sur  ces  grandeurs  les  opérations  ■ 
qui  correspondent  aux  opérations  relatives  aux  arcs. 

On  y  parviendra  en  appliquant  certaines  règles  ou  formules 
générales,  sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  loin  (/Jeux.  LiV., 
ch.  I,  S  lo). 

Afin  de  faire  comprendre  la  nature  de  cca  formules,  énonçons 
dès  maintenant  celles  qui  sont  relatives  à  l'additioa  : 

Quelles  que  soient  les  valeurs  (nombres  relatifs  quelconques)  des 

(■)  Dea  fonuulea  des  &<"  prjcédenta  oa  peut  déduire  lea  expressions  aui- 
-vantea   de  .û>  ('  +  %  =»•  ('  +  f]- 
Remarquant  que 

■on  a,  d'aprèa  le  a"  i6i, 
«u,  d'apris  i6o  «t  163, 

•'■(•+!)=-(?-)=--    .o.(.+F)=-».{:-.)=...... 

BoDTaovi.  —  L«  Principei  da  l'Aaaljas  matbéouliqi».  la 
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arcs  on  abscisses  carvilîgrtes  a  et  £,  les  vsktm  'Aet^cssinas  «t  «fflur 
dc  la  somme  de  ces  arcs  —  que  nons  désî^eroTis  psr  les  symlmles- 
cos  (a  +  b),  fiin  (a  -<-  b)  —  seront  donnés  par  les  égalités 

cos  (a  -H  t)  =  cos  a  .  CM  6  —  sin  a  .  «in  b 
sin  (a  -H  6)  ^  ïin  a  .  cos  6  H-  CM  a  .  sin  6 


d'où  l'on  déduit 


'«(-')=Bs^:- 


\insi,  si  l'on  connaît  les  lignes  Irigonométriques  de  deux  arcs 
a  et  b  on  obtiendra  par  des  oi»ératiDOs  arithmé  tiques  élémentaire» 
les  lignes  irigonométriques. 

Nous  ferous  connattre  dans  notre  Deuxième  Livre  diverses  appli- 
cations do  ces  formules,  11  nous  suflitpour  l'instant  d'avoir  s^nalé 
le  prolongement  que  le  calcul  trigooométrique  vient  donner,  à 
son  tour,  h  la  science  des  nombres.  Déplus  en  plus  cette  science 
déborde  hors  du  vieux  cadre  pylliagoricien  pour  s'engager,  à  la 
suite  des  géomètres^  des  astronomes  et  des  calculateurs,  dans  des- 
voies  dont  nous  ne  pouvons  pas  encore  prévoir  l'aboutissement. 
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i.£s  riau&ss 


I.  —  Le  moade  des  aotioas  aéométriqaes 

164.  GnuMtaoflS'ViilBQrsa.  —  En  rapprochant  au  début  de 

notre  second  chapitie  la  géomëtriede  l'arithmélique,  en  faisant  une 
étude  comparée  de  ces  deux  sctencea.sœau  dans  leur  domainc- 
froBtière,  noue  avons  vu  nellemsnt  en  quoi  consiste  Je  .poiat  de  vue 
proprement  géoœétEique  (').  Les  grandeurs,  nous  l'avons  dit, 
n'intéressent  le  géomètre  qu'en  tant  qu'elles  ont  elles-mêmes  .une 
Ggure.  Ainei,  lonsquele  géomètre  emploie  le  mot  v  ■égaliié  »,  c'est 
toujours  de  l'«galilé  de  figure  qu'il  veut  parler  {oùle  n°fiB);  la 
notion  d'égalité  do  grandeur  ne  satisfait  son  esprit  que  si,  par  des 
combinaisons  de  ligures,  il  .peut  la  ramener  h  la  notion  de  super- 
position. De  marne,  une  opénUlon  effectuée  sur  des  grandeurs 
est  toujours,  pour  le  géomètre,  une  consiruction  (')  :  partant 
de  figures  données,  que  l'on  jelic  entre  elles  au  moyen  de  droites, 
de  cercles  ou  d'aulres  lignes  connues,  oa  construit  une  ^guce 
nouvelle  appelée  rL'cu/faf  de  l'opération.  L'élaboration  d'une tliéorie 
purement  quantitative  des  grandeurs  est  le  fait  de  l'aritlimétîcisn 
et  de  l'algébriste,  non  du  géomètre.  Dans  une  telle  théorie,  même, 
convient-il  d'éliminer  tout  ce  qui  a  trait  à  la  figure?  Boit-on  et 
peut-on  raisonner  sur  des  grandeurs  ou  quantités  entièrement  dé- 
pouillées de  forme  géométrique  ?  Il  serait  audacieux  de  le  prél£ndi« 

(■)  Sur  le  mot  «  géométrie  >,  voir  p.  6a,  nete  i. 

(')  Supra,  Qbap.  ii,  §  'i,  panim  et  in/ra,  chap,  m,  S  ■'■  Bien  entendu  il 
ne  «'agit  pai  là  d'une  coDStnicliou  phytiquement  Tiialitée,  mail  d'une 
Gonttruction  idéale. 
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après  que  nous  sommes  patlis  d'une  uotioa  de  grandeur  qui  se 
confond  avec  celle  de  longueur  ou  de  rapport  de  longueur 
(Cliap.  II,  %il,3).  Nous  verrons  d'ailleurs  que  l'algèbre  resta 
longtemps  tributaire  de  la  construction  géométrique,  si  bien  qu'on 
en  est  encore  à  se  demander  si  dans  l'ouvrage  inlitulé  La  Géomé- 
trie ('),  Descartes  a  eu  pour  objet  principal  les  progrès  de  la  science 
du  calcul   ou  ceux  de  la  science  des  figures. 

Cette  dernière,  aussi  bien,  reléguée  naguère  au  second  plan, 
par  suite  du  développement  triomphant  de  l'Analyse,  a  repris 
depuis  un  siècle  une  grande  importance.  Elle  est  et  restera  la  plus 
belle  illustration  des  sj^éculalions  mathématiques  et  le  point  de 
rencontre  des  diverses  mélhodcs  qui  leur  sont  [iropres.  C'est 
pourquoi,  dans  un  livre  où  nous  cherchons  à  mettre  en  lumière 
les  principes  de  l'Analyse,  nous  ne  pouvons  passer  sous  silence 
les  propriétés  fondamentales  des  figures  géométriques. 

165.  Figures  géométriques  et  figures  conorëtes.  —  En 
quel  sens  la  géométrie  rationnelle  éludie-t-elle  les  figures  ?  Ques- 
tion d'ordre  philosophique  que  nous  n'entreprendrons  pas  de 
traiter  ici.  Les  triangles,  les  cercles,  les  ellipses  sur  lesquels  rai- 
sonnent les  géomètres  ne  sont  point  ceux  que  réalise  la  nature  et 
que  nos  sens  nous  font  percevoir.  11  n'y  a  pas,  en  effet,  de  Iriangle 
matériel  qui  soit  rigoureusement  un  triangle,  c'est-à-dire  qui  n'ait 
point  d'épaisseur  (pas  de  volume),  qui  soit  parfaitement  plan  (non 
gondolé),    dont  les  côtés  soient   vraiment  droits    (non   tordus). 

Pourra-t'on,  du  moins,  vérifier  par  une  expérience  indirecte 
les  propriétés  que  les  géomètres  attribuent  au  triangle?  Non  pas 
môme,  car  toute  expérience  est,  en  dernière  analyse,  une  mesure, 
et  aucune  mesure  n'est  absolument  parfaite  (cf.  n"  58). 
Ainsi  l'on  peut,  au  moyen  d'observations  astronomiques  minu- 
tieuses, évaluer  avec  une  grande  précision  les  angles  d'un  triangle 
dont  les  sommets  sont  des  étoiles  ou  des  points  terrestres  définis 
par  des  signaux  lumineux  ;  mais  ce  serait  un  merveilleux 
hasard  que  la  somme  des  angles  ainsi  calculée  fût  rigoureu- 
sement égale  k  deux  angles  droits  comme  le  veut  le  théorème 

(')  Vide  in/ra,  Deux.  (.>.,  ch.  iv,  g  3. 
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du  n'  170(').  En  serrant  la  question  de  plus  près,  on  constate 
qu'aucune  des  propriétés  (homogénéité,  isotropisme  ('),  etc.) 
attribuées  Ji  l'espace  par  le  géomètre  n'appartient  h.  l'espace  sen- 
sible. H  faut  conclure  de  là  que  le  géomètre  raisonne  sur  un 
espace  idéal,  sur  des  figures  idéales  (').  Cea  figures,  où  sont-elles, 
d'où  les  tirons-nous?  Elles  nous  sont,  —  disaient  les  géomètres 
grecs  et  répétait  après  eux.  Descartes,  —  révélées  par  l'intuition 
(cf.  n"  1  et  n°*  63  et  suiv.).  Grâce  à  celte  faculté  mystérieuse,  les 
propriétés  des  figures  géométriques  nous  apparaissent  en  bloc 
dans  leur  entrelacement  harmonieux  ;  nous  n'avons,  pour  com- 
poser la  géométrie,  qu'à  détailler  ce  que  nous  voyons  dans  l'ordre 
que  nous  tenons  pour  le  plus  simple  et  le  plus  clair. 

16e.  Faits  géomitriqueB  et  théorèmes.  —  Pour  exposer 
BOUS  forme  didactique  (*)  les  vérités  de  la  géométrie,  nous  les  tra- 
duisons en  propositions  [ihAtrèmes)  que  nous  cherchons  à  démon- 

(')  On  no  p«ut  donc  pets  contrôler  expérimentalement  ce  théorème 
Remarquon*  d'ailleun  que  pour  l'astronome  le  c6té  d'un  triangle  est  un 
rayon  lumineux.  Or  quelle  expérience  peut  prouver  ijue  la  direction  de 
la  Inmière  est  bien  en  effet  une  ligne  droite  au  sens  de  la  géométrie  ration- 
nelle ?  —  Cf.  Deux.  Liv.,  ch.  v,  \  t|. 

(')  L'espace  géométrique  eit  dit  homogène  parce  que  tous  se*  points 
■ont  identiques  entre  eux,  isotrope  parce  que  toutes  les  droites  qui 
paitent  par  un  même  point  aont  identiques  entre  elles.  Or  il  est  clair 
que,  par  rapport  k  nos  sens,  U*  points  de  l'espace,  ou  les  droites  qui 
passent  par  un  même,  point,  ne  jouent  pas  toutes  le  mtme  rAle.  L'espace 
que  nous  percevons  n'est  pas  non  plus  initni,  et  nous  ne  pouvons  pas 
même  vérifier  expérimentalement  qu'il  a  trois  dimensions  (cl.  H.  Poihcaré, 
Xrii  êàenea  et  Vf^pothète.  ch.  it). 

(S)  Cependant,  pour  faciliter  le  raisonnement  abstrait  et  pour  soulager 
notre  mémoire,  nous  pourroosnousaiderde  figures  réelles  et,  par  exemple, 
de  schémas  tracés  au  tableau  noir  ou  sur  une  feuille  de  papier.  Tellessont 
les  ■  figures  i  qui  illustrent  les  traités  de  géométrie  [noua  n'oublierons 
pas  que  le  mot  ■  figure  >  pris  dans  cette  acception  désigne  tout  autr« 
chose  que  la  figure  théorique,  objet  des  spéculations  du  géomètre], 

(*)  Les  premiers  géomètres  de  la  Grèce  n'enseignaient  peut-être  point 
leur  science  sous  forme  didactique  :  les  propriétés  des  figures  étaient 
pour  eux  des  secrets  auxquels  ils  initiaient  un  petit  nombre  de  dîtciplea. 
Nous  trouvons  cbee  Jambliqus  [D»  pythagorica  vita,  88],  le  renseigne- 
ment suivant,  d'ailleurs  sujet  à  caution  ;  i  Voici  comment  les  Pythago- 
riciens disent  que  la  géométrie  fut  nendue  publique  :  l'argent  des  Pytha- 
goriciens fut  perdu  par  l'un  d'eux  :  k  la  suite  de  ce  malheur  on  lui 
«ccorda  de  battre  monnaie  avec  la  Géométrie,  i  (Voir  P.  Tannery,  La 
giomilrie  grtequ»,  p.  Ri). 
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trer,.c.'t!^\.  à-dire  à  déduire  tes  uii&  des  autres.  Aînû  dans  un  troîti 
bîea  com|)03é  (cf.  i.4)  les  théorèmes  se  succèdent,  chaînon  gar 
cfaainon,  suivant  une  série  logiquement  ordonnée.  L'ardre  de  cette 
série  a-t-il,  cependant,  une  valeui  aleohie?  Ob^ecliveinent  par- 
lant, les  propriétés  dont  jouissent.les  Atres  mathémaliquas  aant  des 
fiùts  qui  s' impliquent  mutuellement,  mais  dont  aucun  nlest  anl&- 
rieur  k  l'aHJtre.  Peut-être  est-il  commode  de  déduire  la  proposiT- 
tion  B  de  la  proposition  A  ;  mais  il  sentit  souvoaL  tout  aussi  légi- 
time de  tirer  la  proposition  A  de  la  proposition  B.  C'est  à<  cause 
des  besoins  de  la  démoostralion  (|ue  des  faits,  simultanés  pour  U 
raison,  sont  traduits  dans  nos  livres  gardes-  théorèmes  successifs. 
Voulant  simpleiDent  rappeler,,  dans  c&  cbagitre,  i^ueliyies-unes 
des  propriétés  dont  jouissent  les  Ggures  les  plus  simples,  nous  ne 
nous  astreindrons  pas  à  rétablir  la  chaîne  dea-  dénaonstrattoni  que 
l'on  troiivcnv  dans  touÀ  les  Irakés  degéométrifi.  N»usi  nau&  bomor 
rons  il-  si^alcr  \&  oinlenu  objectif  des  théorèmes  fonda  mon  laui. 
li  sera  temps  ensuite  de  porter  notre  attention  sur  la  forme  logique 
duavstèmcqiiccesLliéeM'èmeaconetitaciDt^'KHr  i4^&lDeiix.là>.,V), 


2,  —  Qêométrîe  qualitative  des  figuras  simples 

*67'.  —  Lorsque  nous  conlemplom  le  nrondc  idéai  dbs  êtres 
géoméUiiqueSinous  sommes  frappés  tout  d'abord  par  le  spectacle 
hannonieuK.  que  naos  offrent  le»  figures-  oonaidéiéas.  danai  leur 
forme  el  abstraction  faite  de  leur  gnmdettr:  Nous  observonsi 
en  effet  qu'une  Ggure  q-.iî  est  remarquable  soit  pac  sa  &inir- 
pficité,  soit  pftT  la  symétiie  qu'elle  psésBate,  soit  par  qudque 
autre  ciiTomlance,  est  (bujours  associée  s  d'sutres  figures  mnar- 
quablesi  U  n'y  a  pas,, autrement  dit,. de  propriété  qui  ne  tiolnc  à 
s»'  snite  d'autra»  pcoprtélés.  D'où  une  multitude  do  théotàmes». 
dont  Fensemblè  constitoe  \i  tjéométrie  qaalllàthe  {'): 

Nous  allons  rappeler  brièvement  quelques-uns  de  ces  théorèmes. 

(*)  Nous  ei«teiMlon&  par  là  mugéomélrie  où  it  u'Mt  qpestjon  que  del«. 
forme,  de»  fi0iru  et  aoii  da  refalioiu  quantitatives,  eatra  grandeurs. 
Nous  feront  toutefoii  rentras  dans  cette  géométrie  la  tlkeorié  de»  fïguna 
igaUt  en.  ajr.Mkt  égard  i  ce  fait  que  la  notion. d'égalité  géométrique. le 
confond  area  la  nsti«n  de  superpotilion  (cf.  53  et  ^5).  —  Il  import» 
d'ailleurs  de  remarquer  que  la  dialinctiou  do  la  géométrie  qualitative  et 
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Nombae  d-'enlM  eiut  étaient  aaos  doute  déjà  connus-  des  premiers 
géfluiètcea  grecs  (■)  et  ea  particulier  des  Pythagonciens  ;  mais  ces 
savants  a' ont  laissé  aucua  laàlA  écriX,  et  pent-itre  l'appareil  de 
la  déDooBsUatiûa  d' était-il  pas  assez  pfirfecliooaé  chez  eux  pour 
leur  pernettre  d'enchaîner  leuiâ  théorèmes  d'une  maaière  satis- 
faisante.  No«s  a'aTona  non  plus  aucune  œuvre  écrite  des  grands 
géomètres  des  \'  et  iv'  BÎècleSr  Archytas  de  Tarenle  (réputé  le  der- 
nier p^thagocicien  d'ioaportaacc).  Hippocralc  de  Chios,  profes- 
seoTÀ  Alhènes  au  v*  siècle,  Platon  ('(29^3^8),  Eadoxe  de  Cnide. 
Uau  ie  monuaienl  essentiel  de  la  géométrie  grecque  nous  est, 
•«n  revanche,  familier  k  tous;  c'est  le  traité  (')  de  l'Alexandrin 
£ucUde  {mutila,  Elémenlâ,  composés  vers  l'an  3oo  av.  J.-C), 
traité  tj/ui  est  demeuré  j/Bsqu'au  dernier  siècle  la  hïhle  iTiathéma- 
ti^ue.  de  tous  les  pays. 

16S.  PropiiitAs  d'raglcs  rstnarqnables  (').  —  Traçons  deux 
droites  parallèles  \'X,  T'Y  et  coupons  ces  droites  par  une  troi- 

4»  \m  g&aaétm  HiAtrîqav  iomS  il  Hra.  queatim  au  $  1  Mt  !•«(»  ntotÎTs^ 
et  qn*  le  mot  ■  qualitatif  ■  a  daa  acceptionf  diveraea.  Une  géomitti»  qiii 
-s'attache  à  la  forme  des  figurai  ne  fait  point  complètement  abatractioik 
de  ta  grandear  stpar  conséquent  de  la  qualité.  Si  donc  on  entendait  par 
fuolilflti/  ce  qni  n'att  à  smomb  degié  qmaaiitmlifr  it  a'y  aurait  6b  i}«udr- 
tftlib  eu  gaomrilna  <ft»  lea  tUttrèin«s  qvi  raitaat  vraÎB  lonqa'on 
déforme  les  figuras  tanaeti  altéiar  la  dispoiition  générala  :  ce*  théorimet 
sont  ceux  de  l'AnabfaU  »itua  dont  noua  parlenms  ultérieurement. 

{')  fiuDiu  (discipl»  d'Jtfiatote),  Chktnds  (x"  ntele  or.  J.-C)  et 
PaoeLsa  (4^tiisU  ap.  J.'C-],  gourcei  pdacipalof  de  nui  coimaiaMacM  sur 
les  origines  de  la  géométria  grecijuB  (lei  deux  premien,  d'ailleurs,  ne  nous 
sont  connus  qu'indirectement,  leurs  écrits  étant  perdus},  attribuent  à 
Thalès  la  découverte  de  plusieuis  tUarèoMi  quAV^approprièrent  e&saito 
les  Pythagoriciens.  Il  semble  cependant  que  Tsalës  n'ait  guère  eu  que 
de*  CDnnoiaaancei  pratique*  qu'il  tenait  peut-être  des  Egyptiens. 

{*]  Il  est  impossible  do  déterminer  exactement  les  sources  de  l'ceuvre 
-d'EvcuDE.  Tout  porte  à  osire  eapendant  qa'il  &  lai^DMDt  puisé  dans  hw 
tiaitéa  de  géométrie  antérieurs  au  sien,  et  t^ue  les  £Umant»  aont  L'abou? 
tisseroent  d'un  travail  collectif  de  plusieurs  siècle*.  Le*  éditions  anciennea 
4>n  modernes  des  Elimtnl*  «ont  innonbrables.  La  principale  traduction 
française  est  celle  de  F.  Prcxian,  La*  Œuuwt»  d'Euetiâe  an  grec,  «n  IoéiW 
4t  at tr-oaçaU^  3  vol..  Pana,  i8i4-i8iS. 

(*)  On  trouvera  daoa  tout  les  traités  de  géométrie  élémentaire  les 
-démonstrations  que  nous  laissons  do  c&té.  On  pourra  consulter,  par 
«xemple:  Hadauahd,  Ltçona  de  géomitrU  iUmtnlaire,  3  vol..  Colin,  ift^ft 
«t  igoi  ;  BoucbA  et  Couberoosse,  Traiti  de  géométrie,  a  vol.,  Gauthier- 
>^lars,  7*  édit.,  igoo. 


.ï  Google 


l8j  LES   FIGURES 

sîème  droite  Z'Z  qui  tea  rencontre  respectivemenl  aux  pointa  A  et 
B  (fig.  83).  La  droite  Z'Z  {appelée  Irantversale)  forme  avec  cha- 
cune des  droites  X'X  et  Y'Y  quatre  angles  que  je  numérote  :  i,  3, 
3,  4-  D'où,  en  tout,  huit  angles  (je  les  désigne  respectivement  par 
les  lettres  affectées  d'indices  A|,  A.,  Ai,  Ai,  B,,  Bj,  Bi,  B^)  entre 
les  grandeurs  desquels  il  y  a  des  relations 
remarquables  {'). 

Les  angles  Ai,  A(  (égaux  comme  op- 
posés par  le  sommet,  n"  64)  sont  égaux 
(superposables)  aux  angles  Bi,  B^  (opposés 
par  le  sommet).  Les  angles  Ai,  A,  iont 
égaux  aux  angles  Bj,  Bj.  —  D'ailleurs  les 
angles  A,  et  A3,  Bi  et  TAi,  etc.  sont  deux 
à  deux  supplémentaires  (n"  M).  Il  en  résulte  que  les  angles  A, 
el  B,,  sont  supplémentaires,  de  même  les  angles  A,  el  Bj,  etc. 

Lorsque  l'on  veut  spécialement  désigner  deux  des  huit  angles 
A|,...  B^,  l'un  de  sommet  A  et  l'autre  de  sommet  B,  on  emploie 
une  terminologie  spéciale  :  on  appelle  aUernea-internes  (')  les 
angles  (égaux)  Ai,  Bj,  ou  A,,  Bj,  alternes-externes  les  angles  A,. 
Bj,  ou.Vi.Bj,  correspondants  les  sitigles  K,,  B,,ou  Ai,  Bî.ou  Ai,  Bj, 
ou  A,,  Bi,  intérieurs  les  angles  A,,  B,,  ou  A„  B„  etc. 

Ces  défmilions  sont  naturellement  valables  lors  même  que  les 
droites  X'X  et  Y'V  ne  sont  pas  parallèles.  Mais  on  démontre  que  si, 
parmi  les  huit  angles  que  forme  avec  ces  droites  la  transversale  Z'Z 
il  y  a  un  couple  d'angles  alternes-internes,  alternes -externes  00 
correspondants  égaux,  les  deux  droites  X'X 
et  y  Y  sont  nécessairement  parallèles. 


169,  —  Il  résulte  des   propositions  ci-     v 

dessus  énoncées  que  lorsqu'un  des  huit 
angles  est  droit,  tous  les  autres  sont  droits  : 
ainsi,  lorsque  la  droite  Z'Z  est  perpendicu- 
laire sar  Fane  des  parnllkles  elle  est  per- 
pendiculaire sur  l'autre.  Réciproquement,  si  Z'Z  est  perpenculalre 
sur  chacune  des  droites  X'X,  Y'Y,  ces  deux  droites  sont  parallèles. 

(')  Cf.  Elclidb,  r,  57-30. 

(')  AUerni  angidi,  d'apcès  les  traducteun  d'EucLtDE. 
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C'est  également  des  propositions  qui  précèdent  que  l'on  tire  les 
importants  théorèmes  suivants  : 

Deux  angles  dont  tes  sommets  0  et  O' 
sont  des  points  quelconques,,  mais  dont 
les  côtés  sont  parallèles  chacun  à  cha- 
cun et  dirigés  dans  le  même  sens  sont 
ésao^C).  >''■'«■        . 

Deux  angles  qaiont  leurs  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun 
sont  égaux  ou  supplémentaires. 

170.  Triangles.  CAtés.  Somme  d«a  anglea.  —  Un  triangle 
a  6  s  éléments  »,  savoir  ses  trois  côtés  et  ses  trois  angles. 

Entre  les  trois  côtés  d'une  part,  les  trois  angles  de   l'autre,   il 
y  a  des  relations  remarquables  : 

Dans  un  triangle  quelconque  nn  côté  est  plus  petit  que  la  somme 
des  deax  autres.  Sur  la  fig,  85,  par  exemple,  on  a  ; 

longueur  BC  ■<  longueur  AB  +  longueur  AC. 
Cette  proposition  ne  fait  en  somme  qu'exprimer  qu'entre  les  deux 
points  B  et  C  la  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin. 


D'autre  part,  la  somme  des  angles  d'an  triangle  quelconque  a 
toujours  pour  somme  deux  angles  droits  (*)  [voir  au  n'  64  la 
définition  de  la  somme  de  plusieurs  angles}. 

En  effet,  menons  (fig,  86)  par  le  point  C  la  droite  CD  parallèle 
k  AB,  et  appelons  CB'  le  prolongement  de  BC  :  l'angle  A  du 
triangle  est  égal  à  l'angle  ACD  {alterne-interne,  n'  168)  ;  l'angle  B 
du  triangle  est  égal  à  l'angle  DCB'  (correspondant).  Donc 
la  somme  des  trois  angles  du  triangle  est  égale  i  la  somme  des 

C)  Le  théorime  «ft  encore  vrai  si  iea  deux  angles  sont  situes  dans  des 
plan*  différents  (cesp)ansiont  alors,  d'ailleurs,  nécessairement  parallèles], 

C)  EvcLiDE,  liv,  I,  prop,  33,  Voir  au  sujet  de  ce  théorime  :  infra, 
Deuxtim»  Lh>.,  chap.  v. 
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angles  BCA,  ACD  et  DCB'.donc  à  l'angle  BCB',  plua  grand  angle 
possible,  éijalà  deux  droits  (n°  64). 

La  découverte  de  ce  théorème  capital  est  attribuée  par  Eudème 
(voir  p.  i83,  note  i)  aux  Pythagoriciens. 

L'angle  (tel  que  ACB)  formé  par  un  côté  d'un  triangle  et  le 
prolongement  d'un  autre  côté  est  appelé  angle  extérieur  (txxS;  fuivïu). 
Chaque  angle  extérieur  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles  du 
triangle  qui  ne  lui  sont  pas  adjacents  ('). 

11  résulte  de  ces  propositions  qu'un  triangle  quelconque  ne  peut 
avoir  plus  d'un  angle  obtus.  Dan?  un  triangle  qui  a  un  angle 
droit,  les  deux  angles  non-droits  (nécessairement  aigus)  sonLcooi- 
plfmeniaires  {n°  54). 

171.  —  Signalons  encore  la  propriété  suivante  concernant  les 
grandeurs  relatives  des  côtés  et  des  angles  d'un  triangle. 

A  (')  deiur  côtés  iiiéyaux  fFun  triangle  correspaiideitl  des  angles 
inégaux  ;  au  plas  grand  côté  est  opposé  le  plus  grand  angle. 

Ainsi  sur  la  fignre  85  le  côté  AB  est  plus  grand  que  le  côté  BC. 
Oft  démontre  qu'ea  eonséqocnce:  le»  sn^es  A.Cfi  et  ABC  soot  iné- 
gaux et  que  le  prevaicr  ot  plus  grand  tjae'  U  second. 

172.  Egalité  des  triangl«B.  —  Deux  triangles  sont  Jits  égaux 

A'  {congruents)  lorsqu'ils  sont  superposablea  ('). 

\.    /  X^        Deui  triangles  égaux  (tels  que  les  triangles 

/^X     '      '^'     ABC,    A'B'C  sur  la  figure    87)   ont  des 

angles    et    côtés    correspondants    qui    sont 

^'S  ^7-  igDMX.  deax  k  deu»  :  nouS'  dieona  donc  que 

leurs  6  éléments soat  égaux chtuiM  àettacuAC^y  FUôproqjueBWBt.  ai 

deux  triangles  ont  leurs  su.  élûacmlâ  égaivx>  eliacuni  à  cliaeiui,  iH» 

soDt  aupevposaUeK. 

(')  COI  M  a.  tattat  supplantai  qu»  I»  acbud  ds  cm  angh»,  MkToir  l'asi- 
gle  ACB. 

(*)  EwciitTE,  Kv,  T,  prop.  Ig. 

(^)  Cok  Mviautà  dira  qae  le  toMigle  ABC  pent  êtm  dfjtlaal  d«  telt« 
manière  qu'il  vienne  coïncider  avec  le  triangle  ABC.  Cf.  Deux.  Lie, 
cHap.  IV,  %  Il  ;  voir  aussi  n°  1&4 

[*)  U  en  sera  de  mêms  de  tout'  Wi  i«gm«its  da  draitei  Mianifa  am 
triangles  (tels  que  hauteurs,  bissectÔMS,  a"  X77)  fui  m  coEraapcmJeiit 
deux  &  deux. 
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Voilà —  OU  à  peu  prèa  —  tout  ce  qua  noue  auùonft  k  dire  des 
(rian^ea  égaux  si.  nous  iLaviaos  d'autre  bnL  que  de  décrire  les 
propriétés  des  (igures.  Mais  nous  ne  devons  pas  oubliée  (cf.  lââ  et 
aai)  que  le»  ihéorènneB  de  la  géométrie  ne  s<mi  yi&  seulemaot 
tenus  d'apporter  des  résultats  intéresaanta,  mais  doivent  ausei 
servir  d'instruments  de  démonstration  pour  la  découverte  de  nou- 
velles propositions.  C'està  ce  titre  que  s'imposait  la  dûterminalion 
des  <  cas  d'érjalhé  des  Irîaagles  s,  quî  est  sans  doute  l'une  des 
questions  les  plus  anciennement  résolues  par  les  géomètres 
[^Eudèine  fait  remonter  la  découverte  dé  l'un  d'eux  jusq^u'à  Thalh.\ 

IL  s'agissait  de  déterminer  des  conditions  suffisantes 
entraînant  tégalilè  de  deux  triangles.  En  d'autres  termes,  —  dési- 
gnant les  angles  des  deux  triangles  ((îg.  87)  par  les  noms  dé  leurs 
sommets  respectifs  et  les  cotes  opposés  par  les  petites  lettres  cor- 
respondantes a,  b,  c,  a',  y ,  c',  —  écrivons  les  six  égalités  (') 

A  =  A',      H  =  B^      C  =  C,      «  =0'.      b  =  ti.      c^d 

qpi  expriment  que  les  triangles,  sont  su^^rposables.  Si  ces  six  con- 
ditions d'égalité  sont  satisfaites,  les  triangles  sont  sûrement  égaux. 
Maïs  est-il  nécessaire  de  itwoir  déjà  qu'elles  sont  toutes  six  satis- 
faites pour  afTirmer  l'égalité  des  deux  triangles  ?  Ne  peut-îl  arriver 
que,  %ï cinq, o\\ quatre,  ou  irois.Aei  siicondilions  sont  remplies,  les 
dernières  le  soient  nécessairement  ipso /w/o?  S'il  en  était  ainsi, 
nous  dirions  qiie  les  cinq,  ou  quatre,  ou  trois  premières  conditions 
sont  des  «  conditions  suHlsantes  »  assurant  l'égalité  des  deux 
triangles. 

De  telles  conditions  suffisantes  sont  données  par  les  trois  cas 
dégalilé  des  triangles  que  des  démonstrations  très  simples  per- 
mettent de  déterminer. 

t"  cas.  —  Deax  Irianfjlès  sont  é'yatar  hrsqu'its  ont  an  amjle 
éffalcamprâ  entre  deax  côtés  ér/atix"  chacun  à  chacan,  ce  qui  veut 
dire  ;  il  suffit  que  tes  deux  triangles  aient  un  angle  égal  (soit 
Al  ^=  A^)  et  le»,  deux  côtés  connponffanto  égaux,  (aoii  h  ^  b', 
c^c*  sur  la  figurer  8*7)  poirr  que  les  deux  ttrângites  soient  égaunt. 

31°*  au.. —  Deux  lri(UUjles.soiit  égfuia  lorsqu'ils  ont  an  eôlé  éyal 

{']  Q  s'agit  ici  touJQun  d'égalité*  géômctriquea  que  noua  exprimons 
^fmionqutmenf  ta  empruntant  Te  ligne  ^  aux  anthméticieni. 
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adjacent  (attenant)  à  deux  tint/les  égaux  chacun  à  chacun  [par 
exemple  lorsque  le  côt^  a  est  égal  au  côté  a',  l'angle  B  k  l'angle  B', 
l'angle  C  k  l'angle  C']. 

3"'  cas.  —  Deux  triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  oui  leurs  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

173.  Remarque.  —  Aux  trois  cas  énumérés  ci-dessus  on 
^Hiurrait  adjoindre  le  suivant  :  cas  où  les  deux  triangles  ont  deux 
côtés  égaux  et  un  angle  égal  non  compris  entre  ces  cdtés.  Mais  ces 
conditions,  nécessaires  pour  que  les  triangles  soient  égaux,  ne 
sont  pas  suffisantes.  Supposons  en  efTet,  qu'il  soit  su  que  les  côtés 
AD,  AC  et  l'angle  B  d'un  premier  triangle  ABC  (fig.  85)  soient 

respectivement  égaux  aux  côtés  et  k  l'angle  cor- 
respondant d'un  second  triangle  :  ce  second 
triangle  pourra  être  (fig.  88)  le  triangle  A'B'C 
égal  h  ABC  ;  mais  îl  pourra  être  aussi  le  triangle 
Fi    88  A'B'C,  qui  a  même  côté  A'B',  mâme  angle  B' 

et  où  A'C  est  égal  k  \'C'  ;  or  ce  triangle  n'est 
pas  superposable  k  ABC.  Ainsi  les  conditions  données  par 
l'énoncé  déterminent  deux  triangles  différents,  dont  l'un  seule- 
ment est  égal  au  triangle  ABC  :  pour  conclure  k  l'égalité  il  faut 
s'être  assuré  que  c'est  bien  k  celui-ci  que  l'on  a  affaire. 

Remarquons,  d'autre  part,  que  l'on  ne  peut  jamais,  déduire 
l'égalité  de  deux  triangles  du  fait  qu'ils  ont  leurs  trois  angles  égaux 
chacun  à  cbacun  C).  II  est  clair  en  effet  qu'un  triangle  très  petit 
et  un  triangle  très  grand  peuvent  avoir  des  angles  égaux. 

174.  Triangles  reotangles.  —  On  appelle  triangle  rectangle 
un  triangle  dont  un  angle  est  droit.  Dans  un  triangle  rectangle, 
le  côté  opposé  à  l'angle  droit  (côté  BC  sur  la  figure  8g  est  appelé 


{')  Les  trois  anglM  d'un  triante  quelconque  ayant  toujours  la  mêms 
aomme  (n"  170)  nous  do  donnons  rien  de  pliu  en  déclarant  igaux 
!«■  trois  angles  dei  deux  triangles  qu'eu  supposant  simplement 
l'égaUté  de  doux  angles  ;  eu  d'autres  termes,  nous  ne  formulons  que  deux 
conditions  auxquelles  satisfont  les  deux  triangles  :  les  cas  d'égalité  sup- 
posent tous,  au  contraire,  que  troit  conditions  sont  remplies  [au  sujet  du 
nombre  de  conditions  qui  déterminent  un  triangle,  voir  infra,  Liv,  Deux., 
ctop.  IV,  i  ■]. 
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hypoténuse  (ùitoTiîvouia,  qui  soua-tend).  les  deux  autres  cdtés  soat 
appelés  côtés  de  l'angle  droit  ou  calkèles  (xxSttof  Bignifie  :  qui 
tombe  verticalement). 

Les  triangles   rectangles,   jouissent  de  pro-      ^         5 
priétés  exceptionnelles  remarquables.  L'énoncé        \.^    I  \^ 
des  cas  d'égalité  de  deux  triangles,   en  parti-    b  c  b'    %• 

culier,  peut  être  simplifié  lorsque  les  triangles  pig.  89. 

sont  rectangles  ('). 

176-  Applications  diveraes.  —  La  considération  de  triangles 
égaux  permet  de  reconnaître  l'égalité  de  segments  reclilignes  ou 
d'angles  remarquables  associés  &  diverses  figures. 

Soient  (fig.  90)   X'X  une  droite  indéfinie   et    V'Y   une   autre 

droite,  perpendiculaire  sur  X'X  au  point  H. 

Tout  segment  rcctiligne  tel  que  AB,  mené 

d'uD  point  A  de  Y'Y  à  un  point  (quelconque)  B 

de   X'X  est    dit  oblique  par    rapport   à    la 

droite  X'X;   le  point  B  est  appelé  k  ;>(W  rfe 

tùblique  ti  (').  Cela  posé,  on  démontre  que 

deux  obliques,  issues  d'un  même  point  A  et 

dont  les  pieds  sont  également  distants  dapied  H 

'^'  3"'    .  de  la  perpendiculaire  AH  {sur  X'X)  sont  des 

segments  égaux.   Réciproquement,  si  ces  segments   sont   égaux, 

leurs  pieds  sont  également  distants  du  point  H. 

Remarque.   —  On  démontre  {')  que  toute  oblique   est  plus 
longue  que  la  perpendiculaire.  C'est  pourquoi  la 
distance  du  point  \  à  la  droite   X'X  est  définie 
comme  étant  la  longueur  de  la  perpendiculaire  AIL 
Le  pied  H  de   la  perpendiculaire  abaissée  de   A        / 
sur  X'X  est  appelé  projection  orthogonale  ou  sim-    *  '      i      ' 
plement  projection  du  point  A  sur  la  droite  X'X.  pig.  gr, 

(')  Dttix  triangle»  rectangles  sont  égaux  —  dit-on  assez  incorrectement 
—  ioraqu'iU  ont  l'hypoténuse  égale  et  une  cathite  égale,  —  ou  lorsqu'ils 
ont  l'hypoténuse  igate  et  un  angle  [autre  qut  l'angle  droit)  égal. 

{')  Le  mot  oblique,  employé  comme  Bubslanlif,  est  fénûoin  (droite 
étant  sous-entendu). 

(3)  Nous  verrons  plus  loin  (aiS)  que  AH  [c'est-à-dire la  mesure  de  AH) 
est  égale  au  produit  de  AC  par  un  nombre  plus  petit  que  1  (cosinus  de 
rang;Ie  HAC). 
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'Considérons  nisintenanl  (a  Vissectrice  OZ  ^n*  1S4)  S'ait  angle 
âonnc  XOy  ((ig.  91).  On  démontre  qae  les  peqtenilkulatrvs 
AB  et  AC  abaissées  d'un  point  quelconque  A  »?c  la  bissectrice  lur 
les  cilés  de  Cantate  sont  des  segments  égaux. 

176-  Symé^ea.  —  Soit  donnée  anc  dioile  X'X.  Deux  poînl» 
quelcontjues  A  et  A'  sont  dits  symélrliiaes  l'un  deTautre  par  rap- 
port à  celte  droite  s'ils  sont  situés  sur  une  intime  perpendiculaire 
à  X'X  et  équidistants  de  cette  droite.  —  Deux  lignes  quelconques 
sont  dites  symétriijues  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  X'X  si  tous 
leurs  points  sont  deiis  à  deux  symétriques.  —  On  démontre  faci- 
lement que  deux  triaiigles  —  tels  que  ABC,  A'B'C  (fig.  ga)  — 
symétriques  par  rapport  à  une  droite  X'X  sont  des  triangles  égaux. 
D'une  manièi-e  générale,  deux  figurée  de  forme  quelconque  symé- 
triques yiot  rapport  à  une  droite  sont  congrucnles  (superpo- 
sables  ('). 

B 


'V 


Fig.  aï. 


Soit  donné,  d'autre  part,  un  point  O.  Deux  points  quelconques 
A  et  A'  sont  dits  syméfriqses  \'va  de  l'uutre  por  rapport  &  O  ("iBs 
sont  équidistants  de  ce  point  et  en  ligne  droite  avec  Itri  {(ig.  gS). 
Deux  ûgures  quolconques  sont  ditsa-v^m^/r/i^ues par  rapport^Osi 
leurs  points  sont  symétriques  deu\  à  deux.  On  démontre  que  denx 
telles  figures  sont  toujours  congnjcntea. 

177.  Droites  remarquables  aaaooléea  A  on  triangle.  —  On 
peut  associer  à  lui  triangle  diverses  droites  qui  jouissent  de  rpro- 
priétés  reinai^uahlcs.  Parmi  ces  droites,  celles  qui  sont  le  plvs 
fréquemment  considérées  sont  les  hauteurs,  les  médianes  et  les 

bissectrices . 

(<)  Voira  co  tuinl  Detix.  Lit:,  ch.  iv,  §  n. 
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'  La  hauteur  (dn  triangle  ABC)  relative  an  cMë  BC  est  ta  perfien- 
diculaire  \H  abaissée  du  sommet  A  sur  le  côté  BC  (fig.  çS)  '[le 
ponil  H,  pied  de  la  liauteur,  n*es(  d'aîlleurs  pas  nécessairement 
situe  entre  B  et  C  ;  il  peut  6tr«  sur  le  prolongement  de  ce  côté, 
«g- 95].  _ 

La  médiane  relative  au  calé  BC  est  la  droite  gui  joint  le  sommet 
A,  opposé  à  BC,  an  mifiea  M  de  BC. 

La  bissectrice  relative  à  l'angle  A  est  la  bissectrice  AP  de  cet 
angle  (voir  n°  B4). 

Tout  triangle  a  trois  liauteurs,  trois  médianes,  trois  bisseciricesr 
et  l'on  démontre  que  ces  droites  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

Les  trois  hauteurs  fun  Iriangîe  se  coapenl  en  un  même  point. 
—  Les  trois  médianes  iTun  triangle  se  roupent  en  un  même  point 
(appelé  (')  centre  de  gravité  da  triangle).  —  Les  trois  bissectrices 
d'un  triangle  se  coupent  en  un  même  point. 


K 


K^  ii.  Fig.  05. 

On  peut  également  démontrer  que  les  perpendiculaires  élevées  en 
leurs  aàlieux  sur  les  trois  côtés  dun  trianijk  se  coupent  en  an 
mime  point. 

Cette  propoaUioB  et  celle  qui  concerne  les  bissectrices  {']  ont 
sans  doute  été  connues  des  Pjthagoriciens.  Les  propositions  rela- 
tives aux  hAut«urs-et  eux  médiane*  sont  utilisées  ^r  Arcidmède. 

17&  Tringle iMMèlfl.  —  l'n  triangle  isosoMe  {looM^q  est 
on  triangle  qui  •  'deux  càtét  é^aux  (AB  et  AC  sur  la  figure  ■^). 
Cette  profciélé  en  erdraioe  d'autres,  en  pferticulier  les  suivastes  : 


(■)  Ce  p<HBt  ac  tr(mv«  4tre  en  effet  pmr  nn  triangle  b<»nagïn«  (c*«>t- 
k-dire  uni  [orme  ment  pesant  dana  toute  son  éteadue)  le  centre  de  gravité 
que  l'on  définit  «n  mécanrqiK. 

(')  Lk  âémonslratïon  At  «es  propoailiona  résuhe  des  remarques  que 
nous  ferons  au  n"  190  à  propos  du  cercle  ciroons<sit  -et  dn  cercle  ineerit. 
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Les  angles  opposés  aux  côtés  étjaax  (angles  B  et  C  sur  la  figure) 
sont  ét/aux. 

La    hauteur    AH     relative    au    troisième    côté     BC    (appelé 

base  du  triangle),  est,  en  même  temps,  la  médiane 

î  relative  au  même  côté  et  la  bissectrice  de  tangle  A. 

/\  Ainsi,  lorsque  AB  est  6gal  à  BC,  les  trois  droites 

/      \        AH,  AM,  AP  de  la  figure  gi  coïncident. 

B     H     c  Un  triangle  îsoscèle  qui  a  ses  trois  côtés  égaux  est 

Fig.  g6.         appelé  triangle  équîlatértU. 

179.  Quadrilatères  remarquablea.  —  Nous  avons  déjà  délinî 
aux  d"  75,  77,  les  quadrilatères  remarquables  que  l'on  appelle 
parallélogrammes,  rectangles,  losanges,  trapèzes.  Ces  quadiilalfercs 
Jouissent  de  propriétés  que  connaissaient  ^ 

sans  doute  déjà  les  Pythagoriciens.  /""•'^^^,,,^— 7 

Ainsi,  daus  le  parallélogramme  AB,  CD       ^^— -""wn-^  / 
(fig.  97)  tes  côtés  opposés  AD  et  BC,  AB    *  "^ 

et  CD  sont  égaux,  les  angles  opposés  A  ^"^  ^^• 

et  C,  D  ci  B  sont  égaux.  Les  diagonales  [droites  .\C,  BD  joi- 
gnant deux  à  deux  les  sommets  opposés  (')]  se  coupent  en  leurs 
milieux. 

Dans  un  losange  les  diagonales  sont  perpendiculaires  Cune  sur 
l'autre. 

180.  Géométrie  dans  l'espace  (stéréométrie),  —  L'élude  des 
figures  tracées  dans  l'espace  à  trois  dimensions  (Jigures  solides)  est 
semblable,  par  son  point  de  vue  et  par  sa  méthode,  à  l'étude  des 
figures  planes. 

Nous  avons  rappelé  au  n°  78,  les  définitions  et  propriétés  des 
droites  et  plans  parallèles  ou  perpendiculaires  :  ces  propriétés  — 
nous  l'avons  fait  observer  — ,  encore  qu'elles  soient  intuitives, 
peuvent  être  rigoureusement  démontrées  moyennant  l'admission 
préalable  d'un  jietit  nombre  de  définitions  et  de  postulats  ;  c'est 
ainsi  qu'elles  se  présentent  au  \1*  livre  des  Eléments  d'EucIïde, 
Mais  leur  vérité  a  évidemment  été  reconnue  aux  temps  les  plus 

(<)  Dans  UQ  polygone  quelconque,  on  appelle  diagonalt  (du  grec  Si3 
^lûvio;,  qui  aectionnc  les  angleB)  toute  droite  joignant  deux  Bommels  non 
letiéi  par  un  côté  du  polygone. 
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anciens  et  indépendamment  de  tout  système  de  géométrie  ration- 
nelle. 

On  obtient  d'autres  propriétés  —  moins  immédiates  —  des 
figures  solides  composées  de  droites  et  de  plans,  en  suivant  pas  à 
pas  les  propositions  de  la  géométrie  planeetchercliantàlesadapter 
Jt  l'espace. 

Ainsi,  par  exemple,  nous  avons  au  n*  175  signalé  certaines  pro- 
priétés remarquables  de  la  perpendiculaire  et  des  obliques  abaissées 
d'un  point  sur  une  droite.  Ces  propriétés  se  transportent  immédia- 
tement  à  l'espace  lorsqu'on  remplace  la  droite  par  un  plan  : 

Si  d'un  point  A  extérieur  k  un  plan  P  on  abaissa  la  perpendicu- 
laire AH  sur  un  plan  P  {Cig.  98),  on  démontre  : 

1"  Que  deux  obliques  —  telles  que  AB,  AC  —  dont  les  pieds 
(sur  le  plan  P)  sont  à  la  niâme  distance  du 
pied  H  de  la  perpendiculaire  ont  des  lon- 
gueurs égales. 


a"  Que  réciproquement,  si  deux  obliques       / 
-  telles  que  AB,  AC  —  ont  des  longueurs     /^' 


Fig.  .jl*. 


égales,  leurs  pieds  sont  k  la  même  dislance 
du  pied  de  la  perpendiculaire. 

3°  Que  la  perpendiculaire  AH  est  plus  courte  que  toutes  les 
obliques  abaissées  du  point  A  sur  le  plan. 

Il'  Que  de  deux  obliques  —    telles  que  AB,  AD  —  la  plus 
courte  est  celle  dont  te  pied  est  le  plus  rapproché  du  point  H. 

I^  longueur  de  la  perpendiculaire  AH  abaissée  du  point  A  sur 
le  plan  P  est  appelée  dislance  du  point  A  au  plan  P. 

Le  pied  H  de  la  perpendiculaire  AH  est  appelé  pi-ojeclion  (ortho- 
gonale) du  point  A  sur  le  plan  P. 

181.  —  Deux  points  A  et  A'  situés  sur  une  m6me  perpendicu- 
^  laire'i  un  plan   P  et   équidistants  de  ce  plan  sont 

Idits  symétriques  par    rapport  au  plan  P.  —  Deux 
.    p  /   figures  quelconques  sont  dites  symétriques  parrap- 
r~       port  au  plan  P  si  leurs  points  sont  symétriques  deux 
à  deux. 

La  symétrie  par  l'apport  k   un   point    se  définit 
dans  l'espace  comme  dans  le  plan. 

Dounoiti.  —  Lc>  PrÎDcipa  de  l'Anal jee  malbémii tiqua.  1  î 
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1^.  —  V  t'étode  de»  fi^nres  planes  liinitéea  jmu  tlea  se^meotr 

de  droites  (ou  poly(jûiiex)  correspond  l'élude  des  figures  solides 
iirmiée»  par  des  faces  planes  (ou  polyèdres,  cf.  3S).  Nova  arons 
déjà  défini  an  S  3  les  f^D»  simple»  de  ces  corps.  No*»  en  ûjp™*^ 
rons  tout  à  l'bettre  quc^ues  intrcs  ;  kmis  wh»  allons,  auparavant, 
fixer  un  instant  notre  alteation  sur  une  ligure  connexe  doat  les 
propriétés  lappelleot,  à  un  cetlaÈH  point  de  vue  tout  au  hmbis, 
celles  des  polygones  :  je  «eus  parler  de  ïeit^e  pnljhdrt. 

183.  —  On  appelle  mw^ie  pofyèd/v  ta  Jiffare  formée  p*ir  pim~ 
aifurs  deini-droiles  (trots  au  moina)  iaaaes  d'un  mêmt  point  S  et 
telle  que  trois  quelconques  d'entre  elles  ne  aoîcat  jamais  sitoées 
dans  un  méiiM  plan. 

Pour  achever  de  caractériser  un  aag\e  ^lol^èdre,  on  établil  entre 
les  demi-droites  qui  le  déKnissefil  on  ordre  de  succession.  Nens 
numéroterons,  par  exemple,  ces  demi-droites  à  partir  de  i  et  ks 
désignons  par  SA,,  SA^,  ....  SA..  Gela  fait,  noms  appellerons /<ace 
du  poly^re  chacun  des  angles  (angles  ordinaires  ou  angleM  ptaiti) 

A.SAi.      AaSA,.      A,SAi A„-,SA„,       A„SA,. 

Les  angles  dièdres  fermés  par  tes  plans   de   ces  bces   sont   les 
^  dihlres  de  l'angle  pofyèdre.  Les  demi-droiteB  elles- 

mêmes  seront  appelées  arêtes,  le  point  S  semmel 
de  l'angle  polyèdre.  —  Un  angle  polyèdre  a  an- 
lant  de  faces  et  de  dièdres  que  d'arêtes  ('). 

En  particulier  un  aiigU  trièdre  os  trièdre  est  l« 
ligure  formée  par  trois  demi-droites  SA,  SB,  SC 
(fig.    loo)  non  situées  dans  on  même   plan.  La 
figure  a  3  faces  et  3  dièdres  (ce  sont  les  éléments  du  trièdre). 

184.  —  La  considération  des  trîèdres  fowrnit  l'exemple  le  plus 
simple  d'une  particularité  caractéristique (')  des  figures  de  l'espace 
qui  ne  se  rencontrait  pas  en  géométrie  plane  :  c'est  que  deux 

Cj  L'angle  polyèdre  sera,  dît  régulier  s'il  a  toutes  n>  iacei  égales  et 
toua  se*  dièdres  égaux  (csnkparec la  délinitRia  des  polygones  règulien). 

(')  Nous  y  reviendrons  avec  plus  de  détail  au  Deuxiime  Lii>.,  chap.  iv, 
lorsque  nous  étudierons  la  théorie  des  <'  diptactmerOs  t  des  figures  ira 
corps  solides. 
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Uîidrei  pravwtt  avoir  leurs  six  éléiDeats  cottespoiulante  égaa. 
chacun  ù  cliacun  sans  être  cependant  congruents  (supsrposable») 
[on  a  vti  qu'au  contraire  deux  triangles  qui  ont  leur  six  éléments 
égaux  sont  nécessairement  siiperposables]. 

Il  y  a  là  un  fait  qu'il  est  essentiel  d'étudier  si  l'on  veut  appro- 
fondir l'étude  de  la  congruence  on  égalité  géométrique. 

Considérons  par  exemple  le  triédre  SABC  [dont  les  faces  seront 
supposées  inégales]  (fig.  lot)  et  la  trièdre 
SA'B'C  obtenu  en  menant  les  3  prolon- 
gements S\',  SB',  se  des  trois  demi- 
droites  SA,  SB,  se.  Les  faces  du  second 
trièdre  sont  égales  chacune  à  chacune  aux 
faces  du  premier,  car  les  angles  ASB  et 
A'SB',  ASC  et  .A'SC,  BSC  et  B'SC  sont 
éganx  deux  h  deux  comme  opposés  par  le  p. 

sommet.   D'ailleurs  les  'li'idres  des   deux 

Iricdres  dont  les  arêtes  sont  en  prolongement  l'une  de  Tautre  sont 
évidemment  égaux  :  car  les  dièdres  d'arête  S.A  et  SA',  par  exemple, 
peuvent  être  considérés  comme  deux  dièdres  d'arête  .\A' opposés  par 
l'aréle  (n"  59).  —  Et  cependant,  malgré  l'égalité  de  leurs  élé- 
ments, les  deux  trièdres  ne  sont  pas  supcrposables.  On  constate 
eu  effet  que  si,  d'une  manière  quelconque,  on  place  la  face  A'SB' 
sur  la  lace  ASB,  l'arête  SC  ne  peut  pas  coïncider  avec  SC.  Ainsi, 
dans  les  trièdres  représentés  par  la  figure  loi,  les  arêtes  SA,  SA', 
SB,  SB',  sont  supposées  être  dans  le  plan  de  la  ligure  (tableau  ou 
feuille  de  papier),  l'arête  SC  est  supposée  être  au-dessus  ('),  tandis 
que  l'arête  SC  est  au-dessous.  Imaginons  que  fichant  une  épingle 
en  S,  perpendiculairement  au  plan  du  tableau,  nous  fassions 
pivoter  le  trièdre  SA'B'C  autour  de  cette  épingle,  sans  que  l'angle 
A'SB'  quitte  le  plan  du  tableau.  Nous  pouiroos  ainsi  amener 
l'angle  A'SB'  k  coïncider  avec  .ASB;  mais  alors  SC  qui  reste 
toujours  au-dessous  du  plan  du  tableau  ne  coïncidera  pas 
avec  SC- 

Les  lieux  Irihlivs  SABC,  SA'B'C  qui  ont  leurs  éléments  étjaux 


|<)  Le  plan  de  la  fifun  (que  neua  appelMii  pian  du  (aU«au  pour  éviter 
les  confusioDS  auxquelles  peut  donner  lieu  l'emploi  du  mot  i  figure  ■)  ciaut 
supposé  horizoalaL 
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chacun  à  chacun  et  ne  soiil  pas  superimsabtes  sont  dits  irihlres 
symétriques. 

186.  —  Ces  remarques  faites,  «énonçons  quelques  propriétés  des 
trièdres  qui  sont  démontrées  dons  les  traites  de  géométiie  : 

Dans  un  Iribdre  une  face  quelconque  est  moindre  que  la  somme 
ries  deux  autres. 

Si  dans  un  Irièdre  deux  angles  dièdres  sont  égaux,  les  faces 
iipiiosées  sont  égales  :  à  des  dièdres  inégaux  sont  opposées  des  faces 
inégales  ;  la  plus  grande  face  est  opposée  au  plus  grand  dièdre. 

\\ix  cas  d'égalité  des  triangles  correspond  l'énoncé  des  condi- 
tions suflîsantes  sous  lesquelles  deux  trièdres  ont  leurs  six  éléments 
égaux  chacun  à  chacun,  c'est-à-dire  sont  égaux  ou  symétriques. 

Deux  trièdres  sont  égaux  ou  symétriques  :  lorsfjuils  ont  une 
face  égale  adjacente  (attenante)  à  deux  dilldres  égaux  chacun  à 
chacun  ; 

ou,  lorsqu'ils  ont  un  dièdre  égalcompris  entre  deux  faces  égales 
chacune  à  chacune  ; 

ou,  lorsqu'ils  ont  leurs  trois  faces  égales  chacune  à  chacune. 

186.  Cercle.  —  Le  cercle  et  ta  sphère  sont  les  Ggures  de  prédi- 
lection des  géomètres  grecs  :  par  leurs  propriétés  merveilleuses, 
en  effet,  ces  figures  sont  belles  entre  toutes  comme  le  nombre 
dix  est  beau  entre  tous  les  nombres.  Ce  sont  elles,  d'autre  part, 
que  l'on  est  conduit  à  étudier  lorsque  l'on  considère  le  mouve- 
ment des  astres  ou  que  l'on  cherche  à  pénétrer  le  secret  de  l'har- 
monie des  mondes. 

Les  propriétés  du  cercle  qui  furent  connues  les  premières  sont 
celles  qui  se  rapportent  aii:t  arcs,  aux  cordes,  aux  tangentes,  aux 
angles  at  polygones  inscrits  ou  ciixonscrils. 

Un  arc  est  une  portion  de  la  circonférence  (')  limitée  par  deux 
points  appelés  extrémités  de  l'arc.  Une  corde  est  le  segment  de    . 
droite  qui  joint  les  deux  extrémités  d'un  arc  .-  la  corde  sous-lend 
l'arc  :  d'où  le  nom  d'uizoxilioiua  (^sabslensa)  que  lui  donnaient  les 
Crées. 

Toute  coi-de  sous-tend  deux  arcs  formant  à  eux  deux  la  circon- 
férence tout  entière.  Un  diamètre,  en  particulier  (iWr  n"  64),  est 

(')  Voir  lea  d^finiliong  données  au  n"  64,  p.  77,  note  i. 
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une  corde  qui  passe  par  le  centre  et  sous-tend  deux  arcs  égaux  k  la 
moitié  de  la  circonférence. 

Deux  cercles  sont  égaux  (su{>erposablcs)  lorsqu'ils  ont  des  dia- 
mètres ou  des  rayons  égaux. 

Dans  un  cercle  (ou  dans  deux  cercles  égaux)  des  arcs  égaux 
(superposa blés)     sont  sous-tendus    par    des 
cordes  égale»  et    réciproquement  {exemple  :  g 

les  arcs  et  cordes  AB  et   CD  sur  la  ligure 
10a). 

La  perpendiculaire  OP  abaissée  du  centre 
du  cercle  sur  une  corde  quelconque  AB 
coupe  celte  corde  en  son  milieu  (c'est  la 
hauteur  du  triangle  isoscële  OAB).  pig.  loi. 

i87.  &agl«s  au  centre,  angles  Inscrits.  —  On  appelle  aii'jle 
au  centre  un  angle  qui  a  pour  sommet  le  centre  du  cercle  (tel 
l'angle  AOB  sur  la  figure  102).  Si  les  arcs  compris  entre  les  côtés 
de  deux  angles  au  centre  sont  égaux,  les  deux  angles  sont  égaux 
et  réciproquement.  C'est  en  raison  de  cette  propriété  que  nous 
avons  pu  considérer  les  mesures  d'angles  comme  tenant  lieu  de 
mesures  d'arcs  (n°  i03). 

On  appelle  angle  inscrit  l'angle  formé  par  deux  cordes  qui  se 
coupent  sur  la  circonférence  (tel  l'angle  BAC 
sur  la  figure  io3).  L'angle  inscrit  BAC  est  la 
moitié  de  ranifie  au  centre  BOC  fui  comprend 
entre  ses  côtés  te  même  arc  BC  (en  effet  l'angle 
au  centre  BOC,  somme  (')  des  angles  exiérieurs 
(170)  des  triangles  isoscèles  OAB,  OAC,  égale 
deux  fois  l'angle  OAB,  plus  deux  fois  l'angle 
Pic  to3  OAC).  En  conséquence /a  mesure 

de  l'angle  inscrit  sera  la  moitié        /"/^ 
tie  Farc  BC.  Deux  angles  inscrits  qui  comprennent     bk^..--^c 
entre    leurs    côtés    le   même    arc    seront   égaux.        V         J 
L'angle  BA'C  (fig.   io3)  qui  comprend  entre  ses 
côtés  l'arc  BAC  est  mpplémcnlnirc  de  l'angle  BAC.        "^'^  '"''' 
L  angle  inscrit  qui  comprend  entre  ses  cùlés  une  demi-circon- 

(')  Au  sem  du  !)<■  5.^. 


.ï  Google 


I.E8    FKÎVHtS 


férence  [«'est-Ji-diTC  dont  les  cdtés  cou|)ent  le  cercle   t 
exlrémités  d'un  cliamctrej  est  un  ani/le  ilroU  (flg.  lo'i)- 


On  démontre  qu'un  angic  tel  que  BAC  (fig.  io5),  qaî 
a  son  sommet  àl'intérîeur  de  la  circonfiéreace, 
est  %al  à  la  Bomme  de  deux  angles  iBscrits 
comprenant  entre  leurs  côtés  les  aicsBC  et  B'C' 
respectivement  (il  a  )>our  mesure  la  demi-soiuaie 
de  ces  arcs). 

Ld  angle  tel  que  l'EG  {lig.  loô;,  qui  a  son 
sommet  à  l'extérieur  de  la  circonférence  «et  égal 
à  la  diflerence  de  deux  arcs  inscrils  compi'e- 
nanl  entre  leurs  cùtéfi  les  arcs  F(î  et  F'G'  res- 
pectivement. 


189.  Tangentea.  —  Lne  droite  est  dite  Imigenle  à  un  cercle  si. 
indcfiniment  prokmgée  dans  les  deux  suis,  elle  louche  le  cercle 
en  un  point  et  un  seul  (point  de  contact  de  la 
tangente). 

Par  im  point  donné  d'un  cu'cle  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente  à  ce  cercle.  On  démontre 
y«e  la  laiigenfe  qui  touche  le  cercle  de  cenli'e  O  en 
lui  point  A  (fig.  io6)  etl  perpentlicuiairc  un 
rayon  0\  qui  aboalil  en  ce  pninl. 

O'uo  point  li  cxh'n'ear  au  cercle  on  peut  mener 
deux   tangentes    au    cercle   (liC  et   hl)    sur  la 
fig.  106)  :  /«  seifmenfs  de  ces  l'iiiyentes  comf)r!s  entre  le  point  B  el 
let  points  de  ronlacl  C  et  O  sont  deux  tegmentx  é'jniix  ('). 

Par  un  point  situé  k  l'iutéiieur  du  cercle  db  ne  peut  faire  passer 
aucune  tangente. 

Toute  droite  qui  rencontre  un  cercle  sans  lui  élrc  tangente  est 
une  sérnnie  par  rapport  à  ce  cercle  ;  elle  le  coupe  néoessairemeot 
en  deux  points. 

190.  Polygones  inscrits  ou  circonscrits.  —  In  polygone 
est  (I  inscrit  n  dans  un  cercle  lorsque  tous  ses  sommets  sont  sur  la 

(  '  I  On  démontre  que  la  corda  CD  qui  joint  les  points  de  contact  est 
perpendiculaire  à  la  droite  BO. 
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circonféKDce  ;  il  «at  u  ànxutxrU  »  au  oercfe  l(>rs<}ue  tous  ses  côtés 
lui  sont  tangents.  Nous  avons  àijk  eu  l'occBsion  de  comitiérer  de 
tels  polygones  lorsque  nous  «vous  cberdié  k  déTiair  la  loMgoeur 
Ju  cercle  par  rapi>ort  au  rayon  (n'  fi5).  Sw  la  fîg.  loS  (c/r/e  tofra) 
le  quadrilatère  ABA'C  est  inscrit  dans  un  ceo^le  :  il  résulte,  dès 
lors,  des  propositions  éaoïio^  plus  hanl  que  ilans  an  qttadrilal^re 
ifueril  les  an<jles  opposés,  tek  que  A  et  A'  tant  mpplémenlairet. 
Nous  voyons  par  là  que  lotit  quadrilatère  n'est  pas  Bssceplâile 
d'être  inacrit  dans  un  oercle. 

Au  contuîre,  un  trîan^  quelconque  peat  être  inscrit  daas  un 
cercle  (appelé  oercle  circonscrit  «u  ttûngle)  «t  cïrcooscrit  â  un 
Botre  oercle  (app^  cerck  intcrit  dans  le  triangle).  Le  cercle  cir- 
contcril  au  triangle  ABC  (6g.  107^  a  pour  centre  le  point  de  ren- 


contre O  des  perpendiculaires  élevées  aux  milieux  des  côtés  (voir 
n°  177)  ;  en  effet  les  droites  OA.  OB,  OC  sont  égales, deux  i  deui, 
comme  obliques  dont  les  pieds  sont  également  distants  des  pieds 
des  perpendiculaires  abaissée  de  0  sur  les  trois  côtés  AB,  BC,  CA. 
Le  cercle  inscrit  (fig.  108)  a  pour  centre  le  point  de  reiuxm^'O' 
des  bissectrices  du  triangle;  en  effet  (n°17B)  les  distances  OU. 
O'N,  O'P  de  ce  point  aux  trots  côtés  du  triangle  sont  deux  k  deux 
égales;  donc  les  trois  points  M,  S,  P  sont  sur  an  ménic  cercle  tlp 
centre  0'  auquel  les  côtés  du  triangle  (perpendiculaires  sur  les 
rayons  O'M.  O'.N.  O'P)  sont  tangents. 

Remarque.  —  Le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC  rectangle 
en  A  (ayant  son  angle  A  droit)  a  pour  diamètre  l'hypoténuse  BC. 
Dn  effet  l'angle  inscrit  BAC  a  pour  mesure  la  moitié  de  la  circon- 
férence ;  donc  BC  diMt  couper  la  circonïérence  en  deux  parties 
égales  (fig.  lo.'i). 

lU.  Cerolei  tangent».  —  Après  les  questions  relatives  à  un 
cercle  et  à  ses  tangentes,  une  série  de  pFtd}limes  plus  compliqués 
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Fig.  I 


se  posent  où  l'on  considère  plusieurs  cercles  simiiltanéEncnl,  et  en 
particulier  des  cercles  tangents  entre  eux. 

Deux  cercles  qui  se  rencontrent  se  coupent  en  (jt'néral  en  deux 
points  (').  S'ils  ne  se  touchent  qu'en  un  seul  point,   V,  ils  sont  dits 
taïujents  en  ce  point  (fig.  109)  :  on  démontre  qu'ils  ont  alors  la 
même  tangente  T'AT  au  point  A  (celle  droite  est  pcrpendiciilnire 
sur  la  11  ligne  des  centres  n  qui  joint  les  centres  des  deui  cercles). 
Les  problèmes  relatifs  aux  cercles  tangents   Turent  l'objet  de 
nombreux    travaux  dans  l'antiquité  et  aux  temps 
, — -  modernes.  Apollonius  de  Perge  étudia   ces   pro- 

{  Q_„  _g!\  blêmes  dans  un  traité,  aujourd'lmi  perdu,  le 
^-.^y^j^  riEpi  Émoiuï  {Des  contacts).  Vièle  les  reprit  au 
XVI*  siècle  dans  un  traité  qu'il  intitula  Apollonius 
Gallus  (')  :  il  résolut  en  particulier  le  problème 
suivant  :  Trois  cercles  étant  donnés,  trouver 
le  centre  et  le  rayon  d'un  quatrième  cercle  qui  leur  soit  tangent 
à  tous  trois.  Descartes,  Fermât  {'),  Pascal  traitèrent  des  pro- 
blèmes analogues  relatifs  à  des  cercles  et  aussi  à  des  sphères 
tangentes  entre  elles  'se  touchant  en  un  seul  ^toint). 

192.  Oéomëtris  sphârique.  —  La  ^'éométrie  de  la  sphère  a 
été  cultivée  de  tous  temps  par  les  astronomes.  Les  Alexandrins  en 
firent  une  étude  approfondie  {')  :  les  progrès  des  méthodes  trigo- 
nométriques  instituées  par  les  Arabes  lui  donnèrent  une  impulsion 
nouvelle. 

L'élude  des  figures  sphéri/jaes  en  particidier,  —  ou  ligures 
formées  de  courbes  tracées  sur  la  surface  d'une  même  sphère  — 

(■}  On  constate  facilement  qi 
et  il  lutfit  que  la  diatanca  de  It 
supérieure  à  la  diflérencc  de  le 

l')    Apolloniut   Gallus, 
geomttria.  Optra,  p.  3^6. 

(•)  Fermât  résolut  en  particulier  le  problèi 
proposé  par  Descartes  :  Déterminer  la  sphëi 
sphères  données. 

(')  La  géométrie  sphériquo  des  Alexandrins  nous 
ticulier  par  l'ouvrage  de  MÉ^ÉLAS  (en  latin  ;  SpAoer 
J  -C.)  dont  nous  avons  des  traductions  hébraïques 
la  Grande  Syntaxe  (Mi-j'iXT,  aJvra^i:}  de  Ftolémée 
Nous  trouvons  àé\k  les  ori^nes  de  la  théorie  dans 
LYCVs.  conlemporain  d'Euclide. 


ApaUonii  Pergaei 


ivant  qui  lui  avait  été 
i  est  tangente  à  quatre 

U9  est  connue  en  par- 
,  1"  siècle  après 
:   arabes,   et   par 
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€Bt  remarquable  par  l'analogie  qu'elle  présente  avec  la  géomélric 
des  figures  planes. 

Reporlons-nous  à  la  définition  des  grands  cercles  donnée  nu 
n'  87.  Nous  voyons  que  /«»■  ileux  points  A  el  M  d'une  splière 
donnée  il  passe  an  tjrand  cercle,  et  il  n'en  ptisse  qu'un 
seul,  sauf  si  les  deux  points  \  el  H  sont  les  cxlrémit^s  itun 
même  diamètre  (').  —  En  effet,  par  deux  points  A  et  IJ  et  le  centre 
O  de  la  sphère  passe  un  plan  qui  est  unique  à  moins  que  les  trois 
points  AOB  ne  soient  sur  une  même  droite;  ce  plan  coupe  la 
sphère  suivant  un  grand  cercle  qui  passe  par  A  et  B  (fig.  i  lo }. 


Il  résulte  de  là  que  trois  points  A,  U,  C  situés  sur  la  surface 
(l'une  même  sphère  peuvent  être  joints  deux  à  deux  par  Crois  arcs 
de  grands  cercles  dont  chacim  est  moindre  qu'une  demi- circonfé- 
rence (exemple  :  la  fig.  m).  La  figure  formée  par  ces  trois  arcs  est 
appelée  trianijle  sphériqae;  les  points  A,  B,G  sont  les  sommets  do 
ce  triangle,  tes  trois  arcs  en  sont  les  ci'iIl's;  l'angle  formé  par  les 
deux  droites  respectivement  tangentes  en  A  aux  arcs  de  cercles  AB 
et  AC  est  appelé  angle  du  triangle  spliérique  au  sommet  A. 

Les  triangles  sphériques  jouent  sur  la  surface  d'une  sphère  le 
rAle  que  jouent  dans  un  plan  les  triangles  ordinaires,  et  possèdent 
des  propriétés  analogues. 

De  la  définition  du  triangle  spliérique  on  passe  immédiatement 
&  la  définition  d'un  polygone  sphilrlque  ajant  un  nomhre  quel- 
conque de  sommets  et  de  côtés. 

193.  PolyidreB  réguliers.  —  Nous  avons  défini  au  n°  87  les 
polyèdres  inscrits  dans  une  sphère  ou  circonscrits  è  une  splÙTC. 

(I)  En  es  eu  le*  points  A  et  B  sont  dits  diamétralement  opposés. 
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Parmi  ces  solides,  les  plus  remarquables  bchk  les  fioiyHi-c$  réijH- 
liers,  dont  toutes  les  faces  sont  dps  polygones  régaliers,  «tdont 
tous  les  angles  polyèdres  sont  réguliers  (p.  i^i,  note  i  )  et  é^ux 
entre  eux.  L'étude  des  polyèdres  ré^iliers  —  objet -da  Livre  \UI 
Af!&  Eli'meiitsii'EncVtdfi  —  était  saasdoutelecouronDeinentdeUgèo- 
mélrie  pjthagoricienne  et  platonicienne,  o  Ei>clide,  dUPro>ciiisi('), 
était  platonicien  d'opinion;  aussi  s'esl-ïl  proposé  oomme  but  £b«1  de 
ses  Eléments  la  construction  des  figiires  appelée*  pialcœiaennes  «. 

Les  polyèdres  réguliers  sont  nu  nombre  de  cdnq  :  le  ciiiie,  le 
télrahàre,  l'oclnèdre,  ]rnlodécaètlre,  VicnsaHre.  Ils  sont  ainsi  définis 
par  Euclide  {')  au  début  du  Livre  \I  des  Eléments  (déf.  afv^y)  : 

Un  cube  est  un  solide  compris  entre  six  carrés  égaux. 

Un  tétrai'dre  rcgnlier  (TupiéSpov)  est  une  figure  solide  comprise 
sous  quatre  triangles  égaux  et  équilatéraux  (178). 

Un  oclatidre  régulier  (Oxtisopov)  est  une  figure  solide  comprise 
BOUS  huit  triangles  égaux  et  équilatéraux. 

Un  dodécaèdre  (^)  régulier  (ô(uô=iciESp',v)  e>t  une  figure  solide 
comprise  sous  douze  pentagones  é^-aux  équilatéraux  (à  côtés  égaux) 
et  équîangles. 

Un  icosaèdic  régulier  {ilMai^Zf-m]  est  une  figure  solide  comprise 
sous  vingt  triangles  égaux  cl  équilatéraux. 


3.  —  Géométrie  métrlqae 

194.  —  La  géométrie  métrique  est  fondée  sur  le  calcul  des 
grandeurs  et,  plus  particulièrement,  sur  le  calcul  des  longueurs 
(ou  des  rapports  de  longueurs)  dont  nous  avons  exposé  tes  prin- 
cipes au  cliapiire  ii  ($$  1-4).  Elle  étudie  des  relations  arittiniéliques 
remarquables  auxquelles  satisfont  certaines  longueurs  ou  certains 
rapports  de  longueurs  associées  aux  figures  géométriques  fonda- 
mentales :  triangles,  polygones,  cercles,  etc.  Ces  relations  se  tra- 
duisent i)ardes  égalités  entrenombres  du  moment  où  l'on  admet  que 


[']  D'après  Geminus,  tract.  Paul  Tannery,  apud£.B  fiom.  grecque.,  p. 67. 

(')  La  définition  du  t^traUre  ne  fiforc  pat  dans  te  t«xtB  putiUé  par 
l'édition  Heibehc. 

(•)  D'après  une  légende  pythagoricienne,  Hcppasos  aurait  péri  on 
mer  pour  aT<rir  divulgua  la  construction  du  dodécaèdre  règdtier. 
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lesrapporls,  et  pareillement  les  longoeurs  (une  fois  l'imité  choisie), 
éqnivatent  h  des  nombres  irrationnels  on  rationnels  ;  on  les  obtient 
cependant,  d'ordinaire,  par  des  moyens  {constructions)  purement 
géométriqnes  ;  anssi  nons  sera-  t-il  commode  de  nous  ex  primer,  dan» 
nos  énoncés  cl  démonstrations  comme  si  c'étaient  les  longueurs 
elles- m(mes,  et,  par  consiîquenl,  les  segments  reclilignee  qnï 
subissaient  les  opérations. aritliméliqaes,  indiquées  par  nos  énon- 
cés. Nous  avons  vu  au  n*  QB  que  nous  avions  parfaltemenl  le  droit 
de  procéder  ainsi  et  d'elTectucr  des  calculs  sur  les  puissances  des 
longueurs  ou  segments  sans  faire  intervenir  aucune  considération 
d'aire  et  de  volume.  Lorsqu'il  sera  nécessaire  de  spécifinr  que  nous 
considérons  la  mesure  d'un  spgmont  .\B  et  non  le  segment  lui- 
même,  nous  dcsigmerons  cette  mesure  par  le  symbole  AU,  ses  puis- 
sances paT  les  symboles  AU',  .\lî',...  ;  en  cas  contiaire,  nous 
emploierons  simplement  les  nointions  AB,  AB',  AB^  etc. 

105.  SlmOitoda  éem  triaogles.  —  Non«  avansdtt  au  n'S9  en 

quoi  consiste  la  similitude.  La  définition  des  triangles  semblables 

en  particulier  —  si  nous  la  réduisons  au  minimum  indispensable  et 

en  éliminons  tout  ce  qui  peut  être  dédait  des  théorèmes  déjà  connus 

(cf.  172)  —  la  définition  des  triangles  semblables  peu!  être  présentée 

comme  il  suit  :   Deiuv  Irinngks  ABC  et  A'B'C  sont  semblaMtt 

lorsque  leurs  côtés  sont  inofmrlionneU,  c'est-à-iHre   iorti/ae   les 

,   A'R'    A'C    BC  .  ,     ,  ,-     ..  . 

riipimrls  'nj  '  "rr-  •    nr  -'"'"'  '''"  ruiifnirls  fijaux  (je  désigne  par 

A'B',.-'  BC  les  longueurs  des  côtés  des  deux  triangles).  Les  côtés, 
les  angles  ou  les  sommets  des  deux  triangles  qui  se  cori-csi^adeat 
deux  à  deux  sont  dits  honwh'jiws  (cf.  p.  io3,  note  3).  Deux  côtés 
homologues  sont  njiiitisèx  a  des  angW  liouMilognes. 

196.  —  Noas  avons  rappelé  au  n'fiOie  ihéort'me  «dit  lltéorème 
de  Tholès  ».  On  déduit  de  ce  tliéorime  que  deux  triangles  sem- 
blables pûiivenl  toujours  être  ilisfuisds  (comme  Icx  trinngles  ABC  el 
\DE  sur  la  Jigure  iis)  rie  façon  que  ileux  *le  leurs  cotés  atùici- 
ilent,  les  troisièmes  côtés  étnnt  jtaraltètes.  H  en  résulte  en  parti- 
culier que  lieux  triangles  scmblahles  ont  leurs  angles  hamologues 
^gaux  chitcnn  à  chacun. 

Kn  cOirt  les  triangles,  étant  supposés  placés  comme  MW".  el  XDK 


.ï  Google 


30^  LES    FIGURES 

sur  la  figure  ii^,  ont  même  angle  A  ;  les  angles  ADE  et  ABC, 
d'autre   part,  sont  égaux  comme  correspondants  formés  par  des 
parallèles  et  de  même  les  angles  AED  et  À'E'D'.    Kcciproquc- 
ment,  si  itcux  triangles  ont  leurs  nnijks  égaux  [il  suffit  poui-  cela 
qu'ils  aiont  deux  angles  égaux  cliacun  à  cliacun,  les  troisièmes 
angles  étant  alors  égaux  d'après  le  n"  170]  ces  deux  Inangles  sonl 
semblables  (').    En  effet  on  démontre  qu'ils  peuvent 
A      être  en  ce  cas  disposés  comme  les  triangles  ADE  et 
y~^    ABCdelafigurc  112. 
g^~~~~J  De  la  similitude  des   triangles,  le  géomètre  passe 

facilement  à  celle  des  polygones.  Un  polygone,  en  effet, 
'^'  "*'      peut  toujours  être  décomposé  en  triangles.  Deux  po- 
lygones seront,   dès  lors,  dits  semblables  s'ils  jicuvenl  être  dé- 
composés eB  triangles  semblables  se  correspondant  deux  à  deux. 

197.  Figures  semblablea  obtenues  par  projection  ou  pers- 
pective. —  Pour  obtenir  des  figures  semblables  de  jurmes  r/url- 
conques   par    un    procédé  régulier, 
on    pourra  opérer  comme  il   suit  : 
Donnons-nous  deux  plans  parallèles 
que    nous    appellerons   jilaii   P  et 
plan  P',  et  un  point  0  hors  de  ces 
plans.  A  un  point  quelconque  A  du     ^  / 
|>lan  P,  nous  ferons  correspondre  le 
point  A'  du  plan  P'  obtenu  en  me- 
nant la  droite  OA  et  la  prolongeant 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  plan  P'      / 
(le  point  A    est  appelé  point  homo- 
logue, ou  image,  ou   projection  de  '*'  " 
i-entreO,  du  point  A].  Opérant  de  même  pour  tous  les  points  d'un 
segment  du  plan  P,  tel  que  AB  ou  CD,   nous  obtenons  sur  le 


(<)  C'est  \k  le  ■  prtmitr  eaa  de  aimilitudc  '  des  triangles.  Le  second  et  le 
troiriime  cat  de  similitude  «'énoncent  en  ces  termes  :  Deux  triangles  sont 
eemhlabUi  toraqu'ila  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  cûlés  proportion' 
lub.  — Deux  triangle»  sont  stmblablei  lorsqu'ils  ont  leurs  trois  côliê  pro- 
portionnels [c'est  la  proposition  que  nous  avons  prise  comme  définition 
au  début  du  présent  numéro  :  ai  l'on  adopte  une  autre  délinilion  (équi- 
>a]enle)  de  la  similitude,  cette  proposition  devient  un  théorèmo]. 
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plan  P',  un  segment  (')  A'B'  ou  CD'  image  (homologue)  de  Alt 
ou  CD.  On  démontre  que  deux  figures  correspondantes  des 
pians  P  et  P"  formées  de  sej^rmenls  homologues  sont  des  figures 
semblables.  Nous  avons  ainsi  un  mode  de  construction  de  figui-es 
semblables  (*)  qui  s'applique  à  des  figures  de  toutes  Termes  — 
car  à  une  ligne  biisée  ou  courl>e  quelconque  du  plan  P  correspond 
évidemment,  point  par  point,  suivant  le  procédé  indiqué,  une  ligne 
€  semblable  »  du  plan  P' —  et  qui  se  rattache  immédiatement  à 
la  définition  intuitive  de  la  similitude  qui  nous  a  servi  de  point  de 
départ  au  cbapitie  n,  $  3. 

108.  Remarque  :  divers  modea  de  projection. —  Le  mode 
de  projection  que  nous  venons  de  définir  est  la  projeclion  conique  {') 
ou  centrale  appelée  aussi  pcrsiieclive  (de  centre  0).  H  existe,  nous 
le  savons,  d'autres  sortes  de  projections. 

La  projection  orlhngonnle,  en  particulier,  ou  projection  tout 
court  —  d'une  ligne  sur  un  plan  P  est  la  figure  formée  par  l'en- 
semble des  projections  ottliogonales  des  points  de  cette  ligne 
(voir  n"  180). 

Plus  généralement  soit  donnée  une  direction  quelconque  définie 


(')  En  elTet,  le  théorème  du  u"  (|o  montre  d'adord  que  tous  le«  rapports 
OA-    OB     OC  .  ' 

OÂ'   0B~'  5c  '  '"  '""'^  eg"""  entre  eux,  et,  d  autre  part,  que  tes  rap- 

AB'     C'D' 
ports  ^g  ,   -gp  ,  ...  BOnt  égaux  aux  premiGn. 

(*)  Le>  figures  semblables  ainsi  obtenues  sont  dites  figures  Iwmothitiqut* 
par  rapport  au  centre  O.  D'une  manière  générale,  soit  O  un  point  ou 
centra  fixe,  A  un  nombre  positif  rationnel  ou  non.  On  appelle  point 
homothétiquB  d'un  point  A  par  rapport  au  centre  O  dans  le  rapport  fc 
le  point  A'  de  la  demi-droite  OA  lindéfiniment  prolongée)  qui  est  tel  que 
l'on  ait 

longmar  OA'  , 

langutnr  UA 

On  appelle  figure  homothétique  d'une  figure  donnée  la  figure  formée 
par  tes  points  homothétique»d«t points  de  la  figure  donnée.  —  Il  résulte 
de  cette  définition  que,  si  la  figure  proposée  est  tout  entière  située  dans 
un  plan  contenant  le  centre  0,  la  figure  homothétique  est  également 
plane  et  située  dans  le  mSme  plan.  On  a  alora  affaire  à  une  AomoiAéiis 
dan»  U  plan  [Exemple  :  Sur  la  figure  1 12  ta  droite  DE  est  homothétique 
de  fiC]. 

(*)  Voir  in/ra,  n"  339. 
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par  une  dEoite(')  (D)aou parallèle  au  plan  P.  On  apçe\h(irofeclioit 
sur  le  plan  P  d'un  poJuL  quelconque  \  parallilemenl  à  la  direttion 
(D),  le  poiat  de  cenconLre  .V  du  plan  P  avec 
la  parallèle  ù  (D)  menée  par  A.  D'où  un  nou- 
veau loode  de  projeclîOD  d'une  figure  quel- 
conque(fîg.  \l^). 

Le  plan  P  sut  lequel  on  projetle  est  appelé 
Fig.  1 1&.  duis  tous  les  cas  plan  de  projection. 

190.  Théorème  â«  Pythagore  et  théorèmes  connexes.  — 
Soit  ABC  un  [riangierecUngledont  BCest  riijpolénu8e(rig.  ii5)  : 
le  carré  de  la  longueur  BC  esl  ét/al  à  la  somme  des  carrés  des  lon- 
gueurs AB  et  AC ,'  aulremenl  dit  : 

BC  =  AB"  -H  AC. 

Ce  tbéoi'èine  est  communément  oppeté  «  ihcoiènie  de  Pytha- 
gore ■!.  C'est  après  l'avoir  démontre,  —  si 
l'on  en  croit  la  légende  —  que  Pylliagore,  ^,-^ 

reconnaissant,  aurait  sarririé  un  bœul' ù  Ju-  -^-^      \ 

piter  (voir  p.  l'^.'i,  note  i).  Bu'' 

Le  théorème  de  Pjlliagore  peut  être  dé-  fig.  ni. 

montré  de  diverses  manières.  Si,  conformé- 
ment à  la  tradition  ancienne  ('),  nous  considérons  le  carréd'unc 
longueur  comme  k  surface  d'un  carré  (73),  la  question  reviendra 
à  prouver  (')  que  les  carrés  numérotés  2  et  3  sur  la  figure  iiG 
forment  à  eux  deux  une  aire  égale  à  celle  du  carre  numéroté  i. 

Noua  suivrons  ici,  —  pour  établir  le  théorème  de  Pylliagore  et 
Ici  théorèmes  conneies,  —  une  méthode  plus  simple  (^)  qui  est 
fondée  sur  la  théorie  des  proportions. 


(<]  On  désigne  souvent  une  droita  ou  une  courbe  par  une  lettre  «ntre 
parenthèses  afin  d'indiquer  clairement  que  cette  lettre  ne  repréicnte  pas 

(1)  La.  propriété  qu'énonce  le  théefime  de  Pylfa«g«i«  fut  certaioMiUBt 
«annuectM  arpenteurs  égyptiens  (dans  dei  caa partie uU en,  tout  aumains; 
par  «xen^le,  lorsque  l'hypotënuie  est  égale  à  b,  IcB  cathètu  à  3  et  j, 
voir  p.  33£,  note  3)  ;  mais  il  est  douteux  qu'ik  fuMent  capables  de  !•  Aé- 


:')  et.  EoCLiDE,  liv.  I,  prop.  1;.  Vide  infra.  Deux,  lie,  ch.  1 
('J  CI.  EucLiDE,  liv.  VI,  prop.  il. 
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Abaissons  du  sommet  .\  de  l'aji^  droit  la  hautear  relative  à 
l'Htypoténnse  (fig.  ii5y  «t  t^iftelonsH  soa  pted.  Le  tmo^lc  ILVC 
est  semblable  au  grand  Iriangle 
ABC;  car  il  a  même  angle  C,  un 
angle  (droit)  H  égal  à  l'angle  A, 
un  angle  HAC  qui  est  égal  à 
l'angle  B  [puisqu'il  est  complémen- 
laire  (54)  du  méone  angle  Cj.  Dans 
les  deux  triangles  semblables,  les 
eétés  homologues  sont  cenx  qui 
sont  opposés  aux  angles  égaux,  et 
l'on  8,  par  conséquent,  en  écrivant 
que  ces  côtés  sont  proportionnels  : 


(') 


AB  _  BÇ  _  AC 

iji  — Ac~cïr 


Les  deux  triangles  ABC  et  !ÏBA  sont,  pai-eillement  semblables 
et  nous  donnent  : 


(=» 


AH 


liC 
=  AB  = 


AB 

BU* 


^ous  allons  tirer  de  ces  proportions  plusieurs  conséquences 
remarquables. 

Egalant,  dans  les  deux  derniers  rapports  marqués  (i)  le  produit 
des  movens  au  produit  des  extrême»  (cf.  n"  99),  nous  obtenons  : 

AC^  =  Bc  X  en. 

Opéraat  de  même  ssr  les  rapports  (2),  nous  avons  : 

AB*  z^  BC  X  BH. 
Additionaant  il  vient  : 
AB»  -f-  AC  =  BC  X  El!  -4-  BC  x  HC  --  BC  x  (BH  -\-  fIC)  =  BC*. 
Le  tliéorème  de  Pythagorc  est  donc  démontré  ('). 


O  Oapevt  démontrer  qoe  riciproqaemml  si  lei  trois  cAtés  d'an  friande 
sont  tell  que  AB<  +  AC  =  BC,  ce  triangle  eat  rectangle  (l'angle  A  étant 
droit). 
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200.  —  Considérons  mainlcnant  le  premier  et  le  troisième  rap- 
port marqués  (i).  En  égalant  le  produit  des  moyens  au  produit  des 
extrêmes,  nous  avons  : 

(3)  AH  .  AC  =  AI1.CI1. 

Opérant  de  même  sur  les  rapports  (a),  nous  obtenons  : 

AH  .  AB  =  AC  .  BEI.  d'où  XC  =  ÎB' 

Multiplions  membie  k  membre  celte  dernière  égalité  par  l'éga- 
iilé(3^  ;  il  vient  : 

AH'  =  BH  .  CH. 

résultat  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  :  la  hauteur  relative  à  Cliypo- 
lénase  est  moyenne  iiroporlioniielte  {voir  n"  00)  entre  les  deux 
segments  qu'elle  détermine  sur  thypolénuse. 

Ce  môme  théorème  peut  être  présenté  sous  une  autre  forme. 
Considérons  un  cercle    quelconque,   un   dia- 
mètre AB  de  ce  cercle  et  la  perpendiculaire  Al  H 
abaissée  d'un  point  quelconque  du  cercle  sur 
ce  diamètre  (lig.   117)  :  la  longueur  MU  est 
moyenne  proporlionnelle  entre  les  deus  seg- 
ments HA  et  HB  qu'elle  détermine  sur  le  dia- 
mètre :  en  eltet,  si  l'on  mène  les  droites  AM  et  BM,  le  triangle  AMB 
est  rectangle  [puisque  son  an^'le  M  a  pour  mesure  une  demi-cir- 
conférence (cf.  n°  187)]  et  Mil  en  est  la  hauteur. 

301.  Caloul  des  cdtés  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans 
un  cercle.  —  C'est  en  s'sppuyanl  sur  le  théorème  do  Pythagore 
et  les  théorèmes  connexes  que  les  géomètres  grecs  ont  déterminé 
la  longueur  des  côtés  des  polygones  réguliers  inscrits  dans  un 
cercle  (cf.  n°'  65,  100)  ou  du  moins  de  certains  d'entre  eux. 

Soit  donné  un  cercle  dont  le  rayon  a  pour  longueur  R.  On 
démontre  que  tout  triangle  équilatérol  inscrit  dans  ce  cercle  a  des 

côtés  mesurant     *    ;  que  tout  carre  inscrit  dans  ce  cercle  a  des 

côtés  mesurant  -^  -  ;  que  tout  liexaguue  (polygone  à  ti  côtés)  régu- 
lier inscrit  a  des  côtés  égaux  au  rayon  R,  etc. 
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203-  Théorème  relatif  aux  bisseotrioas  d'un  triangle.  — 

Soit  (fig.  118)  un  triangle  ABC  et  AD  la  bisseclcice  relative  à 
l'angle  A.  Je  dis  que  le  l'apport  des  côtés  AB  el  AC  est  égal  au 
rapport  des  segments  déterminés  par  la  bissectrice  sur  le  troisième 
côté{').  En  d'autre  termes  : 


AB 

at:- 


AB 


AC 
CD' 


Menons,  en  effet,  par  C  la  parallèle  à  AD  et  soit  E  I*intersection 
de  celte  parallèle  avec  BA  prolongé.  D'après  les  théorèmes  du 
n*  00  on  a 


DC 


.  AB 
"ÀE" 


Mais  la  longueur  AE  est  égale  è  la  longueur  AC,  car  le  triangle 
ACE  est  isoscèle  [en  effet  l'angle  ACE  et 
l'angle  CAD  sont  égaux  comme  allerncs-  >^ 

internes  formés  par  des  parallèles,  l'angle  /    \ 

AEC  et  l'angle  BAD  sont  égaux  comme  /       '> 

correspondants;  or  BAD  "=  CAD  puisque  /  \ 

AD  est  bissectrice  ;  donc  ACE  ^^  AEC, 
ce  qui  établit  (n°  17B)  que  le  triangle  ACE 
est  iaoscéle].  Le  théorème  énoncé  se  trouve 
ainsi  démontré. 

Nous  parvenons  à  u-       « 

un  théorème  analogue 

si  nous   considérons,  au   lieu  de  la   bissec- 
trice  AD.    la    bissecirice   de   l'angla   CAB' 
(fig.    119)    qui   est   un   angle   exlénear  du 
triangle    ABC.    Appelons    D'    le    point  où 
cette  «  bissectrice  de  t angle  extérieur  A  »  rencontre  BC.  On  dé- 
montre que  le  rapport  des  segments  D'B,  D'C  est,  lui  aussi,  égal 
au  rapport  des  côtés  AB,  AC.  On  a,  en  d'autres  termes  : 


DR 
D'C" 


Alï  _  DU 
AC  ^  DC" 


[DE,  livre  VI,  propos.  1. 
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a03.  DlTlsioa  hamoKiqiM.  —  Les  points  B,  C,  D,  D*  que 

nous  avons  considérés  au  naméro  précédent  {&g.  i  ig)  (Umsent  le 
segment  BC  —  c'est  ainsi  que  s'eipriment  les  géomitres  —  itans 

le  même  rapport  (rapport  rr)  et  forment  une  «  division  harmo- 
nique I)  sur  la  droite  qui  les  joint  ;  ils  sont  dits  «  conjugués  harmo- 
niques »  par  rapport  aux  points  B  el  G.  Tout  autre  point  E  de  BG 
ou    de   ses    prolongements   divise  BG   dans   an    autre    rapport 

/i  EB  .,      I     ,  .    i  1>B    D'B\ 

Ile  rapport  gï^  ne  peut  être  égal  aux  rapporta  égaux  0».  WCl' 

Des  deux  points  D  et  D ,  l'un  est  toujours  entre  B  et  G,  l'autre 
hors  du  segment  BG,  savoir  du  cAté  de  G  si  le  rapport  donné  est 
plus  grand  que  1  |  c'est  le  cas  de  la  £g.  i  it)  :  le  rapport  étant  plus 
grand  que  i ,  la  distance  D'B  doit  être  supérieure  à  la  distance  D'C] , 
du  cdlé  de  B  si  ce  rapport  est  plus  petit  que  i .  —  D'ailleurs  il  est 
clair  que  si  l'on  se  donne  te  segment  BC  et  Van  des  deux  points  D, 
D',  l'autre  est  par  lA-mème  déterminé.  Ainsi  un  point  D'  est  entiè- 
rement défini  par  la  condition  d'être  conjagaé  hai-monlqtxe  ffun 
point  donné  D  par  rapport  à  deux  autres  points  donnés  B  e(  G  ('). 

DB  DB 

(')    D'ailleun    la    proportion    n^    ■=    ^^    eutralae  (voir  a"  96,99) 

CD        BD  .  ,  ,  .,-■-.. 

UI>'  ~  BD"'  '^^  ^"'  '''**''*^  1"  ^**  tOTiiMB  do  notre  déSnitMii,  !«•  points 

B  et  C  sont  con/uguéi  Itarmomqut»  par  rapport  atuc  points  D  et  D'.  Il 
est  facile  de  vérifier  que  la  longueur  BC  est  au  eeni  pythagoricien  du 
mot  (n"  3o)  moyenne  harmonique  entre  lea  longueurs  BD'  et  BD.  Je  dis 
que  les  troit  longueurs  BD'  BD,  BC  satisfont  à  la  relation 

bD  ■•"  bO'  ~  se 

par  laquelle  on  peut  définir  la  moyenne  harmonique  [voirp.  34,  note  3).  En 
_    .  _.      DB     DB       ,  ,,    .  BD  BD'        „     ,     , 

effet  la  proportion  ^  =  g.^.  peut  s  *onnEC---WD'=Wïy^^^^^-  ^*''"* 
le  produit  des  moyens  au  produit  des  extrêmes,  il  vient  BD .  (BD'—  BCj  ^ 
BD' .  (BC  —  BDi,  ou  BD.BD'  —  BD.BC  =  BD  .BC  —  BD'.BD.  Ajoutant 
BD3C  +  BD'.BD  k  chaque  membre  (ce  qui  ne  détruit  pas  l'égaliU).  j'ai 

iBD  .  BD'  =»  BD-  .  BC  -I-  BD .  BC; 
divisant  les  deux  membres  par  lamÊme  quantité  BD.BD'.  BC,  j'obtiens 

iBD     BD'  BD'  .  BC         ,         BD  .  BC 

BirTBÎTTBC  -  bb  .  bb'  .  BC  +  tiù~.  BCBC 

d'où  on  tire,  en  simplifiant  les  fractions,  la  relation  écrite  ci-dessus. 
La  qualification  ittarmoniquet  est  empruntée  au  langage  musieal.  Si  la 
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304.  —  Je  dis  que  U  circonféreoce  décrite  eor  DD'  comme  dia- 
mètre jouit  de  cette  propriété  remarquable  que  le  rapport  des 
dislances  de  tun  quelconque  de  ses  points  aux  points  B  el  C,  est 

égal  aux  rapports  ^^t  KTf:  :  d'où   résulte  que  ce   rapport  est  le 
même  nombre  pour  tous  les  points  de  la  circonférence. 

En  effet  (fig.  119)  le  triangle  ADD'  est  rectangle  puisque 
les  deux  bissectrices  de  l'angle  BAC  sont  rectangulaires  (p.  66, 
note  a).  Donc  (187)  le  point  A  est  sur  la  circonférence  de  dia- 
mètre DD'.  Réciproquement  si  nous  joignons  un  point  M  —  pris 
au  hasard  sur  la  circonférence  —  aux  points  D  et  D',  nous 
d^montroas  qae  les  droites  MD,  MD'  sont  respectivement  bissec- 
tiice  et  lûssectrice  extérieure  du  triangle  MBC. 


P»g.  t.g»l.  Fig.  .>«. 

Il  résulte  également,  du  théorème  du  n"  202,  que  ai  l'on  conû- 
dère  deux  drintes  indéCnimeat  prolongées  x'\x,  yXy  et  les  deux 
biswcbioes  z'Ju,  u'Au  des  angles  qu'elles  forment,  une  droite 
quelconque  {A)  les  renccmtie  en  quatre  points  quî  forment  une 
dirision  harmonique.  — Ondit  que  les  quatre  droites  s'Ax,  y'Ky. 
£Kz,  u'Au  forment  un  faisceau  harmonique  (').  Dans  ce  faisceau 
Les  deux  droites  £\z,  u'Au  sont  rectangulaires  (forment  un  angle 
droit).  On  démontre  (')  plus  généralement  que  si  quatre  droites 
{non  rectangulaires),  concoaranl  en  un  point  \,  forment  une  di- 
vision  harmonique  sur  une  droite  (BD')  les  coupant,  elles  forment 
des  divisions  harmoniques  sur  toutes  les  autres  droites  qui  les 
coapent  (exemple  :  la  droite  B,D,C,D',  sur  la  figure  120).  En  ce 

tomq««  «flt  dtmaée  p>r  une  eorde  àa  longiimir  BD'  et  la  quinte  pir  une 
eenle  d«  loogusor  BD,  la  tierce  icra  doiukée  par  une  oorde  de  longueur 
BC. 

(*]  OrdoiwaBM  de  droite*,  dit  Disahouk». 

(*)  La  «Mmonstration  r^ulte  inuaJdiatenwDt  du  théorème  de  Pappus 
appliqué  à  un  rapport  anhannaiiiqoe  éfal  à  i  {voir  fia  du  b<*  3io). 
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cas,  encore,  on  dit  que  les  quatre  droites  issues  de  A  forment  ua 
faisceau  harmonique. 

200.  Pdlss  et  polaires  par  rapport  A  nn  osrols.  —  .-V  la 
notion  de  division  harmonique  se  rattachent  quelques-unes  des 
propriétés  les  plus  belles  des  courbes  planes. 

Si  —  dit  Apollonius  (')  —  par  le  point  de  concours  de  deux 
tangentes  à  un  cercle  on  tire  une  droite 
qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points,  et 
la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  des 
deux  tangentes  en  un  troisième  point,  ce 
troisième  point  et  le  point  de  concours 
des  deux  tangentes  seront  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  premiers. 
En  d'autres  termes  (fig.  121)  menons 
par  un  point  extérieur  h  un  cercle  de 
centre  0  les  deux  tangentes  PM,  PN  à  ce  cercle  et  une  sécante 
arbitraive  telle  que  PD  qui  coupe  la  cit-confércoce  aux  points  C 
et  D  et  la  droite  M^  au  point  Q.  D'après  le  théorème  d'Apol- 
lonius, les  points  P  et  Q  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  points  C  et  D,  quelle  que  soit  la  sécante  considérée. 

206.  —  Nous  nous  dispenserons  de  donner  la  démonstraUon  de 
ce  théorème  qui  sera  établi  plus  loin  par  l'algèbre.  Conlentons- 
nouE  d'en  généraliser  l'énoncé  et  d'en  indiquer  quelques  consé- 
quences, qui  furent  le  point  de  départ  de  la  c  théorie  des  po- 
laires 11  {■).  Cette  féconde  tliéorie,  l'une  des  plus  importantes  de  la 
géométrie,  eut  pour  principal  initiateur  le  malhématicien  parisien 
Philippe  Dr  ta  llire  {^). 


[')  Apollonius  (m»  siècle  av.  J.-C.j,  Kiuv.jti.  livr.  III,  prop.  37  sui»., 
cd.  lleibcrg,  p.  io3  sqq.  Apollonius  démontre  en  réalité  son  théorème 
non  leulemciit  pour  le  cercle,  mais  pour  une  section  conique  (voir  S  5) 
quelconque.  —  Cf.  Heatu.  ApoUoniua  0/  Perga.  p.  loG  suit. 

(*)  Le*  propositions  qui  font  l'objet  de  cette  théorie    valent  pour  une 


section  conique  quelcc 
Deux.  Livr.,  chap.  iv, 

(^)  Scctiones  conicae,  ii 
mier  livre,  Ad  secliones  ci 
division  hannouique  et  de 


;  (cf.  note  1].  Noua  y  reviendrons  dans  notro 

novem  Ubrot  distribulae.  Paris,  168R.  Le  pre- 
nioaa  lemniaticus,  contient  la  théorie  de  la 
polaires  relatives  au  cercle. 
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Remarquons  d'abord  que  lorsque  la  sécante  issue  de  P  passe 
par  le  cenlie  0  et  occupe  la  position  PAB,  elle  est  perpendi- 
culaii'e  sur  la  droite  MN.  ^ous  pouvons  alors  donner  du  théorème 
d'Apollonius  l'énoncé  suivant,  qui  est  valable  {'),  non  seulement 
quand  le  point  P  est  extérieur  au  cercle  (cas  de  la  fig.  131)  mais 
aussi  quand  il  est  silué  à  tintériear  (cas  de  la  fig.  122)  : 

Appelons  AB  le  diamètre  du  cercle  qui  passe  par  le  point 
donné  P,  R  le  conjugué  harmonique  ^ 

du  point  P  par  rapport  aux  points  A 
et  li,  TT'  la  droite  (indéfiniment  pro- 
longée) qui  est  menée  par  le  point  R 
perpendiculairement  au  diamètre  AB 
(ou  i  son  prolongement).  Menons 
d'autre  part,  par  le  point  P,  une 
sécante  art(/;-af>c  ;  appelons  C  et  D 
ses  points  de  rencontre  avec  la  cir- 
conférence, Q  le  point  où  elle  coupe 

TT'  :  les  points  P  e/  Q  sont  toujours  conjaijués  harmoniques  par 
rapport  aux  points  C  cl  D. 

D'^rès  une  terminologie  introduite  au  début  du  xix*  siècle 
la  droite  TT'  est  dite  «  polaire  n  du  point  P  ;  le  point  P  est  dit 
«pâlen  de  la  droite  TT. 

Pour  obtenir  le  pôle,  quand  la  droite  TT'  est  donnée,  il  suffit  de 
mener  par  le  centre  du  cercle  la  perpendiculaire  ABH  sur  TT'  et 
de  déterminer  le  point  P  de  cette  droite  qui  est  conjugué  harmo- 
nique  de  R  par  rapport  à  .\.  et  à  B. 


207.  —  Je  disque  lepôie  de  toute  droite  passant  par  un  pointP  est 
sarlapolaireTT  de  ce  point.  Soit,  en  effet,  LL'  une  droite  quelconque 
menée  par  le  point  P  (fig.  i23)  [la  démonstration  est  la  même  si 
le  point  P  est  hors  du  cercle]  et  soit  Q'  le  pôle  de  LL'.  D'après  ce 
qui  précède,  le  point  Q'  est  le  conjugué  harmonique  du  point  P 
par  rapport  aux  points  C  et  D  où  la  droite  PQ'  coupe  le  cercle.  — 
D'autre  part,  le  point  de  rencontre  Q  de  la  polaire  TT'  du  point  P 
avec  la  droite  PQ'  est  aussi  le  point  conjugué  harmonique  du 

i*)  Ceci  résulte  do  la  démonstration  du  théorème  (vide  injra.  Deux,  liv.. 
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point  P  par  rapport  à  C  et  D  ;  donc  les  points  Q  et  Q'  coïncident. 

Par  ctHiB^uent,  le  pâle  de  LL'  est  biea  sur  la  polaire  Tl"  de  P. 

On  dteontre  de  mâme  que,  récipro- 
quement, la  polaire  de  loul  {toini  iU  la 
droite  TT'  passe  par  le  pâle  P  de  celte 
droite. 

Il  résulte  de  ce»  remarques  que  si  3,  U 
ou  5 ,  efc.  points  sont  sar  une  mime  droite, 
leurs  ftotairea  concoareni  {se  rencontrent) 
en  un  même  point  (qui  est  la  polaire  de  la 
droite)  ;  cl  réciproquement. 


208.  —  La  proposition  suivante,  définit  un  procédé  graphique 
simple  (exigeant  seulement  l'eio- 
ploi  d'une  règle)  qui  fournit  la 
polaire  d'un  point  donné  quel- 
conque. 

Si(')  par  un  point  P  o«  mine 
à  un  cercle  deux  sécantes  f/uel- 
co/t^u«,PCD,PC'D'  qui  coupent 
le  cercle  aux  points  G  et  D,  C' 
et  D',  le  poiiil  de  concours  W 
des  divi/es  CD',  DC  et  le  }ioint 
de  concours  N  des  deux  droites 
ce,  DD'  sont  tous  deux  sur  ta  polaire  du  point  P  par  rapport  aa 
cercle,  (la  figure  124  est  faite  dans  l'hypollièse  où  le  point  P  est  à 
l'extérieur  du  cercle). 

309.  Relations  antre  segments  déterminés  par  des  droites 
qui  se  <»>upent.  —  Les  propriétés  si  simples  et  remarquables 
des  pôles  et  polaires  devaient  inciter  les  géomètres  k  étudier,  dans 

(>)  En  effet,  soit  Q  le  conjugué  harmouique  de  P  par  rapport  aux 
pointa  C  «t  D,  Q'  le  conjugué  da  P  par  rapport  aux  pointa  C'D'.  Joignons 
P  et  Q  à  T^  ;  lei  quatre  draitet  NC,  ND,  NP,  NQ  forment  un  faisceau 
harmoniqne  <lin  du  vf  3o4)  ;  dono  elles  foiment  une  division  harmonique 
sur  la  droite  PC'  D';  donc  NQ  passe  par  le  conjugé  harmonique  Q'  de  P 
par  rapport  a  C  et  D'.  On  démontre  do  même  que  la  droite  MQ  pasae 
par  Q'.  Donc  les  quatre  point*  M,  Q.  N,  Q'  sont  bien  sur  une  même  ligne 
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des  cas  nooTMai,  les  reUticfts  mménqoes  que  l'on  peut  établir 
entre  les  segments  déterminés  par  ane  droite  ou  sécante  qui  coupe 
une  figure  simple. 

Considérons,  par  exemple,  nn  triangle  ABC  et  vne  droite  (que 
l'on  appd)«ra  Irartsi-ertale) 
qui  coupe  les  trois  câtés  du 
triaaglc  aux  trois  points  a,  6,  c 
(fig.  1 25),  Le  géomètre  et 
astronome  ateiandrin  Chaile 
Ptolimée  {a*  siècle  ap.  J.-C.) 
établit  (')  la  relation  remar- 
quable à  laquelle  satisfont  les  six  segments  aB,  aC,  b\,  bC,  cS, 
eh  déterminés  par  la  Irensversalc  sur  les  côtés  du  triangle.  On  a 

ûB     bC     cA.  _ 
aC  ■  U  •  cU~  '■ 

Pour  démontrer  ce  théorème,  menons  par  A,  B,  C  trois  paral- 
lèles à  uoe  même  direction  quelconque,  et  appelons  a.  (i,  y  leurs 
points  de  rencontre  avec  la  transversale.  La  similitude  des  triangles 
aBj3  et  aC-/,  bka  et  ACy.  cka  et  chfi  (voir  théorème  de  Thalèa, 
a°  90)  donne  : 


aB^B> 
oG       Gï  ' 


eB  ~  B?" 


Multipliant  ces  trois  égalités  membre  i  meml»v,  j'obtiens  : 

aB     6C     c\  _  Bfi  ■  &f .  A»  _ 
se  '  6A  *  eB  ~  Cy  .  Aa .  B"^  ~  '* 

La  réciproque  du  théorème  de  Ptolémée  (savoir  que  si  a,  b,  c 
sont,  sur  les  trn'ix  côlés  'l'wi  triangle,  trois  points  tels  que  : 

aii     6C     <;A_ 


C)  La  propoiition  énoncée  par  Ptolémée  figure  d'ailleufB  eKpIicilc- 
Toeat  dans  les  Sphxrîca  (III,  i]  de  Menelas  (voir  êupra  p.  3ou,  note  4} 
qui  sont  du  i"  ilicle.  Nous  considéronB  ici  tous  les  segments  comme  des 
longueurs  (nombres  posilils).  La  géométrie  moderne  aSecte  ces  longueurs 
dei  signes  -f"  ou— -  coufonoément  à  certaines  conventions  dont  nous  ne 
occuperons  pas. 
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CCS  li-ois  points  sont  en  ligne  droite)  est  appelée  théorème  de  Mene- 
las  (ou  Menetaus)  [voir  la  note  p.  3i5]. 


210.  —  Dans  les  Collections  matkématit/ues  (')  de  Pappus 
d'Alexandrie  (iv' siècle),  nous  trouvons  une  proposition  dont  l'im- 
portance a  été  soulignée 
par  Cliasles  (')  :  Quand 
quatre  droites  diin  [dan 
sont  issues  trun  même  point, 
elles  forment  sur  une  droite 
transversale  menée  arbi- 
trairement dans  leur  plan, 
quatre  segments  qui  ont 
entre  eux  an  certain  rapport 
constant. 

Ainsi,  soient  A,  13,  C,  D 
bs  points  où  quatre  droites 
sont  rencoQtrtSesparunc  transversale  quelconque  (fig.  156),  et  AC, 
AD,  BC,  BD  les  quatre  segments  qu'ils  déterminent  :  le  rapport 

r"B  '  Dïï  "'"'''  '°  même  valeur  quelle  que  soîl  la  transversale  ('), 


{')  En  grec  :  Suv^y^'ï'^- 

(')  Chables,  Aperçu  historique,  etc.  'i'  éd.  1H7Ô,  p.  33. 

I*)  Considérons  une  seconde  transversale  qui  coupe  dos  droilM  en 
A',  B',  C,  D'.  Menons  par  les  pointa  B,  B'  les  parallèlss  Bcd,  BVif  k  OA 
(Toir  fig.  ia6).  Les  triangles  semblables  COA,  CBc  et  DOA,  DBd  donnent 


CA  _  Ofc 
CB  ■ 


DA        OA. 


Divisant  membre  ; 

à  membre,  j'obtiens 

CA  .  RA 

OA 

CB  "  DB 

~   (B 

On 

de  montrera  de 

même  que 

C'A' 

.  D'A'  . 

Mais  l'on  a  (théorème  de  Thalè»]  : 


ic  (inlervertion  des  moyens,  gfi)    _   :_    vjr-;  donc 


CA     DA  _  CA'     D'A' 
CB  ■  DD  ~  CB'  -  tt-K- 


e  qu'il  fallait  démontrer. 
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Ce  rapport  qui  devait  jouer  iin  grand  rôle  dans  la  géométrie  du 
xix*  siùcle  {vide  Deux.  Lier.,  ch.  iv)  porte  aujoui'd'hui  le  nom  rap- 
iwrl  anharmonique  des  quatre  points  a,  b,  c,  d.  Il  est  déjà  sous  une 
forme  plus  ou  moins  explicite,  k  la  base  des  travaux  de  Girard  De- 
sargues (u[Vie(>i/7a,  p.  2i4,nole  i)  et  de  Biaise  Pascal;  ces  géomètres 
font  graviter  autour  des  propriétés  des  transversales  une  foule  de 
propositionsexprimantdes  propriétés  métriques  ou  qualitatives  des 
figures  composées  de  droites,  ou  de  droites  et  de  cercles,  ou,  plus 
généralement,  de  droites  et  de  sections  coniques  \vide  injra,  S  5{. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  rapport  anliarmonique  est  égal  à  i. 

on  ft  Qg  —  rjg-  Les  points  C  et  D  sont  donc  conjugués  harmo- 
nique par  rapport  ù  A  et  B,  et  il  résulte  du  tliéorème  de  Pappus 
que  les  quatre  droites  forment  de  même  une  division  harmonique 
sur  toutes  les  transversales.  Les  quatre  droites  constituent  alors  un 
faisceau  harinoniqae  (n°  204). 

221.  Hexagone  de  Pappus.  —  Parmi  les  corollaires  lirée  par 
Pappus  lui-même  du  théorème  que  nous  avons  énoncé  nous  signa- 
lerons la  suivante  (SuvaYu-ï/,  I"v.  II,  prop,  iSfj).  Quand  an  hexa- 
gone C)  a  ses  six  sommets  placés  Irais  à  trois  sur  deux  droites,  les 
li-ois  points  de  concours  de  ses  calés  opposés  sont  en  ligne  droite 
{c'est-à-dire  :  sur  une  même  droite). 

212.  Hexagone  de  Pascal.  —  C'est  un  résultat  de  même 
ordre,  mais  plus  riche  de  conséquences,  qu'apporte  Biaise  Pascal 
dans*Ie  fameux  placard,  Essay  pour  les  coniques,  qu'il  fit  imprimer 
en  i64o,  à  l'âge  de  seize  ans  (').  II  démontre  que  quand  an  kexa- 

(')  polygone  à  6  cAteB;  il  l'agit  ici  d'un  hexagODe  quelconque,  non 
d'un  hexagone  régulier. 

(*]  Ce  placard,  st  suggestif  et  plein  de  promenés,  ne  pouvait  man- 
quer d'attirer  l'attention,  venant  d'un  si  jeune  homme.  Descartes  jugea 
que  l'auteur  avait  '  appris  de  M.  Desargues  >.  C'était  la  vérité,  maîi  le 
mérite  de  Pascal  n'en  est  pas  moins  grand,  i  Je  crois,  - —  remarque  fort 
justement  Leibniz,  —  que  M.  Desargues  a  eu  raiïon  de  dire  que  le  jeune 
Pascal,  âgé  de  iC  ans  lorsqu'il  fit  son  traité  des  eoDiques  avait  profité 
des  pensées  de  M.  Desargues  ;  il  me  semble  que  Pascal  l'a  reconnu  lui- 
mâme.  Cependant  il  faut  avouer  qu'il  avait  poussé  les  choses  plus  loin  >. 
Ajoutons  que  Desargues,  doqt  le  génie  créateur  ne  devait  être  reconnu 
que  longtemps  après  sa  mort,  s'exprimait  dans  une  langue  étrange  et  peu 
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<fone  est  înacril  dans  an  cercle  [c'est-à-dire  a  ses  six  sommets  sur 
une  mémeciroonférencej  les  trois  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
sés sont  en  ligne  droite. 

Ainsi,  sur  la  Rg.  137, les  points  de  concours  des  côtés  A6 et  ED, 
BC  et  FE,  CD  et  .\F  de  l'hexagone  ABCDEF  sont  trois  points 
là,  M|  N  situés  sur  une  même  droite. 


F!g.  ,l^. 

Pascal  savait  que  le  même  théorème  reste  vrai  si  l'hexagone,  au 
lieu  d'être  inscrit  dans  un  cercle,  est  inscrit  dans  (')  une  ssctiou 
conique  (cf.  supra,  p.  3I3,  note  1)  quelconque.  Il  se  proposait 
d'établir  comp]ètem«int  cette  proposition,  —  qui  est  de  nature 
purement  qualitative  —  et  d'en  déduire  une  théorie  g:énérale  des 
sections  coniques;  mais  le  grand  traité  qu'il  préparait  ne  vit  ja- 
mais le  Jour  ('). 

intelligible.  Pascal  se  distingue  au  contraire  par  la  clarté  et  la  netteté 
de  ses  vues  et  de  son  exposé.  Voir,  sur  Desargues,  in/ro,  p.  5ii,   note  1. 

Le  théorème  fondamental  de  Paical  est  énoncé  en  ces  tenues  dans 
VEatay  pour  les  coniquet  (Œuv.  de  Pascal,  t.  I,  p.  a33)  ;  1  Si  dans  le  plan 
MSQ,  du  point  M  partant  le»  deux  droites  MK,  MV  ;  et  du  poiot  S  partent 
les  deux  droites  SK,  SV  ;  et  que  K  loit  le  concoun  dei  droites  MK,  SK 
et  V  le  concours  des  droites  HV,  SV,  et  A  le  concoun  des  droites  MA, 
SA,  et  fi  le  concours  des  droites  MV,  SK  ;  et  que  par  deux  dos  qnat<e 
points  A,  K,  \t,  V,  qui  ne  soient  pas  en  même  droite  avec  les  points  H, 
S,  comme  par  les  points  K,  V,  passe  par  la  circonférence  d'un  cercle 
oMipant  les  droites  MV,  MP,  SV,  SK  es  point  0,  P,  Q,  N  :  je  dis  que  les 
droites  MS,  NO,  PQ  sont  de  même  ordre  {c'eaUà-dire  :  concourantes)  >. 

(*)  c'ctt-à-dire  :  a  ses  six  sommets  sur  le  contour  de 

(')  Cf.  Œuv.  de  PatcaL  t.  II,  p.  aaii,  tqq. 
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Dans  VEtiay  pour  Us  conique*  de  iCjo,  cependant,  ï^scal 
énonce  déjà  plusieurs  conséquences  remarquables  qu'il  a  déduites 
de  son  théorcme,  entre  antres  le  théorème  de  Ptolémée  (n"  300)  et 
une  proposition  équivalant  an  théorème  suivant,  qui  est  resté 
connu  sous  le  nom  de  théorî-me  de  Deaargucs  (')  : 

Un  cercle  quelconque,  les  côtés  opposés  et  les  diagonales  d'un 
quadrilatère  inscn'l  dans  ce  cercle  déterminent  sur  une  tra/isversale 
quelconque  6  points  M  et  M',  P  e(  F,  Q  e/  Q*  (voir  fig.  ia8)  tels 
que  les  rappoits  anhai-momques  des  points  M,  M',  P,  Q,  d'une  part 
et  M',  M,  P*,  Q'  (tautre  part,  soient  égaux  ;  autrement  dit  : 

...  PM     QM        P'M'     Q'M' 

W  PM'  ^QM'—PTlf  'Q'M" 

On  exprime  cette  propriété  en  disant  que  les  trois  couples  de 
pmnls  M  et  M',  Q  et  Q',  P  et  P'  sont  en  tnvolution  (•), 


Fig.  ...j 

213.  PuIflSBQce  d'an  point  par  rapport  &  an  cercle.  —  Soit 
donné  un  cercle  quelconque  et  un  point  P  dans  le  plan  de  ce  cercle. 
Menons  par  )e  point  P  deux  sécantes  quelconques  (fig.  139)  qui 
coupent  respectivement  le  cercle  en  A  cl  Bet  en  C  et  l>.  Je  dis  que 
l'on  a  l'égalité 

(5)  P\  .  PB  =:  PC  .  PD. 

Cl  1  Propriété,  dit  Pascai,  dont  le  pramierinventeurcst  M.  Desarguet, 
lyonnai*,  un  dei  grands  Mpiiti  de  ce  temp*  et  dca  plu*  vetsét  aux  nu- 
ULématiquM  >  (ci.  Œiw.  de  Detargut»,  &à.  Poudra,  I.  II,  ^. ■•.<»■;]  Le  thio- 
rime  reste  vrai,  ici  encore,  «i  l'on  remplace  le  cercle  par  une  aectioB 
conique  quelconque. 

t*)  D'une  manière  générale,  suppotona  donnéi  deux  couples  de  point» 
P,  P'  et  Q,  Q'  sur  une  même  droite  (^1.  On  démontre  que,  *i  l'on  désigne 
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Supposons,  par  exemple,  que  le  point  P  soit  extérieur  nu  cercle 
et  menons  les  droites  AD  et  DC.  Les  triangles  PAD  et  PCB  sont 
semblables  puisqu'ils  ont  mânic  angle  P,  et  que  l'angle  D  égal 
l'angle  1)  (ces  angles  ont  même  mesure  d'après  le  n*  187).  On  en 
déduit,  en  égalant  les  rapports  des  côtés  homologues  : 

PA       PD 
PÛ~Ffi 

proportion  équivalant  à  l'égaliCé  (')). 

Ainsi  le  produit  P\  .  PB  est  une  grandeur  qui  reste  la  même 
quelle  que  soit  la  sécante  PAB  (pourvu  que  le  point  Pet  le  cercle  ne 
changent  pas).  Celte  grandeur,  indé[>endanlc  de  la  position  de  la 
sdcanlc,  est  appelée  puissance  (')  du  point  P 
par  rapport  au  cercle  (noua  le  désignerons 
par  y)).  Lorsque  la  sécante,  tournant  autour  du 
point  P,  devient  tangente  au  cercle,  les  deux 
points  d'intersection  A,  U  de  la  sécante  et  du 
cercle  viennent  se  confondre  en  M  ou  en  N; 
d'ailleurs  on  a  toujours  PA  .  PB  =/)  et,  par 
P'F'  'î°-  conséquent,  pour  la  position-limile  de  la  sé- 

cante, PM'  ^  p.  Donc  la  puissance  du  point  P  est  égale  au 
carré  de  la  tangente  PM  ou  PN  (PM  est  égal  i  PN).  Joignons, 
d'autre  part,  le  centre  0  du  cercle  aux  [X)ints  P  et  M  (fig.  i3o)  : 

par  M  un  point  quelconque  de  la  droite  (A)  il  existe  sur  cette  droite  un 
point  M'  et  ua  seul  tel  que  l'on  ait  la  relation  (4), 

PM      QM  _  PM'     Q'M' 

PM'  ■  QM'  ~  FJÎ  ■  Qlf 
Cette  relation  définit  donc  une  correspondance  de  point  à  point,  laquelle 
est  appelée  involution  :  à  un  point  quelconque  M  de  {\)  elle  fait  corres- 
pondre un  autre  point  M'  de  la  mJme  droite.  D'ailleurs  cette  correspon- 
dance est  réciproque  ;  si  l'on  remplace  M  par  M',  on  obtient  comme  corres- 
pondant de  M' le  point  M,  car,  d'après  les  règles  du  calcul  des  fractions, 
l'égalité  (4)  entraîne  comme  conséquence  l'égalité 

PM'      QU'  _  P'M      Q'M 

PM  *  QM  ~  PM  ■  Qu'- 
on a  d'ailleurs  le  théorème  suivant  :  Soit  sur  une  droite  (A)  un  ensemblo 
de  paires  de  points  dont  chacune  forme  avec  une  mime  paire  de  points 
Oi,  Oi  de  la  droite  (A)  une  division  harmonique  :  ces  paires   de  points 
■ont  en  involution. 

(')  L'expression  est  moderne,  mais  la  propriété  était  connue  d'AncHY- 

TAS  DE  TaRBNTS. 
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nous  voyons  que  OP'  =  OM'  -4-  PM*  (puisque  le  triangle  MOP  est 
rectangle).  Donc  la  puissance  {p  ou  PM')  du  point  P  égale  le 
carré  OP'  de  la  distance  de  P  au  centre  du  cercle  moins  le  carré 
OM'  du  rayon. 

On  démontre  pareillement  que,  lorsque  lo  point  P  est  intérieur 
au  cercle,  le  produit  PA  .  PB  (puissance  du  point  P  par  rapport  au 
cercle)  reste  invariable  lorsque  la  sécante  APB  tourne  autour  du 
point  B  ;  ce  produit  est  égal  au  carré  du  rayon  moins  le  carré  de  la 
dislance  de  P  au  centre  da  cercle. 

214.  Figure*  inversai.  —  Bomons-nous  h  définir  ces  ligures. 
Donnons-nous  un  point  0  (centre  d'înver- 
sion)  et  un  nombre  k  positif  ou  négatif;  puis      "i  ^-p 

considérons  un  point  quelconque  M  du  plan;     '~\ii-  r 

h  ce  point  M  nous  ferons  Correspondre  un         1  I 

point  M'  ainsidéfini(fïg.i3i):  i"  le  point  M'     /nST"'^'      '''^ 
est  sur  la  droite  OM  ou  son  prolongement, 

'savoir  de  même  côté  de  0  que  M  si  k~>-o, 

-de  l'autre  côté  si  /;  <  o  ;  a°  le  produit  des  longueurs  OM,  CM'  est  égal 

à  la  valeur  absolue  de  k\  donc  la  distance  OM'  est  égale  à  7-,^  ('). 

Aux  termes  de  cette  déHnition  (si  O  et  fc  sont  donnés)  il  corres- 
pond à  tout  point  M  du  plan  un  point  M'  et  un  seul.  Cela  posé, 
considérons  la  figure  formée  par  l'ensemble  des  points  M'  corres- 
pondants a  tous  les  points  M  d'une  courbe  ou  ligne  quelconque  (G)  : 
celte  figure  est  appelée  figure  inverse  de  la  ligne  (G)  ou  figure 
transformée  de  la  ligne  (C)  par  rayons  vecteurs  réciproques  (').  H 
résulte  immédiatement  de  notre  définition  que  si  (Ci)  est  la  figure 
inverse  de  (G),  (C^  est  réciproquement  la  figure  inverse  de  (Ci). 

On  démontre  que  la  figure  inverse  d'une  circonférence  qui  ne 
passe  pas  par  le  centre  d'inversion  0  est  un  cercle.  En  particulier, 
au  n"  313  le  cercle  de  la  figure  est  sa  propre  figure  iuvcrsc  par  rap- 
port au  centre  d'inversion  P  si  l'on  jtrend  pour  valeur  de  /;  le 
nombre  positif  OP'  —  OM'. 

(')  Nous  désignons  par  [k\  la  valeur  absolue  ilu  nombre  k. 

1*1  D'où  le  nom  ■  rayons  vecteurs  réciproques  a.  On  appelle  rayon 
feclew  uno  droite  telle  que  OM  qui  joint  un  point  lou  centra  fixe  0)  i 
un  point  variable  :  ainsi,  dans  la  théorie  de  k  lumière  (à  laquelle  est 
empruntée  t'expresiion  veetew)  un  rayon  lumineux. 
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On  démontre  que  la  figure  inverse  d'une  droite  qui  ne  passe  pfts 
par  le  centre  d'inversion  0  est  un  cercle  qui  pisse  par  le  centre 
d'inverM(». 

3i5-  Relations  trlgonométriquas  witra  !«■  étémaiita  d'un 
triangle  reotangle.  —  Nous  avonsdéTini  au n"  153  cerlaiaes  lon- 
gueurs remarquables  (grandeurs  trigonométriques)  que  l'on  peut 
associer  k  un  angle  quelconque  et  que  bous 
avons  appelées  siniu,  coiiniu,  la/tgenle,... 
Entre  les  longueurs  des  câtés  d'un  triangle  et  les 
grandeurs  trigonométriqnes  relatives  à  ses 
angles,  il  j  a  des  relations  métriques  qui  sont 
fort  souvent  utilisées  dans  les  catcnls  pratiques 
(astronomie,  géodésie»  arpentage)  et  qui  jouent  également  un 
rôle  important  dans  l'algèbre  théorique. 

Considérons  (fig.  i33)  te  triangle  rectangle  AOB  dont  l'angle  A 
est  droit.  Portons  sur  OB  une  longueur  OM  égale  k  l'unité  de  lon- 
gueur [sur  la  figure,  cette  longueur  est  inférieure  k  OB;  il  n'y 
aurait  rien  h  changer  à  nos  raisonnements  si  le  point  M  tombait 
sur  le  prolongement  de  OB]  et  menons  MP  parallèle  k  BA.  Par 
défmïtîon,  la  longueur  du  segment  OP  est  le  cosinus  (positif)  de 
l'angle  0,  la  longueur  PM  en  est  le  sinus  (positif)  [le  cosinus  et  le 
sinus  sont  positifs,  tJiV/cn°  156,  puisque  l'angle  0  est  aiguj.  D'ailleurs 
les  deux  triangles  OAB,  OPM  sont  semblables,  et  l'on  a  : 

OB  _  AB  _  OA  OB        AB  OA 

ÔH"FSi-OP         **"         T-  ."hTO  -  ESTÎ' 

d'où  l'on  tire  : 

AB  =  OB.sinO:      OA  =  OB.coïO;       oA  =  c^  =  '*"«■  *^- 

D'ailleurs,  puisque  l'angle  A  est  droit,  les  angles  0  et  B  du  triangle 
rectangle  sont  complémentaires  (n"  170).  Donc  (n°  162) 

sin  0  =  cos  B,        cos  0  =  sin  B. 

Nous  avons  donc  : 

AB  =  OB  .  cos  B  =  OB  .  sin  0  =  OA  .  tg  0, 

résultats  que  nous  énoncerons  en  ces  termes  : 
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Un  côté  de  Fanijle  droit  (calhite)  dan  triangle  rectangle  quel- 
coHt/ae  ett  égal  au  produit  de  tkypolénase  par  le  cotinus  de  langle 
qu'il  f ail  avec  t  hypoténuse  ou  parle  sinus  de  C  angle  complémentaire; 
il  est  aussi  égal  au  produit  de  tautre  côté  de  t angle  droit  par  la 
tangente  de  tangle  opposé  (à  lui-m^me). 

216.  Démonstration  de  U  lonniile  donnant  cos  (a  h-  h).  — 
Nous  avons  annoncé  au  n°  163  une  démonstration  de  U  formule 
qui  bit  connaître  le  cosinus  d'une  somme,  cos  (a  +  b).  Nous 
allons  exposer  ici  cette  démonstration  (*)  en  nous  plaçant  dans 
l'hypothèse  où  les  abscisses  curvilignes  a  et  6  sont  telles  que 

o<a<-eto<a  +  fc<-  (fig.  i33,  où  a  désigne  la  mesure  de 
l'angle  MOAet  b  la  meure  det'angleNOM).  Appelant P  la  projec- 
tion de  N  sur  OA,  Q  celle  de  N  sar  OM,  H  et 
S  les  projections  de  Q  sur  OA  et  stu  la  paral- 
lèle il  OA  menée  par  le  point  N,  nous  voyons 
que  l'on  a  (puisque  le  cercle  trigonométrique  a 
un  rayon,  ON,  égalk  i)  : 

dans  le  triangle  rectangle  OQN, 

OQ  =  ON.cos  fc  =  cos  6,  „.      , 

NQ=ON.Hn6  =  »in6 
OP  ^  cos  (a  +  6)  par  définition  ; 

dans  le  triangle  rectangle  ROQ, 

OR  =  OQ  .  cos  a  : 

d'ailleurs  l'angle  NQS  est  égal  à  l'angle  MOA  —  ou  a  —  comme 
ayant  ses  côtés  perpendiculaires  h,  ceux  de  cet  angle  (169)  ; 
donc  dans  le  triangle  rectangle  SNQ, 


NS  =  QN.ïin  SQN  =  ON.» 


Cela  posé. 


OP  =^  OR  - 


PR  = 


OR  — NS; 


('}  Dhds  cet  dnoiicé  noua  éorivons,  pour  abréger,  f  cAté  •  au  liau  da 
•  langueur  d'iut  côli  ;  Le  même  énoncé  l'ap^que  aux  deux  cAtés  de 
l'angle  dioit. 

(*t  Voir  auMÎ  PauntoM  Lie.,  ckap.  iv,  g  9. 
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donc 

eo9(a  H- t)  =  OQ.COTo  — QN.sin  (I   =   cos  t  .cosa  —  sint  .sina. 
La  niùme  méthode  de  démonstration  permettra  d'établir  que 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  abscisses  curvilignes  a  et  l> 
{voir  163)  on  a  toujours  la  même  égalité 

C08  (a  -t-  6)  ^  coï  û.coa  t  —  sin  a.sin  b, 
les    cosinus    et    sinus    étant,    dans    cette    égalité,     positifs    ou 
négatifs  suivant  les  valeurs  de  a,  h  et  (a  -f-  li).  On  démontrera 
d'une  ma:iière  analogue   la   formule  (jui   donne  l'expression  de 
sin  (o  -h  b). 

277.  Relations  entre  les  éléments  d'un  triangle  quel- 
conque. —  Soit  ABC  un  triangle  non  rec- 
tangle dont  nous  supposerons  d'abord  les  angles 
\  et  C  aigus  (')  (Hg.  i3i).  Menons  la  hau- 
teur UH.  On  a,  dans  le  triangle  rectangle  CBH 

(6)  BC«  =  Bll'  +  Cil'. 

Fij.  i3â. 

dans  le  tiiangle  l'eclanglc  ABU 

BU' :^  Ali'  — Ail'; 

d'autre  part,  CH  est  égal  à  la  dill'crcnce  des  longueurs  AC  et  AH, 

et  Ion  a  : 

CIP  ^  (AC  —  AU)  X  (AC  —  Ail)  --=  AC  +  AIP  —  aAC  X  Ail. 

Nous  conclurons  de  ces  égalités  que 
(7)BC'---AB'— AII'+AC'-i-All^— aACxAH=rAD'+AC'— aACxAll 

Remarquant  ensuite  que.  dans  le  triangle  rectangle  HAB,  on  a 
AH  "^  AB.cos  A,  nous  pouvons  remplacer  l'égalité  par  la  sui- 
vante : 
(8)  BC  =  AB*  -h  AC  —  2AB  .  AC  .  cos  A. 

218.  —  Pour  parvenir  à  ce  résultat,  nous  avons  supposé  les 
angles  A  el  C  aigua.  —  Supposons  maintenant  que  l'un  de  ces 
angles  soit  obtus,  et  d'abord  l'angle  C  :'la  démonslratiou  se  fait 

{')  L'angle  B  cat  supposé  aigu  sur  la  figure  ili;  mais  la  démonstration 
serait  la  même  si  cet  angle  était  obtus.  Un  seul  angle  peut  être  obtus 
puisque  la  sommcdes  angles  du  triangtene  peut  dépaaserdeux  angles  droits. 
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alore  sur  la  fig^ure  i35  ;  nous  avons,  cette  fois,  CH  =  AU  —  AC 
{au  lieu  de  CH  "=  AC  —  AH),  mais  nous  tirons  encore  de  là 

Cil"  =  AC  +  AH*  —  aAC  x  AH, 
et  nous  obtenons  comme  tout  à  l'heure  l'égalité  (7)  que  nous  pou- 
vons transformer  en  l'égalité  équivalente  (S).  Soit  enGn  l'angle  A 
obtus  ;  la  démonstration  se  fait  alors  sur  la  lîgurc  1 3C  ;  nous  avons 
cette  fois. 

Cil  =  AH -1- lie, 


Fig.  IÎ5.  Fig.  i36. 

d'où  Dous  tirons 

CH»  =  (AH  +  AC)  X  (AH  +  AC)  =  AH»  +  AC  +  aAC  x  AH. 

Portant  cette  valeur  dans  l'égalité  (6)  [où  BH*  est  remplacé 
par  AB'  —  All'J,  nous  obtenons 
(g)  BC  =  AB'  -f-  AC^  +  3AC.AH. 

D'ailleurs  le  triangle  ABH  nous  donne  AH  =  AB  .  cos  BAH, 
et  nous  savons  que  le  cosinus  de  BAH  est  égal  au  cosinus  né- 
gatif (')  de  l'angle  A  du  triangle  ABC  (angle  obtus  supplémen- 
taire de  BAH).  Nous  en  concluons  que  l'égalité  (8)  a  bien  encore 
lieu. 

Si  au  lieu  de  partir  du  côté  BC  du  triangle  ABC,  nous  consi- 
dérons le  côté  AB  ou  le  côlé  AC,  nous  obtiendrons  évidemment 
une  égalité  ou  relation,  semblable. 

310.  —  /-e*  trois  côtés  (fun  tnangk  quelconque  sont  propor- 
tionnels aax  sinas  des  angles  opposés. 

Les  triangles  rectangles  ABH,  BHC  nous  donnent  immédiate- 
ment, quel  que  soit  celui  des  trois  cas  de  figure  auquel  nous  avons 
aflaire  : 

BH  =  AB  .  sin  A        et        Bll  =  BC  .  sïn  C 

(•)  Vide  n»  i56. 

BoDTBOci.  —  L«  Principe*  da  I'AuIjh  malhteialiqna.  i5 
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d'où  résulte 

Ali .  sin  A  —  BC  .  sin  C        ou         -.^  ^  =  ^.^^  J^  • 

Raisonnant  semblablemcnt  sur  la  hauteur  relative  au  sommet  C. 
nous  obtiendrons 

AB  ^    AC 
sin  C       sin^  ' 
donc  {') 

DC  AC  AB 

^'°^  sin^^ii'n"B  =  »in"C- 

230.  —  Soit  maintenant  AK  la  hauteur  issue  de  A  (voir  fig.  i3i 
où  les  angles  A,  B,  C  sont  tiii/us).  Les  triangles  rectangles  K  \B, 
KAC  nous  donnent 

BK  =  AB  .  cos  B.        KC  :=  AG  .  cos  C  ; 
d'où 

BC  —  BK  -H  KC  —  AB  .  cos  B  -i-  AC  .  COI  C. 

Un  établira  facilement  la  niJ^nie  cgahlé  dans  l'bjpotlièse  où 
le  triangle  a  un  angle  ohlus. 

Lgs  cdtés  AB  et  AC  du  Iriangle  donnent  lieu  chacun  h  nno 
relation  analogue. 

221.    Résumé  des  formules  relatives  aux  triangles.  — 

Désignons,  pour  simpliCer  l'écriture,  par  a,  l>,  c  les  longueurs  des 
côtés  BC,  AC,  AB  du  triangle,  respectivement  ojijiosés  aux  angles 
A,  B,  C. 

Entre  les  6  éléments  n.  b,  c.  A,  B,  C,  nous  avons  les  relations 
suivantes  : 
1.  angle  A  +  angle  B  -t-  angle  0^=3  augles  droits  (n*  170> 

n«  =  /.»  +  c'  —  afcc  cos  A 
II.  J ',' ^  c=  -I- a' -  aca  cos  li         (n"' 317-8) 

c=  =  <i'  -K  (>*  —  Qab  coï  C 

IV.  J  t  =  «  co.  C  + 1  co>  A     (n-  aao) 

c^ÈcoïAl-dcosB 

I  '  )  On  dëmontre  que  la  valeur  commune  des  troi»  rapperis  est  In  lon~ 
gueur  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A£C  (voir  190I. 
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4.  —  L'idUice géométrique  et  ta  démonstration 

223.  —  Nous  avons  dit  (166)  que,  pour  un  entendement 
parfait  et  dont  la  puissance  de  compréhension  serait  infinie,  la 
science  ne  se  déroulerait  pas,  comme  pour  nous,  en  une  longue 
Gle  de  théorèmes.  Du  point  de  vue  de  la  raison,  à  qui  le  lemps 
est  indifférent,  ïl  n'est  point  vrai  qu'une  proposition  en  précède 
ou  en  justifie  une  autre;  toutes  sont  également  primitives  et  évi- 
dentes par  elles-mêmes.  Mais  la  science  humaine,  imparfaite  [>ar 
nature,  ne  peut  saisir  que  l'une  après  l'autre,  et  au  prix  de  longs 
et  laborieux  détours,  les  propriétés  des  figures  géométriques  ; 
0  on  rapporte,  écrit  Proclas  (■),  que  Ptolémée  demanda  un  joar  à 
Euclide  s'il  n'y  avait  pas  pour  la  géométrie  de  route  plus  courte 
que  celle  des  Eléments  ;  il  eut  cette  réponse  :  Il  n'y  a  pas  en 
géométrie  de  chemin  fait  {tour  les  rois  ». 

Le  chemin  frayé  par  les  géomètres  grecs,  quelque  roturier  qu'il 
soit,  n'en  est  pas  moins  unedesplus  belles  créations  de  l'humanité. 

Les  Grecs  ont  eu  de  bonne  heure  le  goût  de  la  dialectique.  For- 
tifié par  les  sophistes,  ce  goût  se  répandit  chei^  les  géomètres  de 
l'Académie,  contemporains  ou  continuateurs  de  Platon.  Les  di- 
verses formes  de  raisonnements  mathématiques  furent  subtilement 
distinguées,  classées,  disséquées,  et  d'interminables  discussions 
s'engagèrent  sur  des  questions  de  méthode  ou  de  terminologie. 

323.  Théorèmes  et  problèmes.  —  «  Déjà  (')  parmi  les  an- 
ciens, dit  Proclus,  les  uns,  comme  Speusippe  et  Amphinome, 
proposaient  de  tonl  appeler  théorème,  pensant  que  ce  terme  con- 
vient mieux  que  celui  de  problème  aux  sciences  théorétjques 
('contemplatives)  et  surtout  traitant  des  choses  éternelles;  cai,  pour 
de  telles  choses,  il  n'y  a  pas  de  génération  ;  il  n'y  a  donc  pas  de 
place  pour  le  problème  où  il  s'agit  d'engendrer  et  de  faire  quel- 
que chose  comme  si  elle  n'était  pas  auparavant  ;  par  exemple, 
construire  un  triangle  équilatéral,  décrire  un  carré  sur  une  droite 


(')  Cf.  P.  Tamneby,  La  géométrie  grecque,  p.  69. 

(')  Vtiir  P.  Tanneby,  toc,  cit ,  p.  rîy.  Si>ei:bip»h  éUit  neveu  de  Platon, 
t  en  tout  cas  paa  antérieur  à  Aristote. 
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donnée...  D'antres,  au  conirairc,  comme  les  mathématiciens  de 
l'école  de  Méneclime,  étaient  d'avis  de  tout  regarder  comme  des 
prohlt'mes,  tout  en  en  distinguant  deux  formes  :  tantôt,  en  efiel, 
il  s'agit  de  fournir  {nap'.iai'ixi)  quelque  chose  de  cherché,  tantôt, 
au  contraire,  prenant  quelque  chose  de  déterminé,  de  voir  ce  que 
c'est,  ou  quelle  en  est  la  nature,  ou  ce  qui  lui  arrive,  ou  quelle  est 
sa  relation  à  autre  chose  ».  La  discussion  se  poursuit  pendant  des 
siècles.  Geminus(i"siècleav.J.-C.)  souLientque  le  théorème  est  plus 
général  que  le  problème.  Au  contraire,  «  Carpes  (')  le  mécanicien, 
dans  son  Trahé  aslrologûjue,...  dit  que  le  genre  des  problèmes 
précède  dans  l'ordre  celui  des  théorèmes,  car  c'est  par  les  premiers 

'  que  l'on  trouve  les  sujets  auxquels  so  nij>portcnt  les  propriétés  a 
étudiée.  L'énoncé  du  problème  est  simple  et  n'a  pas  besoin  d'une 
intelligence  exercée  :  ...  consliuiie  un  triangle  équihléral,  ou  bien, 
étant  donné  deux  droites,  retrancher  de  la  plus  grande  une  égale  à 
la  moindre;  là,  rien  d'obscur,  aucun  besoin  d'une  attention  minu- 
tieuse. L'énoncé  du  théorème  est  au  contraire  pénible;  il  réclame 
une  grande  exactitude  et  une  critique  savante,  pour  n'être  ni  trop 
étendu,  ni  insuffisant  par  rapport  à  la  vérité  ».  Proclus  défend, 
quant  k   lui,  l'opinion  de  Geminus,  et  il  conclut  :  c  11  est  donc 

•  frivole  d'attaquer  Geminus  comme  ayant  dit  que  le  théorème  est 
plus  parfait  que  le  problème:  car  si  c'est  d'après  l'ordre  que 
Carpos  donne  la  prééminence  aux  problèmes,  c'est  d'après  le 
degré  de  perfection  que  Geminus  l'accorde  aux  théorèmes  ». 

234.  —  Ces  discussions  ne  sont  pas  aussi  oiseuses  qu'elles 
paraissent  au  premier  abord.  Elles  ont  permis  de  dégager  les 
caractères  auxquels  se  reconnaît  la  légitimité  d'une  déRnilion  ou 
la  rigueur  d'une  démonstration,  et  ai  l'analyse  de  ces  caractères 
est  superflue  dans  les  premiers  chapitres  de  la  science,  oi!i  nous 
sommes  guidés  par  le  bon  sens,  il  n'en  est  pas  de  même  dans  la 
suite. 

Ainsi,  en  analysant  la  signification  des  problèmes,  nous  appre- 
nons que  toute  définition  doit  être  complétée  par  une  discussion 
(problème)  établissant  Vexislence  de  la  chose  définie  (voir  $  S).  Si, 
par  exemple,  je  proposais  d'appeler  triangle  birectangle  un  triangle 
dont  deux  angles  sont  droits,  je  donnerais  unedéfinition  purement 

('}  Fragment  de  Phoclus,  apud.  P.  Tannerv,  loe.  cit.,  p.  i  j6. 
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verbale  el  sans  valeur  ;  en  effet  le  problème  u  construire  un  triangle 
dontdeux  angles  sont  droits  i>  n'a  pas  de  solution,  puisque  la  somme 
des  Iroii  angles  du  triangle  ne  peutétre  supérieure  à  deux  droits. 

Dans  l'étude  dos  Itiéorèmes  également  (propositions  énonçant  les 
propriétés  dont  jouissent  les  ligures  géométi'iques),les  problèmes 
jouent  souvent  un  rôle  capital.  Supposons,  par  exemple,  que  nous 
énoncions  le  théorème  suivant  :  Tout  an;/le  inscrit  dans  un  demi- 
cercle  (')  est  an  angle  di-oit  ;  cet  énoncé  ne  sera  satisfaisant  que  si, 
d'une  part,  il  est  exact  en  toutes  circonstances  et  si  d'autre  part,  il  ne 
contient  aucune  restriction  superflue  ('),  c'est-à-dire  si  la  condition 
imposée  à  l'angle  (d'être  inscrit  dans  un  demi-cercle)  est  bien  une 
condition  nécessaire  de  sa  rectitude.  Or,  pour  s'assurer  qu'il  en 
est  bien  ainsi,  le  procédé  le  plus  sûr  sera  de  résoudre  le  problème 
suivant  :  inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  donné  quelconque  un 
anffle  de  grandeur  donnée;  on  constatera  alors  que  l'arc  compris 
entre  les  câtés  de  l'angle  inscrit  est  inférieur,  supérieur,  ou  égal 
à  un  demi-cercle  suivant  que' cet  angle  est  lui-même  inférieur, 
supérieur  ou  égal  à  un  angle  droit  (cf.  187)  ;  et  l'on  conclura  de 
là  que  le  théorème  donné  plus  haut  est  correctement  énoncé. 

32S.  Traitement  d'un  problème.  —  Ainsi  l'étude  complète 
d'une  question  de  géométrie  sera  ramenée  en  général  k  l'étude 
d'un  problème  :  étant  données  certaines  figures,  construire  une 
nouvelle  figure  remplissant  (elles  ou  telles  conditions  déterminées. 
C'est  ce  que  nous  voyons  nettement  dans  les  Eléments  d'Euclîde 
(voir  supra,  p.  i8.^,  note  2  et  infra,  a"  228). 

Le  traitement  d'un  problème  comprend  huit  phases  ou  parties  : 

1°  Laprolase  (irpoTisi;)  ou  énoncé  ; 

3*  h'ecthèse  (ïnOiau;)  ou  répétition  de  l'énoncé  rapporté  cette  fois 
au  tracé  d'un  schéma  dont  les  différentes  parties  (points,  droites,  etc.) 
sont  en  général  désignées  par  des  lettres  ; 

3"  L'apaf/oge  (àitaftuf  i!),  qui  transforme  le  problème  proposé  en 
un  autre  problème  plus  simple  :  elle  suppose,  pour  cela,  le  pro- 

[*)  c'est-à-dire  comprenant  entre  ses  côtés  une  demi-circontérGnce. 

(■)  Je  me  garderai  par  exemple  d'énoncer  comme  un  théorème  la  pro- 
position suivante  :  La  somme  des  angles  d'un  triangle  rectangle  est  égale 
à  deux  angles  droits.  En  eSct  l'égalité  énoncée  a  lieu  lors  même  que  le 
triangle  n'est  pas  rectangle. 
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blèmc  résolu  et,  en  s'appnyant  sur  des  propositions  connues,  elle 
montre  que  les  conditions  requises  (pour  la  construction  de  la 
(ïgure  inconnue)  seront  sûrement  satisfaites  si  telles  autres  condi- 
tions (plus  simples)  le  sont  ; 

4*  La  résolution  (iviXmtc)  est  la  confrontation  (i)  des  conditions 
requises  avec  celles  qui  sont  données  avec  tes  (conditions  aux- 
quelles satisfont  les  données). 

5*  S'il  y  a  équivalence  entre  ces  conditions,  le  problème  est 
résolu.  Mais  il  se  peut  que  l'équivalence  ait  lieu  seulement  lorsqu'on 
ajoute  auic  données  quelques  conditions  restrictives  suppl^en- 
taires.  Noua  reviendrons  donc  à  la  protase  et  la  compléterons  par 
le  diorisme  {iia?ta\iài),  énoncé  des  restrictions  moyennant  lesquelles 
le  problème  est  possible  ;  cet  énoncé  formule  des  propriétée 
appartenant  aux  figures  que  l'on  considère  ;  c'cstdoncun  Ihéortme. 

Ces  étapes  franchies,  iln'yaplusmaînlenantqu'àvérifierque,  par 
l'intermédiaire  de  l'apagoge,  on  peut  elTectivement,  à  partir  des 
figures  données  par  la  protase  et  le  diorisme,  construire  la  lîgure 
demandée.  La  vériftcalton  comprend  les  parties  suivantes  : 

&'  La  ronxiriiclion  (notiaKiD^)  qui  complète  l'eclhèse  en  traient, 
ou  du  moins  indiquant,  les  diverses  lignes  qu'il  est  nécessaire  de 
considérer  pour  faire  la  démonstration  ; 

7°  La  démonslralinn  proprement  dite  (àmJSEtjic),  qui  déduit  de  la 
construction  la  ligure  <lemandée  ; 

8°  La  conctasion  (o'jjjinipioiii),  qui  allirroe  que  cette  figure  satis- 
fait bien  aux  conditions  i-equises. 

236.  —  Eclairons  celle  théorie  par  un  exemple. 

Soit  (protaxe)  à  construire  un  triangle  isoscèle  élant  domines  la 
longueur  de  la  base  et  la  grandeur  d'un  angle  adjacent  à  la  base. 

11  s'agit  en  d'auti'es  termes  (eclhèse)  de  construire  un 
triangle  isoscèle  tel  que  ABC.  où  le  côté  BC  et  l'angle  B  aient 
respectivement  [tour  grandeurs  celles  du  segment  B'C  et  de 
l'angle  O  représentés  sur  la  figure  iSj. 

Apafjtxje  :  Si  ABC  est  le  triangle  demandé,  l'angle  ABC  est 
égal  à  l'angle  \CB  (puisque  le  triangle  est  isoscèle)  ;  donc  les  angles 
B  et  C  sont  tous  deux  égauxà  0,  BC  étant  d'ailleurs  égala  BC. 

Te!  est  du  moins  l«  sens  donné  du  mot  à>â>.u>i(  par  lei  géomûtres 
Platon  l'entendait  autrement. 
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Donc  {rétolulion),  et  l'on  peut  construire  un  tiiangle  salisfaisaDt 
aux  conditions  requises,  ce  triangle  sera  formé  par  une  base  BC 
et  deux  demi-droites  BX,  CY  situées  du  niÉnie  côté  de  BC  et  faisant 
chacune  avec  BC  un  angle  égal  it  0  (fig.  137). 

Un  tel  triangle  n'existe  eflectivement  que  «i  les  droites  BX  et  CY 
se  coupent  ;  pour  qu'd  en  soit  ainsi  il  faut, 
manifestement,  et  il  suQit  {lUorisine,  que  les 
anyles   é^aax   \BC    et  YCB  soient  cùijus.      -^ — 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le    théorème     / 
suivant  :  Dans  un  triangle  îsotcèle,  les  wifflcs  ^ 
adjacents  à  la  base  sont  aigus. 

Cela   posé,    nous   pouvons  construire  le 
triangle  ABC.    Prenons   (conslruclion)    un 
segment  BC  égal  à  B'C,   et,   à    i>ai'tir  des   - 
points  B  et  C  menons,  d'un  même  côté  de 
BC,  des  droites  BX  et  CY  faisant  avec  BC 

dee  angles  égaux  j>  Vangle  aigu  0.  Ces^  droites  (ilémonstraliou) 
se  coupent,  et  forment  |>ar  conséquent,  avec  BC,  un  triangle  ABC. 

Ce  triangle  satisfait  bien  aux  conditions  requises  (caiiclitsion). 

227.  Analyse  et  ^ntbèse.  —  l'arnii  les  pliases  du  raisonne- 
ment énumérées  ci-dessus,  la  troisième  et  la  quatrième  ^ànsrfiuY'i 
et  àixiL'jai;)  conatitueiit  l'analyse,  la  sixième  et  la  septième  (xaTsiiui»', 
et  ài^âfiGi^L;)  constituent  la  synihhe.  Il  se  peut  (jue  la  synllièse  ne 
fasse  que  répéter  l'analjse  en  renversant  l'ordre  de  revpDsitlon,  En 
ce  cas  on  a  le  droit  (sans  diminuer  en  rien  la  rigueur  de  la  déduc- 
tion) de  se  borner,  soit  à  l'analyse,  soit  h  la  syutltèse.  Il  se  peut  au 
contraire  qu'analyse  et  synthèse  soient  toutes  deux  nécessaires, 
l'analyse  donnant  des  solutions  qui  satisferaient  aux  conditions 
requises  si  elles  exiâlaienl,  mais  qui  peut-^lre  n'existent  pas,  la 
•yntlièse,  d'antre  part,  fournissant  des  solutions  toujours  |K>ssible*, 
mats  ne  donnant  peut-dtre  pas  toutes  celles  que  comporte  le  pro- 
blème <'). 

Un  raisonnement  qui  se  réduit  h.  l'analyse  ou  à  la  ayiitlièse  est 

Ci  On  Buit,  qu'en  effet,  un  problème  peut  admettre  plusieurs  soiutioai 
dJQérentes.  Soit  par  exemple  à  construire  un  triangle  dont  on  connaît 
deux  cfités  et  un  angle  (non  compris  entre  ces  cAtés)  :  nous  avons  vu  au 
n**  173  qu«  ce  problème  a  t  solaliant. 
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appelé  raisonnement  analyUifUe  ou  raisonnement  synthétique.  Le 
raisonnement  analytique  part  du  résultat  à  démontrer  (c'est-ï-dire 
suppose  le  problème  résolu)  ;  le  raisonnement  synthétique  (qui  est 
la  démons I ration  sous  sa  forme  normale)  part,  au  contraire,  des 
données,  pour  aboutir  au  résultat  requis. 

Ainai,  parmi  les  huit  parties  dont  se  compose  un  rai- 
sonnement complet,  toutes  ne  sont  pas  toujours  explicitement 
formulées.  La  marche  du  raisonnement  varie  suivant  la  nature  des 
problèmes  et  des  théorèmes  (la  démonstration  d'un  théorème  com- 
prenant d'ordinaire  moins  de  parties  que  la  solution  d'un  problème). 
D'ailleurs  l'apagoge  et  la  construction  se  présentent,  suivant  les 
cas.  sous  des  aspects  très  diveis.  D'où  un  grand  nombre  de  types 
de  déductions  que  le  logicien  s'applique  à  définir.  C'est  ainai  qnc 
Vicie  distingue  entre  l'analyse  zélâtique  qui  fournit  la  solution 
d'un  problème  et  l'analyse  pon'sliqae  qui  fournit,  non  pas  la  solu- 
tion, mais  la  démonstration  d'une  solution.  Il  y  a  lieu  également 
de  distinguer  entre  l'analyse  diiecle  et  l'analyse  indirecte  telle  qu'elle 
est  pratiquée  dans  la  démonstration  par  l'absurde  :  au  lieu  de  sup- 
poser le  problème  résolu,  imaginons  au  contraire  que  les  conditions 
requises  par  l'énoncé  ne  soient  pas  remplies  ;  si  nous  déduisons  de 
cette  hypothèse  (par  une  apagoge)  des  conséquences  absurdes  (con- 
tradictoires entre  elles),  nous  en  concluons  que  l'hypothèse  est 
illégitime -et  que,  par  conséquent,  les  conditions  requises  sont 
sûrement  remplies. 

Mais  nous  ne  pouvons  pri^tendre  approfondir  ici  l'étude  logique 
de  la  démonstration.  11  importe  davantage  de  nous  demander 
comment,  par  le  moyen  des  démonstrations,  nous  pourrons  dresser 
l'édilice  de  la  géométrie  rationnelle. 

228.  Les  élémentB.  —  <i  Le  terme  d'éléments  (ttoi^ûi),  dit 
Paul  Tannery  d'après  Proclus,  s'applique  proprement  k  ces 
théorèmes  qui,  dans  toule  la  géométrie,  sont  primordiaux  et  prin- 
cipes de  conséquences,  qui  s'appliquent  partout,  et  fournissent  les 
démonstrations  de  relations  en  grand  nombre  ;  on  peut  comparer 
leur  rôle  à  celui  des  lettres  (également  appelées  ii-o!-/eîi)  dans  le 
langage  n. 

De  nombreux  Eléments  ont  été  composés  en  Grèce  (ceux 
d'IIippocratc  de  Chios,   aujourd'hui   perdus,   furent  célèbres)   : 
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cependant  nous  n'en  connaissons  point  de  plus  anciens  que  ceux 
de  l'Alexandrin  Euclide. 

Les  Eléments  d'Euclide  jouent  en  même  temps  le  rôle  de 
fin  et  le  rôle  de  moyen  :  fm,  puisqu'ils  sont  destinés  à  faire  con- 
naître les  théorèmes  essentiels  de  ta  géométrie;  moyen,  puisque 
les  solutions  toutes  préparées  qu'ils  nous  offrent  sont  les  instni- 
mcnts  dont  on  a  besoin  pour  effectuer  l'apagoge  (ou  rjnâSti^n;)  des 
problèmes  nouveaux.  Euclide  adjoignit  d'ailleurs  aux Elémenls  un 
second  ouvrage,  les  Data,  qui  a  pour  objet  direct  de  fournir  des 
instruments  a  l'analyse  et  à  la  synthèse  :  h  les  proïKisitions,  dit 
Zeuthen  ('),  y  ont  pour  but  de  prouver  que,  certaines  quantités  ou 
portions  d'une  ligure  étant  données,  certaines  autres  le  sont  aussi, 
c'est-à-dire  qu'elles  se  déterminent  à  l'aide  des  premières  ». 

23d.  —  Comment  sont  composés  les  Eléments  ?  Parlant  de  défi' 
nitions  et  d'hypothèses,  le  géomètre  en  déduit  progressivement, 
conformément  aux  règles  de  la  logique,  une  série  de  propositions 
rigoureusement  enchaînées  les  unes  aux  autres. 

Les  définitions  {Sy)  déterminent  les  concepts  qui  sont  i  la  base 
de  la  science. 

Les  hypothèses  sont  (*),  soit  des poxlulals  ou  demandes  (a'tiijiaT»), 
soit  des  notions  communes  ou  axiomes  {xoival  tivoiat,  àJiiûfjiMï); 
les  postulats  afSrment  (sans  démonstration)  que  certaines  cons- 
tructions (')  premières  sont  possibles;  les  axiomes,  que  certaines 
propriétés  essentielles  appartiennent  aux  grandeurs  ou  aux  figures 
les  plus  simples. 

Il  est  clair  —  puisqu'aussi  bien  l'ordre  logique  n'est  qu'un  ordre 
introduit  après  coup  (n°  166)  pour  exposer  des  vérités  simultanées 
—  que  le  choix  des  diiiinitions,  postulats  et  axiomes  reste  à  nqtre 
discrétion.  Entre  plusieurs  constructions  ou  propositions  qui  s'im- 
pliquent mutuellement,  nous  avons  le  droit  de  choisir  celles  que 
nous  prendrons  comme  point  de  départ  et  renoncerons  h  démontrer, 
et  celles  qu'au  contraire  nous  considérerons  comme  déduites.  C'est 

('}  Zeutsen,  HUi.  des  math.  d.  fanliq.,  tmd.  J.  Mascart,  pp.  Sj-fiS. 

(*]  La  distinction  que  les  Grecs  établiesaient  entre  les  postulats  et  les 
axiomes  n'a  pas  été  maintenue  par  les  modernes.  Sur  les  postulats,  voir 
infra,  Deux.  iiV.,  ch.  v. 

(S)  Voir  infra.i  .'i. 
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pourquoi  les  savaDts  moderiWE  ont  pu  changer  les  bases  de  la 
géométrie  euclidienne  tout  en  continuant  k  la  proadre  pour  un 
modèle.  Ce  qui  importe,  du  poiat  de  \u«  do  lu  logique,  c'est 
l'enchaluranent  des  propositions.  Or  h  cet  égard  il  n'y  a  rien  k 
ajouter  aux  rèigks  posées  pnc  Euclide. 

230.  Les  propositiooB  (^théorèmes)  sont  rangées  dans  l'ordre  sui- 
vant lequel  elles  se  déduisent  les  unes  des  auti'es.  Elles  |)orten<  des 
numéros  ')  afin  qu'ii  soit  facile  d'y  renvoyer  quand  on  les  invoque 
dans  la  démonstration  des  propositions  ultérieures. 

Les  propositions  d'importance  secondaire  sont  souvent  ap|ie- 
lées  0  lemines  lorsqu'elles  sont  destinées  i  faciliter  la  démonstra- 
lion  d'un  théorème  à  venir  —  coroUaires  lorsqu'elles  expriment 
des  conséquences  directes  d'un  lliéorème  que  l'on  vient  d'établir. 

La  démonstration  des  pi'opositions  se  fait  suivant  les  règles  que 
nous  avons  indiquées  aux  n°'  225-27. 

231 .  —  Le  système  de  géométrie  que  nous  ont  laissé  les  Aleian- 
dinns  a  traversé  vingt-deux  siècles  sans  êtie,  i»ur  ainsi  dire, 
ébranlé.  Couronnement  de  l'œuvre  minutieuse  poursuivie  pendaat 
trois  cents  ans  par  les  dialecticiens  grecs,  il  n'est  pas  loin  d'atteindre 
la  perfection.  De  la  nécessité  oîi  est  l'homme  d'exposer  l'une  après 
l'autre  les  vérités  géométriques  au  lieu  de  les  embrasser  toutes  du 
même  coup  d'œil,  il  a  tiré  le  principe  d'une  méthode  de  décou- 
verte et  de  déduction  qui  est  l'une  des  plus  précieuses  possessions 
de  l'esprit  humain. 

Cependant,  si  les  v  Eléments  »  ont  conseivv  moyennant  quelques 
retouches  (')  toute  leur  valeur  logique,  ils  ne  jouent  plus  dans 
ressemble  de  la  science  mathématique  le  rôle  unique  qui  parais- 

(')  L'usage  s 
les   noms   de  !eu 

Desarctiei,  etc.).  Beaucoup  de  ces  appellalil 
tables  au  point  de  vue  historique  et  il  n'y  faut 
aumérat  d'ardre. 

[')  Ces  distinctions  ont  été  systémaliqueniont  introduites  par  les  com- 

(*)  Sur  le  système  cudidïen  compare  aux  systèmes  logiques  de  géomé- 
trie, récemment  constitués,  voir  aoiTtD«ux.liv..ck.  V;  OBliraavecinUrêt 
sur  ce  sujet  ;  KLiiin,  EiementarmaÛi.  v.  hùh.  Standp.  aus,  H,  iiKii), 
p.  -iK,  suiv. 
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sait  jadis  lui  être  assuré.  Sans  doute,  le  système  ciiclidieD  —  dont 
la  marche  a  été  réglée  sisùretneot  —  est  susceptible  d'une  ex  tension 
continue  et  indéûnie.  Ce  n'est  point  toutefois  en  le  prolongeant 
que  la  science  a  le  plus  progressé  ;  la  raison  en  lient  à  une  faiblesse 
du  système  qui  ne  s'est  fait  sentir  qu'à  la  longue,  mais  que  nous 
pouvons  dès  maintenant  apercevoir. 

Nous  avons  dit  que  les  EUinenU  sont  en  même  temps  une  lin 
pounuivie  pour  elle-même  et  un  instrument  de  démonstralion .  IL 
y  a  certes  une  grande  élégance  à  satisfaire  du  même  coup  deuK 
besoins  différents  :  mais  est-on  bien  sûr  d'y  réussir  ?  La  géométrie, 
en  tant  que  fin,  est  l'héritière  de  la  science  pythagoricienne  :  elle 
>ole  les  plus  belles  propriétés  (les  plus  simples,  tes  plus  sugges- 
tives) des  figures  les  plus  parfaites.  Sont~ce  bien  ces  mêmes  pro- 
priétés qui  rendront  le  plus  de  services  pour  l'analyse  et  pour  la 
synthèse  ?  Il  serait  surprenant  qu'il  en  fi\t  toujours  ainsi.  L'admi- 
rable unité  que  les  Grecs  avaient  donnée  è  la  science  n'a  donc  pas 
pu  être  sauvegardée  (').  Pour  passer  des  données  d'un  problème  à 
la  solution  il  faut  souvent  recourir  à  des  inlcmiédiaires  qui  ne 
sont  point  dignes  d'occuper  eux-mtïtnes  une  place  dans  l'édifice  de 
la  science  :  constructions  artilicielles,  inharmonieuses,  dépareillées, 
qui  souvent  même  sont  choquantes  pour  la  raison  et  lui  paraissent 
absurdes  «u  premier  abord.  C'est  ainsi  qu'à  côlé  de  la  science 
contemplative,  une  technique  a  dû  se  développer,  dont  le  but  est 
strictement  utilitaire  et  qui  vise  seulement  à  accroître,  par  tous 
les  moyens  possibles,  la  puissance  de  la  démonstration  (voir 
Deuxième  Livre,  chap.  i,  S  l,  chap.  v,  s  /)■  A  ne  vouloir  jamais 
descendre  des  cimes  splendides  qu'elle  prétend  explorer,  la  science 
se  condamnerait  elle-même  à  l'impuissance. 


CI  11  eM  k  remarquer  —  naiu  reviendrons  sur  ce  point  lonque  nous 
étudicTons  la  géométrie  algébrique  {Deux,  liv.,  chap.  ivj  — -  que,  quelque 
savamment  qu'dle  ait  été  décomposée  et  codiEée,  la  méthoile  de  réaolu- 
lution  des  pioblimes  employée  par  les  géomètres  aociena  est  extrïme- 
mout  difficile  i  manier.  Elle  exige  que  l'on  prenne  des  voies  détournées 
où  l'on  ne  peut  s'orienter  qu'à  force  d'ingéniosité. 
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232.  Râle  de  le  conatruotion  géométiiqne.  —  La  u  cons- 
truction »  des  ligures  fut  évidemment,  pour  les  [xemieis  géomètres, 
une  opération  technique  qui  se  réglait  sur  des  préceptes  empiriques. 
C'est  ainsi  que  la  compi-enaient  les  arpenteurs  de  l'Orient  et  les 
Jlarpedonaples  (')  égyptiens  en  particulier  ('}.  Tout  autre  est  le 
sens  du  problème  de  la  construction  dans  la  géométrie  rationnelle 
des  Grecs  et,  plus  spécialement,  dans  la  xa^zima-j^,. 

La  construction  rationnelle  a  pour  objet  principal  d'établir 
Vexistence  théorique  des  figures  sur  lesquelles  on  raisonne.  — 
Expliquons,  afin  d'éviter  tout  malentendu,  ce  que  nous  entendons 
au  juste  par  là. 

233.  —  On  a  vu,  au  S  4,  que  toute  définition  pose  un 
problème  d'existence.  Il  nous  faut  revenir  un  peu  sur  la  significa- 
tion et  le  rôle  de  ce  problème  pour  ce  qui  a  trait  à  la  définition 
des  figui-es. 

Nous  avons  fait  allusion  à  U  discussion  engagée  par'  les  écoles 
de  Platon  et  d"Eudo\e  au  sujet  des  tliéorèmes  et  des  problèmes. 
\u  fond  de  ce  débat,  c'est  la  nature  même  des  vérités  mathéma- 
tiques qui  se  trouve  en  cause.  Celles-ci  ont-elles  une  réalité  objec- 


(')  Tireurs  au  cordeau,  Vîdt  supra,  a°  hi, 

(')  Signalons  une  construction  qui  paratt  avoir  été  connue  dans  tout 
l'Orient  st  jusqu'en  Chine,  et  dont  l'origine  eet  sans  doute  empirique 
bien  qu'elle  Boit  une  application  du  fameux  Ihcorcme  do  Pytbagore 
(et.  MiLHAUP,  Etudes  sur  la  pejiaàa  scientifùiue,  pp.  63  et  suiv.).  Soit  à 
meoer  au  point  A  la  perpendiculaire  â  la  droite 
AX  (Eg.  ]3H),  Sur  AX  je  mesure  une  longueur  AB 
égale  è  .i  unités  ;  puis  en  A  et  B  je   fiche  les  extré- 

mités  d'une  corde  ACB  longue  de   8  unités  sur  la- 

X      quelle  est  fixée  (à  1    unités  de  l'extrcmilé  A,  5  de 

p.       ,u  l'extrcmité  Bj  un  piquet  C.  Flacons  le  piquet  C  de 

manière  à  tendre  complètement  les  deux  portions  do 

Eordc  AB  et  AC  ;  lorsque  C  est  ainsi  pUcé  la  figure  ABC  est  un  triangle, 

qui  est   rectangle  en   A  [d'après  la  réciproque  du  théorème  de  PvtbA' 

soiiE,  car  on  a  HC-  =  AB»  +  AC'].  Donc  AC  est  perpendiculaire  sur  AB. 
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tive  avanl  même  d'être  démonti-ées,  comme  le  soutenaient  les 
Platoniciens,  ou  n'existont-ellcs  au  contiaîrc  qu'en  vertu  des 
déductions  et  des  constructions  des  géomètres  l>  La  question,  ainsi 
posée,  ne  pouvait  guère  diviser  Eérieusement  les  penseurs  de  la 
Grèce,  car  il  n'est  pas  douteux  que  les  géomètres  anciens  n'aient 
tous  vu  dans  les  notions  mathématiques  des  entités  objectives. 
Mais  l'art  du  logicien  consiste  précisément  à  feindre  d'ignorer  ce 
que  fort  bien  il  sait,  aûn  de  le  retrouver  par  de  subtiles  et  rigou- 
reuses déductions.  C'est  ainsi  que  dans  un  système  de  géométrie 
digne  de  ce  nom,  aucune  ûgure  ne  doit  être  introduite  sans  que 
son  existence  ait  été  constatée  logiquement  —  je  veuï  dire  sans 
qu'il  ait  été  reconnu  qu'aucune  contradiction  n'est  possible  entre 
sa  définition  et  les  autres  définitions  et  postulats  préalablement 
posés.  Or  le  moyen  le  plus  simple  de  vérifier  ce  fait  consiste  k 
construire  elTectivement  la  figure,  ou  plutAt  à  déjinir  un  procédé 
théorique  qui  permetlrait  de  la  construire  si  l'on  savait  parfaite- 
ment dessiner. 

Le  problème  logique  que  nous  venons  de  formuler  se  pose, 
remarquons  le  bien,  au  sujet  des  figures  géométriques  les  plus 
simples.  Ainsi  au  début  du  I"  livre  àes Eléments ,  Euclideallirme(') 
qu'il  est  possible  de  mener  une  ligne  droite  entre  deux  points,  qu'il 
est  possible  de  décrire  un  cercle  de  centre  donné  et  de  rayon 
donné.  La  possibilité  de  ces  constructions  résulte- 1- elle 
logiquement  des  définitions  de  la  droite  et  du  cercle  ?  Ou,  tout  au 
moins,  peut-on  prouver  qu'elle  n'est  pas  contradictoire  à  ces 
définitions?  Euclide  ne  soulève  pas  cette  question,  qui  n*a  été 
approfondie  que  par  les  logiciens  modernes.  Admetton.s  donc 
—  puisqu'aussi  bien  nous  pouvons  en  cela  noua  fier  à  notre  intui- 
tion —  que  nous  sachions,  en  toutes  circonstances,  tracer  une 
droite  indéfinie  dont  nous  connaissons  deux  points,  et  une  circon- 
férence dont  nous  connaissons  le  centre  et  un  point  A  (ou, 
ai  l'on  veut,  le  centre  et  le  rayon).  Cela  revient  à  dire,  pour 
ptnriec  un  langage  matériel,  que  nous  savons  en  tous  cas  faire 
usage  de  la  règle  et  du  compas.  Pourrons -nous,  cela  admis,  établir, 
par  voie  de  démonstration  logique,  l'existence  des  diverses  figures 
qu'étudient  les  géomètres  ? 

(')  PotlulaU  {a\rf,y.9-,ij  i,  a,  3. 
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234.  —  La  méthode  de  démonslrakion  qu'il  convient  de  suivre 
ici  parait  tout  indiquée  :  l'existence  de  la  figure  sera  prouvée 
si  l'on  établit  qu'il  serait  posi-IblG  de  k  construire  en  effectuant 
une  série  d'opérations  qui  toutes  sont  des  tracés  de  droites  ou  de 
cercles  dont  deux  poinLs,  ou  le  centre  et  un  point,  sont  connus.  — 
C'est  pourquoi  les  traités  de  géométrie  nous  enseignent  que  u  l'on 
réserve  le  nom  de  conslruclions  tjéoméiriqaes  aux  constructions 
effectuées  avec  la  règle  et  le  compas  » . 

S'il  fallait  on  croire  Plutarque,  cette  conception  (■)  de  la  u  zoas- 
tniction  i>  aurait  déjà  été  expressément  celle  de  Platon,  et  ce  géo- 
mètre aurait  (^ït  grief  à  l'Ecole  d'Eudoxe  d'emplo\er,  pour  la 
résolution  des  problèmes,  des  instruments  et  des  dispositifs  méca- 
fiiques  ("). 

Quoi  qu'il  en  soit,  toutes  les  constructions  planes  qui  sont  spé- 
ciQées  dans  les  énoncés  des  propositions  d'Euclide  ou  qui  inter- 
viennent dans  la  démonstration  d«  ces  propositimis  sont  des 
conslruclions  s'effccluant  u  par  la  droite  et  le  cercle  ».  —  On 
trouvera,  dans  les  traités  de  géométrie  élémentaire  les  r^les  qui 
régissent  ces  constructions. 

Soit,  par  ciemple,  à  élever  une  perpendlr-Ualre  à  une  droite  AB 
en  an  point  \  de  celte  droite  (').  Sur  la  droite  AB  et  surson  prolon- 

''I  CI.  P.  TAMNEHif,  La  giom.  grecque,  p.  7f>.  Cerlains  edomètrei  ont 
checcbé  à  éviter  lystématiquemetit  l'emploi  du  cerde  et  k  eQectuer  toutea 
les  construclions  par  la  droite  (par  exemple  BttiAncHon,  Leê  applicalioos 
de  la  théorie  des  tran»>er»aUa,  Parii  1818).  D'autres,  au  contraire,  se  sont 
proposé  de  construire  avec  le  seul  compas  (Mascbbkoni,  La  geomefria 
detcompaiso,  Pavia,  1797). 

{')  M.  Zeuthem  décrit  en  cea  termes  IHiat.  d.  math.  d.  l'antiq.,  p.  66)  un 
procédé  de  construction  mécanique  qui  fut  peut-être  regardé,  aux  temps 
anciens,  comme  ayant  une  valeur  démonstrative  :  il  s'agit  de  l'inUrcala- 
tion  ou  construction  d'un  segment  dont  les  cxtrémitéB  sont  sur  deux 
droites  données  et  qui  appartient  à  une  droite  passant  par  un  point 
donné  :  <c  on  peut,  dit  M.  Zeutuc»,  obtenir  mi^caniquement  ce  segment 
BU  moyen  d'une  règle  (ou  d'un  morceau  de  papier  pUé)  sur  laquelle  on  a 
fait  préalablement  deux  marques  à  une  distance  égale  à  la  louguaur  du 
segment  donné,  puis  en  faisant  tourner  cette  règle  autour  du  point  fixe 
et  la  déplaçant  en  même  temps  de  sorte  que  l'une  des  marques  suive 
exactement  l'une  des  lignes  données  :  l'on  continue  ce  mouvement  jusqu'à 
ce  que  la  deuxième  marque  se  trouve  sur  ta  deuxième  ligne  i. 

I-'}  Dans  la  pratique,  pour  élever  la  perpendiculaire  AD  sur  une  droite 
AB,  on  se  sert  généralement  d'une  équerre;  mais  l'équerre  n'est  pas  un 
instrument  rigoureusement  précis. 
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gement  (G^.  i3g)  je  porte  de  part  et  d'antre  de  \  (avec  le  compas) 
deux  longueurs  égales,  arbitraires  AC,  \C'  ;  du  point  C  comme 
eeotre,  ensuite,  avec  uo  rayon  arlntraire  mais  plus  grand 
que  CA  décrivons  un  arc  de  cercle  ;  du  point  C  comme  centre, 
avec  le  même  rayon,  décrivons  un  second  arc  de  cercle  qui  coupe 
le  premier  en  un  point  D  ;  enfm  (avec  la 
règle)  joignons  les  points  A  et  D.  On  voit 
immédiatement  que  DA  est  perpendicu- 
laire sur  DB  :  en  effet,  DC'  =  DC  ;  donc 
le  triangle  DCC'  est  isoscèle  ;  donc  sa 
B  médiane  DV  se  confond  avec  sa  hauteur 
(n°  178). 


:* 


Dii 


23a.  —  Voici  un  antre  exemple  de  construction. 

Soit  à  construire  la  bissectrice  d'un  aiigle  donné,  AOB, 
point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  arbi- 
traire, je  décris  un  arc  de  cercle  qui  rencontre 
les  cùlés  de  l'angle  aux  points  A  et  R.  De 
ces  points  comme  centres,  avec  un  rayon  plus 
grand  que  la  moitié  de  la  corde  AB,  je  décris 
des  arcs  &e  cercle  qui  se  coupent  en  D.  Je 
joins  OD.  On  démontre  facilement  que  la 
droite  OD  partage  l'arc  AB  en  deux  parties 
égales  et  est,  en  conséquence,  la  bisseclrit 
(fig.  i4o). 

Cette  proposition  prouve  logiquement  Vexisleitce  de  la  droite 
appelée  <  bissectrice  n  que  nous  avons  dérmie  au  n"  64. 


336.  ConstrucUon  stéréomé trique.  —  Les  constructions 
dont  nous  venons  de  parler  appartiennent  k  la  géométrie  plane. 
Quelles  seront  dans  l'espace  k  trois  dimensions  les  constructions 
équivalentes,  susceptibles  de  jouer  le  même  rôle  démonstratir?  Ici 
apparaît  une  difficulté  ;  en  effet,  que  nous  opérions  sur  le  papier, 
au  tableau  noir,  ou  sur  le  sol  comme  les  géomètres  de  plein  air 
de  l'antiquité,  nous  ne  réalisons  jamais,  en  fait,  que  des  lîgurcs 
planes  :  sommes-nous  alors  en  droit  d'ériger  une  construction 
purement  idéale,  comme  l'est  une  construction  stéréométrique,  en 
preuve  de  l'existeDce  de  la  cbosc  construite  ?  Pour  lever  cette  diffi-r 
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culte,  le  plus  simple  serait  —  puisqu'aussi  bien  tous  les  dessins 
sont  des  projections  —  de  faire  une  élude  systématique  cl  rigou- 
reuse de  la  projection  {voir  198)  :  on  apprendrait  ainsi  A  rem- 
placer toute  construction  sléréométrique  par  une  construction 
strictement  équivalente  effectuée  dans  le  pian.  Cependant  la  tliéorîc 
des  projections  n'a  été  faite  d'une  maniera  complète  qu'à  une 
époque  toute  récente;  son  initiateur  fut  Gaspard  Monge,  qui  créj) 
la  Géomélrie  descriptive  ('). 

Les  géomètres  anciens,  qui  ne  disposaient  j)as  de  cet  instru- 
ment, en  étaient  réduits  k  admettre  a  priori  la  Icgiinitc  des  cons- 
tructions qui  correspondent  dans  l'espace  aux  constructions  planes 
faites  par  la  droite  et  le  cercle  :  construction  d'une  droite,  d'un 
cercle,  d'un  plan  passant  par  trois  [K>jnts  donnés,  et  aussi  cons- 
truction des  corps  ronds,  cylindre,  cône,  sphère,  qui  sont  engen- 
drés respectivement  par  rotation  d'un  rectangle,  d'un    triangle, 

{'■]La  Géométrie  detcriplive.  Leçons  dûnniea  aux  Ecoles  normalea  l'an  JIl 

de  la  République  par  Gaspard  Monge,  de  l'Institut  National,  Paris,  an  Vif. 

Le  principe  de  la  géomùtrie  descriptive  est  le  suivant  ; 

Appelons  H  et  V  deux  plans  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre  et  xjf 

leur  intersection  indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens.  Le  plan   H 

sera  supposé  placé  horizontalement  et  dit  plan 

~~^ — r^  horizontal  de  projection.  Le  plan  V  sera  appelé 

p  '''"'  pion  vertical,  la  droite  ry  ligne  da  terre. 

Ud   point  quelconque  M  de   l'espace  a   une 

■'       [/ ~~---~.^  projection  orthogonale  et  une  seule  [180)  sur 

y]   [        ^^         —p.      chacun  des  plans  H  et   V   {projection  horiton- 

^~-~^^~.^y^   I  taie   m    et  projection  verticale  m).    Une  ligne 

I  I  quelconque  de  l'espace  a  pareillement  une  et 

I  I  une    seule  projection  horizontale,    une  et  une 

>--__       I  seule  projection  verticale. 

Supposons  tracées  les  projections  des  points 
^'B-  ''"■  ou    lignes    que    nous     voulons    étudier.    Puis, 

laissant  lo  plan  horizontal  fixe,  faisons  tourner  le  plan  V  de  90  de- 
grés dans  le  sens  de  la  flèche  (Cg.  i^[),  autour  de  xy  comme  char- 
nière, de  manière  à  le  rabattre  sur  le  plan  H.  Après  le  rabattement,  les 
projections  verticales  et  horizontales  des  points  et  lignes  que  noui  con- 
sidérons se  trouveront  figurées  sur  le  même  plan  (m$me  feuille  de 
papier  ou  même  tableau).  Leur  ensemble  constituera  une  figure  plane, 
appelée  ipure,  dont  la  disposition  fait  connaître  exactement  la  structure 
de  la  figurj  de  l'espace  sur  laquelle  nous  avons  à  raisonner.  Toute  cons- 
truction relative  à  cette  dernière  figure  équivaut  à  une  construction  taite 
sur  l'épure,  construction  que  l'on  peut  réaliser  avec  la  règle  et  le  compas. 
La  géométrie  descriptive  a  surtout  servi  les  besoins  des  architectes 
et  de*  initénieurs.  Tel  était  en  eflet  le  rSIe  que  lui  destinait  Monge. 
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'  d'un  cercle  autour  d'un  axe  {')  [voir  ]es  déTinitions  données  aux 
n"8B,  86,  87]. 

337.  Sections  plann  du  oAna.  —  Cette  manière  de  voir  —  si 
naturelle  —  a  sur  la  géométrie  plane,  un  contre-coup  inattendu  ; 
elle  nous  permet  de  regarder  comme  u  construites  n  certaines 
courbes  planes  remarquables  que  nous  n'aurions  |>as  obtenues  par 
la  droite  et  le  cercle  si  nous  étions  restés  dans  Je  plan.  Ces 
courbes  sont  les  «  sections  coniques  ■  :  elles  sont  défmies  par 
l'intersection  d'un  plan  et  de  la  surface  d'un  cône  ou  cylindre 
droit;  d'ailleurs,  étant  donnée  l'une  quelconque  d'entre  elle»,  on 
saura  toujours  (')  construire  un  cône  di-oil  dont  elle  soit  section 
plane  (inlersection  par  un  plan  :  d'où  le  nom  de  sec/Ion  conii/ue); 
on  pourra  même  toujours  faire  en  sorte  que  le  plan  sécant  soit 
perpendiculaire  à  une  génératrice  du  cAne. 

Les  premiers  géomètres  grecs{'),  et  Archimède  (')  spécialement, 
n'ont  étudié  les  sections  planes  du  cdne  que  dans  cette  bypotbése 
particulière.  Ils  distinguaient  alors  trois  cas  suivant  que  l'angle 
ASB  au  sommet  du  cône  droit  est  aiga,  di-oil  ou  oblits  {€tg.  i^3, 
i44.  iâ5). 

Pour  se  représenter  ces  trois  cas,  il  suffît  d'imaginer  que  sur 
les  figures  i43-.'|5  les  génératrices  SA  et  SB  soient  dans  le  plan 
(le  la  feuille  de  papier  et  que  le  plan  sécant  soit  perpendiculaire 
(debout)  sur  cette  feuille,  qu'il  coupe  suivant  la  droite  xy,  elle- 
même  perpendiculaire  à  SB.  Traçons  alor  sur  nos  trois  flgures  l'in- 
tersection (trace)  du  plan  sécant  avec  le  plan  de  la  feuille  de  papier 
[droite  xy  perpendiculaire  à  SBJ  et  prolongeons  dans  le  troisième 
cas  (cas  de  l'angle  obtus,  fig.  i^5)les  gniéralricesdu  cône  au-delà 

(')  Les  Grecs  ont  sans  doute  connu  d'autres  corps  ronds  engendré 
révolution  autour  d'un  axe,  le  tore  en  particulier, 
corps  en  forme  de  couionue  que  l'on  obtient  en  fai- 
sant tourner  la  surface  d'un  cercle  autour  d'un  axe 
qui  ne  la  coupe  pas  |fig.  i^a).  [Cf.  Zeutsem,  lot. 
cit.,  p.  i99l- 

(*)    lors    même    qu'elle  est   primitivement  définie 
comme  intersection  de  cylindre. 

(3)  On  attribue  àHENECHME,  disciple  d'EuDOXE,  la 
découverte  des  sections  coniques  (iv'siècleav.  J.-C).  '  '^' 

(*)  Archikèds,  Sw  les  conoïdea  H  sphéroïdes,  éd.  Ifeibcrg,  1,   p.  afti. 

DoDTioui.  —  Lm  Priacip«>  île  l'Arul^rH  milhiuutiqae.  iG 
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du  sommet  S  [aovs  remarqoone  en  eâêt  que,  dans  le  troàstème  cas, 
la  droile  j;^  ne  coupe  la  génératrice  SA  quo  sur  ton  proloage- 
mcntSA';  les  prolongements  des  génératrices  forment  un  second 


cdne  qui  est  en  qoelque  sorte  «  opposé  par  le  sommet  x  au  pre- 
mierj.  Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  la  t^clioa  piajte 
aSeclera  les  formes  représenlées  ci-ooutre  [ùg.  i^&  :  dans  le  troi- 
sième cas  OQ  a  denx  branches 
de  courbe  qui  sont  les  sac— 
(ioDS  planes  respectives  des 
deux  cônes  opposés  par  le 
sommetj.  \jk  première  courbe 
esl  appelée  elUpse  ('),  la  se- 
conde jtarabole;  la  troisième 
{j'enlenda  :  l'ensemble  des 
deux  <•  branches  ■>  de  couii»  (')  qui  constitue  la  troîsièine)  est 
appelée  hypcrbuie. 

238.  —  Les  propositions  d'Archimèdc  furent  complétées  et 

(■)  Nous  expliqueront  plus  loin  (Deux. I(k'.,ch.iti)la signification  ëtymo- 
logique  de  cet  trois  mots.  Confonnéiiieiit  i  la  comitruction  que  noua 
Tenons  d'exposer,  Akchim^de  appelait  tes  trms  sections  coniqaet  :  aec— 
lions  du  cône  à  angle  aigu,  â  angle  (bvil,  ou  à  aitffe  oittu  [ô(u-fMvisu  «tt 
fipSo^iuïtoM,  OU  àjipXufunio'J  xwïou  TOf«!]. 

(*)  Ce  n'est  qu'à  condition  de  regarder  les  deux  branches  coaune  cana- 
tituant  une  seule  et  inBme  hyperbole  que  l'on  pourra  établir  entre  les 
propriëtéa  de  cette  couibe  et  oellei  de  l'ellipse  et  de  la  parabole  un  rap- 
prochement précis.  La  possibilité  de  ce  rapproc bernent  apparaît  déjà 
nettement  à  AfOLLOrtius  (quoique  ce  géomètie  dM^ne  les  deux  biancheB 
de  l'hyperbole  par  un  pluriel  :  hyperboles  eanjugaiet).  Elle  l'affirme  défi- 
nitiTement  an  xvii'  tiicle  avec  Desahcves. 
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géoéraltsées  {>âr  Apollonius  de  Perga,  dtHit  le  Traité  des  Conî- 
ijues  iKiovutii,  —  l'un  des  plus  beaux  moauments  de  1«  ^çéofoétrie 
grecque,  —  Ht  autorité  jusqu'à  la  fin  du  xvu*  fliède,  ApoUouioe 
étudia  en  effet  les  into^ectioni  que  détenuioe  sur  la  surface  d'un 
cône  ou  cylindre  droit  ('),  et  plus  généraleraent  d'an  cànc  ou 
cj'liodre  o6Zry«e  quelconque  ^voir  p.  g;  et  99),  un  plan  disposé 
d'une  manière  arbitraire.  Il  démontra  que  ces  courbes  ne  difiêrent 
pas  de  celles  qu'étudiait  Archimède  —  ou,  en  d'autres  termes, 
qu'étant  donné  l'une  quelconque  d'entre  eUes.  il  existe  toujours  un 
câoe  droit  sur  loque!  elle  peut  £tre  placée  de  telle  sorte  que  son 
plan  Boit  perpendiculaire  À  une  génératrice  (ride  supra). 


330.  — Il  ne  nousest  pas  possiblede  reproduire  ici  les  démoni- 
braliotis  d'ApoUonius  qui  sont, 
pour  nous  modentes,  fort  diilî- 
cîles  à  suivre,  habitués  que  nous 
sommes  aux  voies  rapides  de  la 
géométrie  algébrique.  Lamétbode 
de  Descaries  nous  permet,  en 
effet,  d'étudier  par  le  calcul 
toutes  les  propriétés  des  sections 
cooiqoes  sans  sortir  du  plan, 
c'est-â-dire  sans  nous  préoccuper 
du  cône  ou  des  cônes  dont  ces  ^<s-  '^'- 

courbes  sont  sections.  Desargues  et  Pascal,  cependant,  plus 
géomètres  qu'algébrisles,  se  référaient  encore  à  la  définition  pre- 
mière des  secdons  coniques.  Ils  surent  en  tirer  un  ii»iii  nouveau 
en  approfondissant  k  cette  occasion  la  théorie  de  la  projeclion  ou 
perspective  (197). 


(*)  On  dénuiiitre  en  particulier  que  t'intenectian  d'un  cAne  droit  par 
im  plan  e*t  :  une  ellipse  «i  le  plan  mené  par  la  «oiiunet  du  cSne  parallà- 
lement  au  plan  sécant  est  extérieur  au  cAne  (dont  on  luppose  la  surface 
indéfiniment  prolongée  de  part  et  d'autre  du  lommet)  ;  une  hyperbole  si 
le  plan  parallèle  considéré  coupe  le  cône  (il  le  coupe  alors  suivant  deux 
droites,  génératrices  du  cSnel  ;  une  parabole  si  le  plan  considéré  est  tan- 
gent BU  cAne  (c'eit-à-dire  s'il  ne  le  traverse  pas,  mais  le  touche,  est  en 
contact  avec  lui,  le  long  d'une  génératrice}.  Exceptionnellement  si  le 
plan  sécant  paise  par  le  sommet  du  cùne,  l'intersection  se  réduit  à  deux 
droite*  (deux  génératrices},  ou  à  une  droite,  ou  au  seul  sommet. 
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Considérons  un  cdne  circulaire  droit  ou  oblique  et  une- 
secUon  de  ce  c<\ne,  —  soit  par  exemple  une  ellipse  {fig.  ij?)-  A 
chaque  point  de  la  section  correspond  un  point  du  cercle  de  base, 
savoir  le  point  qui  est  sur  la  même  génératrice  du  cdne  :  ainsi  A' 
correspond  à  A,  B'  à  B,  M'  à  M  ;  nous  dirons  que  ces  points  sont 
les  projections  coniques  de  A,  B,  M,  le  centre  de  projection  étant  S. 
et  que  le  cercle  et  l'ellipse  sont  projections  coniques  l'un  de  l'autre. 

Ces  dcHnitions  données,  on  peut  demander  s'il  n'y  a  pas  une- 
certaine  corrélation  entre  les  propriétés  de  l'ellipse  et  celles  de  a» 
projection  conique  circulaire.  Ne  pourra-t-on  pas,  en  d'autres 
termes,  déduire  certaines  propriétés  intéressantes  de  l'ellipse, 
hyperbole  ou  parabole,  du  fait  qu'elle  a  pour  projection  conique 
un  cercle,  c'est-à-dire  une  courbe  dont  les  propriétés  sont  connues  ^ 
^  Tel  fut  le  point  de  départ  de  la  géométrie  projective  qu'inau- 
gura Girard  Desargues  (')  et  qui  fut  développée  plus  tard  par  les- 
géomètres  du  ïix*  siècle. 

340.  —  S'il  s'agit  de  l'ellipse,  d'ailleurs,  on  peut  à  volonté  U' 
considérer  comme  projection  conique  ouj 
comme  projection  orthogonale  d'un  cercle. 
On  démontre  en  eflet  que  la  projection 
ortliogonalc  d'un  cercle  dont  le  plan  n'est 
pas  parallèle  an  plan  de  projection  est  une- 
ellipse  (cette  ellipse  peut  être  constdérée- 
comme  une  section  plane  d'un  cylindre- 
oblique  ayant  pour  base  le  cercle  consi- 
déré). D'où  un  moyen  de  déduire  des  propriétés  du  cercle  cer- 
taines propriétés  correspondantes  de  l'ellipse. 


(*j  Voir  §  3.  L'ouvrage  principal  do  Desabgves  Mt  le  Brouillon  Projtel 
d'vrte  atleinle  aux  evenemena  des  rtncontrea  d'un  atne  avtc  un  plan,  i61^. 
Les  œuvre»  de  Desargues  que  nous  possédons  ont  été  réunies  en  deux 
volumes  par  Poudra,  Leiber,  fd.,  iSt>{. 
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6.  —  Ueux  géométriques.  —  Etude  des  courbes 

341.  Llenx  géomitrlquas.  —  Supposons  qu'il  soit  demandé 
de  construire  un  point  jouissant  d'une  certaine  propriété  géomé- 
trique et  que  l'on  l'econnaisse  la  possibilité  de  construire,  non  pas 
tin  tel  point,  mais  une  infinilé  de  poinls  jouissant  de  la  même  pro- 
priété :  si  l'ensemble  de  ces  points  constitue  une 
courbe,  cetle  courbe  est  appelés  lieu  (jéométrtqae 
(tinoc)  [ou,  plus  explicitement  :  lieu  géométrique 
-des  points  jouissant  de  telle  ou  telle  propriété]. 

Les  théorèmes  des  paragraphes  pi-écédents  dé- 
terminent immédiatement  un  très  grand  nombre 
de  lieux  géométriques  qui  sont  des  droites  ou  des 
cercles  :  ainsi  le  lieu  géométrique  des  points  équi- 


distants  de  deux  poinls  donnés  A.  et  h  est  la  perpendiculaire  xy 
élevée  sur  ta  droite  \R  en  son  milieu  {Hg.  i^g)  ;  d'après  le  théorème 
da  a°  304,  le  lieu  géométrique  des  }.oinlx  dont  les  distances  à  deux 
poinls  fixes  A  e(  B  est  dans  un  rapport  donné  k  [c'est-i-dire  le  lieu 
des  points  M  lels  que  au  ^^  A']  tst  un  cercle  dont  le  centre  est 
surAB. 

Ces   lieux  géométriques,    et   tous  ceuv  qui,   (Xtmmc  eux,  se 
trouvent  être  des  droites  ou  des  cercles,  sont  appelés  Ueux  plans 

343.  —  Soit  demandé,  par  contre,  le  lieu  géométrique  des 
i;  points  lels  que  le  produil  de  leurs  dis- 
tances à  deux  droites  fixes,  d'une  part, 
et  le  carré  de  leur  distance  à  une  troi- 
sième droite  fixe,  d'autre  part,  soient 
dans  un  rapport  donné.  11  s'agit,  en 
d'autres  termes,  étant  donnés  les  3  droites 
D,  E,  F  et  le  nombre  k,  de  trouver  le 
'^'  '    '  lieu  des  points    M   dont   les   distances 

V  y,  z  aux  trois  droites  D.  E,  F  (Qg.  i5o)  satisfont  à  la  relation 

i..=t.f. 
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C'est  le  lieu  à  /mis  limites  {liycus  «'/  Iiva  lliienx),  —  souvent 
appelé  lieu  de  Pappiis  —  mais  déjà  étudié  par  A[x>llonius  r 
ce  lieu  est  une  section  roHJV/we. 

Section  conique  {')  aussi  est  le  lieu  à  t/ualre  ilroiles  —  lieu  des 
points  tels  que  leurs  distaoces  respeciîves  x,  y,  z,  u  ît  qnctre 
droites  données  satisEassent.  k  la  leUtton  x.z=k.j'.a  {k  éâaai 
im  nombre  donné). 

D'une  manière  géoérale,  tous  les  lieux  géométriques  qm  se 
trouvent  t^tre  des  sections  coniques  son!  appelés  Jifitc  soliile*{^) 

243.  Propriétés  des  lieux  soUdei.  —  Nous  avons  va  qoe 
pour  donner  des  sections  coniques  une  (léliuiiion  rigouccuse  les 
géomèties  grecs  crevaient  devoir  recourir  à  une  conatruclioa  aie- 
r^oinétrique.  Il  est  probable  cependant  que  c'est  en  étutliâak  cer- 
tains problèmes  de  géométrie  plaïke  (^)  que  l'on  fut  aneoé  en  bit  à 


Cl  Apollokil-s  et  Pappis  traitent  un  problème plua  général  en  suppo- 
sant que   les   diatances  du   puint  M  Kax   droites  données  ne  soient  p*8 
,-  comptées  3UI  les  pcrpcudtculaitea   à   ce»  dmilM» 

mais  sur  des  segmenta  faisant  hvcc  les  droites 
donDécs  des  angles  doniiis  |dont  la  valeur  eat 
ilxée  une  lois  pour  toutes).  Soit  par  exsa^le  a 
un  angle  égal  à  l'angle  donné  (Ilg.  i:>i),  (D| 
l'une  des  droites  données,  M  un  point  da  Neu; 
ta  diatattce  de  M  i  la  draite  iDi,  doat  il  eat 
question  dans  l'énonce,  ne  sera   pas    MH,    mais 

F-       ^  ■^"^■ 

'S'  '""'  Pour  certaines  positions   exceptionnelles   des 

droites  données,  il  p«ut  arriver  que  k  lieu  géamëtrique  soit  un  cercle 
ou  une  droite  [lignes  que  le»  modernes  regardent  comme  dea  cas  parti- 
culiers de  sections  coniques]. 

l'i  Primitivement  on  donnait  également  le  nom  de  lieux  solides  à  toutes 
les  courbes  déSniei  comme  intersections  de  corps  solides  telles  que  les 
courbes  gauches  dont  noua  parferons  au  n"  a^a.  Mais  Papi'ub  faisait 
rentrer  ces  courbes  dans  la  classe  des  tieujc  fincuircj,  laque  lie  comprend  tous 
les  lieux  qui  ne  sont  ni  droite*,  ni  coniques  {i>ide  injra,  'iV^,  cf.  Heath, 
ApoUonim  of  Ptrgu,  p.  XXXIl).  Nmh  Teirans  d'ailleurs  plus  loin  (Deitr. 
lit-.,  ch.  m;  quelle  est  la  aignitiration  probable  do  l'expreasion  f  lieu  so- 
lide Il  et  pourquoi  elle  ne  peut  s'appliquer  i)u'au\  sections  coniques. 

l'i  IIeath  suppose  t.lpolhniiii  oj  Perga,  p.  XVII.  sqq.)  que  c'est  à 
l'oGcasinn  du  problème  do  la  duplication  du  eubo  (voiri^flttx.  Uv.,  cb.  iv) 
que  Mkkechme,  le  premier  (\-ide  p.  i^i,  note  11  s'occupa  des  s 
coniques. 
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s'occuper  de  ces  courbes.  C'est  à  titre  de  lieux  (/éomèlriques,  en 
tout  cas,  qu'elles  interviennent  te  plus  souvent  dans  la  géomélrie 
grecque. 

Un  contemporain  d'Euclide,  l'athénien  Aristée  (■),  avait  com- 
posé sur  les  lieux  solides  un  traité,  malheureusement  perdu,  qui 
semble  avoir  exercé  une  grande  influence.  Archimède  et  Apollonius 
allèrent  plus  loin  dans  la  même  voie.  Ainsi  fut  constituée  une 
théorie  générale  des  sections  coniques  qui  occupa  mpidentent  une 
place  d'honneur  drns  l'édifice  de  la  géométrie.  Parvenue  déjà  à 
un  haut  degré  de  perlectïon  dans  l'antiquité,  elle  devait  devenir, 
avec  les  découvertes  de  Kepler  sur  le  mouvement  des  astres,  la  base 
de  l'astronomie  et  de  la  mécanique  céleste;  et  c'est  aussi  par  l'étude 
des  coniques  que  s'essava  et  s'affirma  au  xiii*  siècle  la  nouvelle 
méthode  de  géométrie  instituée  par  Fermât  et  Descartes. 

Sans  chercher  à  repitiduire  les  démonstrations  difficiles  des 
géomètres  grecs,  signalons  quelques  propriétés  fondamentales 
des  coniques  qui  étaient  connues  d'eux  et  que  nous  retrouverons  et 
établirons  plus  loin  par  la  géométrie  algébrique. 

244.  Foyers  de  lellipse.  —  Voici  tout  d'abord  une  propriété 
de  l'ellipse  qui  sert  souvent  aujourd'hui  k  définir  cette  courbe  (*]  : 
A  l'intérieur  de  l'ellipse  (c'est-.Vdîre  d'une  ellipse  quelconque)  il  j 
a  deux  points  app^és  foyers  ('),  jonissanl  de  cette  propcîélé  que  la 
somme  de  leurs  distances  h  un  point  quelconque  de  la  courbe  est 
constante  (')  {c'est-i-dire  égale  pour  tous  les  points  de  la  courbe). 

Appelons  F,  F"  les  foyers  et  A,  A'  les  points  où  la  droite  FF' pro- 
longée rencontre  l'ellipse;  le  segment  AA'  est  dit  fjraml  axe  de 
l'ellipse;  on  a,  par  hypothèse  : 

AF  +  AF'  ^  A'F  +  AT' 

[')  Il  publia,  à  la  fin  du  iv*  aiicle,  cinq  livres  sur  les  lieux  $olidet.  L«s 
Ktaïuixi  il'EucLiDE  —  qui  ne  paraissaol  pa»  avMr  apporté  beiucoop  de 
conDaiMoucM  DoavelleB, —  toot  igalenent  perdues. —  Aschimèdc  n'écn- 
vit  pas  de  traité  d'ensembke  sur  les  sections  coniques,  mais  ses  ouvrages 
roontrent  qu'il  en  avait  fait  une  étude  approfondie. 

I*)  Depuis  De  La  Hibb,  IVouveaux  ilhttens  des  sections  amiquea,  Paris, 
1 679,  p.  36. 

I')  Le  mot  /ox/tr  est  emprunté  &  la  théorie  de  la  rétiexioa  et  des  Mi- 
roirs courbes. 

(•)  ApoLioNica,  Kontxé,  Kt.  III,  prop.  5a. 
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OQ  {puisque  AF'  =  AF'  ■+-  FF'      A'F  =  A'F'  -+-  FF')  : 

3AF-.-FF'  =  9A'F'+  FF'. 

donc  A'F'  =  AF,  el  par  suite 

AF  ■+-  AF'  =  AF  -h  A'F  =  AA'. 

J'en  conclus,  que  d'après  la  propriété  énoncée  ci-dessus,  on  a, 
g  quelque  soit  le  point  M  de  la  courbe  que 

l'on  considère  (li g.  lôs)  : 

MF  -+-  MF'  =  AF  -H  AF'  =  AV. 

Le  milieu  C  du  grand  axe  est  dit  centre 
de  l'ellip^,  et  le  segment  B'B  de  la  per- 
pendiculaire h  AA'  menée  par  C  (limité  k 
l'ellipse)  est  dît  pelil  axe.  Le  point  C  étant  milieu  de  FF',  on 
voit  immédiatement  que  le  tiiangle  B FF' est  ïsoscéle;  donc  que 
BF  =  BF'  ;  or  BF  i-  BF'  =  AA'  ;  donc  BF  =  ^  =-  AC. 
Le  tliéoi-ème  de  Pytliagore  donne  alors  : 

ne  =  v^UF'"— CF»  =  i/AG'"^rcFV 

La  longueur  FF"  est  appelée  lUshuire  focale.  Les  points  A,  A',  B,  B', 
sont  dits  sommets  de  l'ellipse.  Les  quatre  morceaux  (arcs)  AB,  B  V, 
A'B',  IJ'A  de  l'ellipse  sont  manifcslement  ^/mt^nçucs  (176)  les 
uns  des  autres  par  rapport  aux  axes  AA,  B'B  et  au  centre  G. 

De  la  propriété  Tondamentale  des  Toyers  de  l'ellipse  nos  traités 
de  géométrie  déduisent  la  règle  de  construction  suivante  :  a  Pour 
tracer  une  ellipse  d'un  mouvement  continu  on  prend  un  lil  dont 
la  longueur  est  égale  au  grand  axe,  et  l'on  fixe  tes  extrémités  de  ce 
fil  aux  deux  foyers  F  et  F'  ;  puis  avec  la  pointe  d'un  crayon,  on 
tend  le  lil,  et  l'on  l'ait  glisser  la  pointe  du  crayon  sur  le  papier  en 
maintenant  le  lil  tendu.  Dans  cliaque  position  la  somme  des  dis-  ' 
tances  de  la  pointe  du  crayon  aux  points  fixes  F  et  F'  est 
égale  à  la  longueur  du  fil  ;  donc  la  courbe  obtenue  est  bien  une 
ellipse  >. 

Pour  les  raisons  que  nous  avons  exposées  plus  liaut,  cette  cons- 
truction mécanique  ne   pouvait  avoir  une  valeur  tliéorique  anx 
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jeux  des  géomètres  grecs  ;  elle  est  attribuée  par  un  auteur  ai-abe 
à  trois  frères  (*),  les  lils  de  Mousa  Ben  Châgir  (ix*  siècle). 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  foyers  de  l'eltipse  sont 
confondus  (la  distance  focale  étant  nulle),  ces  points  coïncident 
avec  le  centre  et  il  résulte  immédiatement  de  leur  propriété  que 
l'ellipse  se  rétluil  à  un  cercle. 

345.  Poyera  et  asymptotes  de  l'hyperbole.  —  L'iivperbole 
jouit  d'une  propriété  analogue  à  celle  de  l'ellipse.  Il  y  a  dans  son 
plan  deux  points  (foyers)  tels  que  la  différence  des  distances  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  &  ces  deux  foyers  soit  constante  (') 
(égale  pour  tous  les  points  de  la  courbe  qui  est,  on  l'a  vu,  com- 
posée de  deux  branches). 

Soil  A'  et  \  les  paiots  (sommets)  où  la  droite  F'F  rencontre  la 
courbe(lig.  i53);  le  segment  A'A 
est  dit  axe  transverse  de  l'iiy- 
perbole;  la  longueur  FF' en  est  la 
dislance  focale,  le  point  C  milieu 
de  AA'  et  de  FF'  en  est  le  centre. 
Par  raison  de  symétrie,  il  est 
commode  d'attribuer  k  l'hyper- 
bole comme  à  l'ellipse  un  second 
axe  :  cet  axe  est  un  serment  B'B 

porté  sur  la  perpendiculaire  en  C  à  FF',  ayant  le  point  C  pour 
milieu,  et  dont  la  demi-longueur  CF  est  par  délinition  égale  ù 
V'CF'  — CA*. 

L'hyperbole  a  comme  nous  l'avons  vu  quatre  demi-branches  {'], 
qui  s'éloignent  indéfiniment  (branches  inRnies).  En  étudiant  ces 
branches,  on  démontre  qu'elles  sont  respectivement  asymptotes  k 
des  demi-droites  passant  par  le  centre  C  et  se  prolongeant  deux  à 
deux.  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là.  Il  existe  deux  droites  HH', 
H,'H,,  se  coupant  au  point  C  (fig,  i53)  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété suivante  :  tes  demi-droiles  CH,  Clli.  CH'.  CH',  se  rap- 

(')  Cf.  WiEPCKE,  Rech.  «.  Ut  te.  math,  dux  les  OrUntaux,  Jcurnal  asia- 
tique, tft.'ifi,  p.  333. 

(»)  ApoLi.on;iis,  Conica,  III.  5r. 

(*|  Cei  demi-branche*  sont  maDifealement  aymitriqura  les  unes  des 
autres  par  rapport  aux  axes  AA',  BB'  et  au  centre  C. 
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prochent  de  plus  en  plus,  lorsqu'cm  les  piolooge  în^fùiiineiil,  de» 
quatre  de  mi-bran  cbes  d'hyperbole  ;  plus  précisément,  on  paat  tou- 
jours trouver  sur  cliaque  demî-brukclie  un  point  uaex  éloigné  pour 
que  sa  dislance  (')  à  Li  demi-droite  corresponduile  soit  arbilraire- 
mcnt  petite  fc'eat-i-dire  iaCérieure  à  tout  nombre  que  l'on  se  %er* 
donnû  à  l'avance  aussi  petit  que  l'on  voodra).  f.es  dioites  H'il  el 
ll'ill,  sont  appelles  asyinplofes  {is-JiLiz-.<o-.<n)  de  l'hyperbole  (°). 

246.    Dir«otrioee   et   flxcantrioité.    —    Les    trois    sections 
coniques,  ellipse,  hyperbole  et  parabole  jouissent  d'ooe  pcopriélé 
^  commune  remarquable  (').  On  démoaire  en  eSel  : 

1°  Qu'étant  donnes  (fig.   i5^)  une  droite  iodé- 
^  iinio  1>I),  et  un  point  1*',   le  iieu  ifMmétriqiu  da 

\p  fioinU  M  tels  iftu  U rnf^rl  'les  'lisUinces^XW  rtSIF 
lie  M  'Ht  i)oinl  F  el  à  la  droite  soU  cnnulnnt  et  éifol 
à  un  nomhrc  ilniiitè  est  une  secUiui  conique  ; 

■i°  Que,  réciproquement,  étant  donnée  une  section 

conique  quelconque,  oii  fieut  loujiMi-s  Irûux'er  (ions 

son  plan  ane  ilitn'le  DD,  el  un  jMiiiil  F  lel  que  le  riii>fiorl  ilfs  dii- 

l'iiices  il  an  poiiil  M  île  la  courbe  à  V  et  ii  DD,  suit  amsliuil  (éi/ai  à 

an  mi'me  nombre  pour  tous  les  points  île  la  courbe). 

On  étabht  de  plus  que  : 

MF 
■>"  Si  le  nombre  constant  auquel  est  égal  le  rapport  ....  est  tnjf- 

rieur  à  i,  la  section  conique  est  une  eltijise  et  réciproquement. 

Si  ce  nombre  est  supérieur  â  i,  la  section  conique  est  une 
hyperbiik  et  réciproquement. 

Si  ce  nombre  est  l'^n!  à  i ,  la  section  conique  est  une  parnbole 
et  réciproquemint. 

.'i"  Dans  le  cas  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  le  point  F  se  tronie 
ôtic  l'un  des  |)oints  que  nous  avons*  délinis  plus  haut  et  appelés 
foyers.  La  droite  DDi  est  appelée  illrecfricr  ('). 

\  chacun  des  deux  foyers  F,  F'  correspond  une  directrice,  en 
sorte  que  la  section  conique  peut  être  définie  à  volonté  comme  lien 

r  I  La  dûtince  d'ua  peint  1  ime  droite  a  été  débùe  au  n"  lyj. 

l'i  Apollonius,  Conica  II,  prop.  a. 

'h  Pappus,  S'jvtiY^'T'!'  ''^-  ^'"p  prop.  '.tî". 

l'i  Hecla  Direcîrix,  iDb  I.a.  Hibe,  Setli»nti  Conica,  Paria.  iftSS,  lir.  Il, 
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géométrique  des  points  dont  les  dlstauces  i  F  et  DD,  ou  c 

lieu  géotnétriqite  des  pcùnts  dont  les  distances  k  F'  et  D'D,',  sont 

dans  un  rapport  constant  ((ig.  i53). 


Le  i'ap[>ort  constant  est  le  même  quel  que  soît  celui  des  deux 
foyers  auquel  oo  rapporte  la  courbe,  pn  démontre  que  ce  rapport 
est  loujoius  éijal  na  rapport  île  ta  dis- 
tance  focale  île  la  section  conîijae  à  la 
hnf/ueur  de  son  grand  axe  {cas  de  l'el- 
lipse) ou  de  son  axe  Iransverse  (cas  de 
riiyperbole).  On  appelle  ce  rapport 
(depuis  Kepler)  excentrieiié  de  l'cUipsc! 
ou  de  riiyperbole  ('). 

Dans  le  cas  de  \aparnbole,  le  point  F 
est  encore  appelé /oyer  et  la  droite  DiD 
directrice.  (1  n'y  a  plus  en  ce  cas  qu'un 
foyer  et  qu'une  directrice,  et  la  propriété  énoncée  ci-dessus  équivaut 

(')  Nous  avons  vu  que  le  cercle  est  un  cas  particulier  de  l'ellipse.  Il 
résulte  de  la  dëBnition  de  l'excentricité  que  l'excentricité  d'un  cercle  est 
nalle,  puisque  pour  le  cercle  la  cKstaoce  focale  est  nnllc 
{n"3.V^).l*s  deux  foyers  étant  confondus  au  centre  du 
cercle.  Que  devient  alors  la  directrice  ?  Puar  donner  un 
sens  à  cette  question,  considérons  d'abord  une  ellipse 
d»nt  la  torine  se  rapproche  beaucoup  de  csUe  d'un  ctrck 
tGg.  iliyV-,  ta  distance  focale  étant  très   petite,  il  en  est 


MF 


'"  de     même    de    l'eiceatricité,    donc     do     rapport   ij^u 

défiai  ci-desgus  pour  un  point  quelconque  M  de  la  courbe.  Mais  MF  n'est 
pas  nécessairanMnt  petit;  il  faut  donc  que  MH  loit  très  grand,  cl  cela 
quel  que  soit  le  point  M  de  !a  courte  que  l'on  tonsidère.  J'en  conclus  que 
la  directrice  est  une  droite  très  éloignée.  Plus  t'eUipse  se  rapproche  de 
Fa  fifure  circulaire,  plus  la  directrice  est  éloipiéc,  Nous  eiprimerwns  ce 
fait  en  disant  que  quand  l'ellipse  devient  un  cercle,  la  directrice  est  rejetée 
à  Vinfini. 
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k  la  définition  que  nos  traités  de  géométrie  donnent  ItabitiicUcment 
de  la  parabole  :  La  parabole  (fig.  i56)  est  le  lieu  des  points  d'un 
plan  équidislants  d'un  point  fixe  appelé  foyer  et  d'une  droite  fixe 
appelée  directrice.  La  parabole  a  une  exceii/r/cfVt' égale  à  i. 

Le  point  de  rencontre  A  de  la  courbe  avec  la  perpendiculaire 
abaissée  du  foyer  sur  la  directrice  est  le  sommet  de  la  courbe  ;  la 
droite  AF  prolongée  est  Vaxe.  Les  deux  parties  de  la  courbe  sont 
symétriques  par  rapport  à  l'axe. 

247.  Diaindtr«8.  —  Coupons  une  section  conique,  une  ellipse, 
par  exemple  —  mais  les  déliDitions  et  énoncés  qui  suivent  s'ep- 
g,  pliquent  k  une  conique  quelconque  —   par  une 

série  de  droites  toutes  parallèles  les  unes  aux  autres 
(Qg.  i58).  Ces  droites  coupent  la  conique  suivant 
des  segments  tels  que  LM,  L'M',  ...  que  nous  ap< 
pellerons  cordes  de  la  conique  {cf.  n"  186).  —  On 
démontre  que  le  lieu  géométrique  des  milieux  de 
toutes  les  cordes  (d'une  même  conique)  parallèles 
à  une  même  direction  est  une  portion  de  droite 
Fig.  i.iH.  ^qye  Pqi,  Jit  conjuguée  à  la  direction  considérée, 
ou  aux  coixles  qui  ontcetle  direction).  En  particulier,  si  la  conique 
est  une  ellipse  ou  une  byperbole,  le  lieu  est  une  corde  EE'  qui 
passe  par  le  centre  C  de  la  conique.  Cette  corde,  et  d'une  manière 
générale  toute  corde  passant  par  le  centre  C,  est  appelée  tliamèlrc 
de  la  conique. 

Appelons,  d'autre  part,  d'G  la  corde  (diamètre)  parallèle  à  LM, 
L'M'  et  passant  par  le  centre.  On  démontre  que  ce  diamètre  est 
le  Heu  géométrique  des  milieux  de  toutes  les  cordes  de  la  conique 
qui  sont  parallèles  au  diamètre  E'E  (lequel  est  entièrement  déter- 
miné par  la  direction  de  LM,  L'M',  ...  et  par  conséquent  de  G'H). 
—  Ainsi  le  diamètre  G'G  joue  par  rapport  au  diamètre  E'E  le 
miîme  rûle  que  E'E  par  rapport  h  G'G.  Les  deux  diamètres  sont 
dits  conjugués  (irjïuftïî  Sii(iEt^oi)  ('). 

I  tout  dinmtire  de  la  coiùijue  correspond  u»  diam^lre  conjugué. 

Le  diamètre  conjugué  d'un   axe  est  le  second  axe  de  lu  conique. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  le  lieu  géométrique  des  milieux  des 

(')  Apollonivr,  ConUa  I,  prop.  i6. 
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cordes  parallèles  à  une  même  direction  est  encore  appelé  diamilre 
(conjugué  à  la  direction  des  cordes  correspondantes).  On  démontre 
que  tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  parallèles  entre  eux  et 
parallèles  à  l'axe  de  la  couvbe. 

Nous  aurons  l'occasion  d'exposer  plus  loin  une  remarquable 
propriété  des  sections  coniques  qui  joue  un  grand  rdie  dans  le 
traité  d'Apollonius  et  où  interviennent  les  diamètres  conjugués 
{peux.  Liv.,  cil.  m). 

348.  Lieux  géométriques  définiaBant  de»  oourbea  nou- 
velles. —  Les  lieux  plans  et  solides  sont-ils  les  seuls  lieux  que 
puissent  considérer  les  géomètres?  N'est-il  pas  possible,  en  d'autres 
termes,  de  définir  des  lieux  (géométriques  qui  ne  soient  ni  des 
droites,  ni  des  cercles,  ni  des  sections  coniques,  mais  bien  des 
courbes  nouvelles  (non  encore  reçues  en  géométrie)  auxquelles 
leur  qualité  de  lieu  géométrique  servirait  précisément  de  définition^ 
I.es  géomètres  grecs  avaient  été  amenés  de  bonne  hem-c,  par 
l'étude  de  divers  problèmes,  à  considérer  de  telles  courbes. 

Telle  est  la  quaiiralrice.  dont  l'invention  est  attribuée  an  sophiste 
Hippias  (ï*  siècle  av.  J.-C.)  —  lieu  géométrique  des  points  jouis- 
sant de  la  propriété  suivante  ;  OX  et  0\  étant        y 
deux  droites  rectangulaires,  B  un  point  lîxe  sur 
OV,   M    un  point  quelconque  du  lieu    et  P  sa 
projection    sur  OB,    on   doit 
avoir 

>B_ajigleXOM. 
,  OB        aTigleXÙY'  -  "      ■ 

^  [la  fig.    iSg  représente  la  por-  '*   '■"■'' 

^'  '  °'  tion  de   ta   courbe  située  dans   l'angle  X0\  ; 

elle  coupe  OY  en  B].  —  Telle  est  aussi  la  spirale  d'ArchlmhU  (') 
(fig.  i6o)  lieu  géométrique  des  points  jouissant  de  la  propriété 
suivante  :  OX  étant  un  axe  fixe,  k  un  nombre  donné,  M  un  point 
du  lieu,  menons  la  droite  OM  :  on  doit  avoir  (pour  loul  point  \f 
du  lieu)  : 

longueur  OM        , 
angle  MOX    ~    ' 

l'unité  d'angle  étant  par  exemple  le  degré. 

(<|  AncniHÊDE,  T,t^\  ï\'\*ai-i.  Cf.  Heatu,  Archimedta,  p.  iSr. 


l         0  X 
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Au  n"  siècle  (av.  J,-C.},  deux  nouvelles  coarbes  furent  dêTinics, 
la  cnnchoîde  par  Nicomède,  la  cisnaïilr  par  Dîoclfes. 

Soit  donné  un  axe  OX  et  une  perpendiculaire  ZBV  h  cet  »\c 
(fig.  i6i).  Appelant  M  un  point  quel- 
conque à  droite  de  Z\,  menons  la  droite 
OM  qui  coupe  ZY  en  P.  La  conchoïfl4'  est 
le  lieu  gèomélrique  des  points  M  tels  que 
~x  la  distance  PM  soit 
constante  (et  égale  k  une 
longueur  donnée).  La 
figure  ci-contre  indique 
fig.  161.  la  £3rme   de  la    courbe 


qui  a  deux  branches  îndéilnioient  prolongeablcs.   0  H 

Soit  donné  un  cercle  de  centre  C,  un  dia- 
mètre OA  de  ce  cercle.  Menons  en  A  la  tangente 
au  cercle,  puis  par  le  point  0  une  sécante  arbi- 
traire qui  rencontre  le  cercle  en  B  et  la  tangente 
en  D,  et  prenons  enfin  surcette  sécante  (llg.  iGs) 
une  longueur  OM  égale  à  BD.  On  appelle  c/.v- 
sQïile  (')  le  lieu  géométrique  des  poînU  M  obtenus  en  faisant  c 
cuper  è  la  sécante  OD  toutes  les  positions  possibles. 


34S.  —  Les  divflrses  courbes  dont  il  vient  d'être  question  sont, 
d'après  la  terminologie  de  Pappus,  des  tosoi  -/pajtjitxol  (lieux 
lim'airex  ou  mécaiw/ues ,  traduit  Descaries).  La  forme  générale  de 
ces  courbes  était  facile  h  déterminer,  mais  pouvaîl-on  cependant 
regarder  leur  définition  comme  complète  ?  Leur  existence  était-elle 
sufReamment  prouvée?  Il  y  avait  là  uno  difficulté  logique  qui  dut 
pendant  longtemps  gêner  les  géomètres.  Pour  expliquer  et  dis- 
cuter leur  po'uit  de  vue  nous  ne  saurions  mieux  faire  que  de  citer 
iii-exlenso  le  magistral  début  du  second  livre  de  la  Géiunétrie  de 
Descartes  :  De  la  nalare  des  lignes  coarbes  : 

H  Les  anciens  ont  fort  bien  remarqué  qu'entre  les  problèmes  de 
la  géométrie,  les  uns  sont  plans,  les  autres  solides,  et  les  autres 
linéaires  :  c'est-à-dire  que  les  uns  peuvent  être  construits  en  ne  ' 


CI    NtcouÈDE    avait,    paraît-il,   imaginé   1 
décrire  la  ciisoïde  mécaniquement. 


appareil   permettant   de 
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IraçBid  que  des  lignes  droites  et  dei  cerdes  ;  ati  tien  que  1»  autres 
ne  le  penvent  ttre  qu'on  n'y  emploie  poar  le  moina  quelque  section 
«onitfue  ;  ni  enfin  les  autres  qn'^Ki  n'y  emploie  quelque  autre  ligne 
ptas  composée.  Mais  je  m'étonne  de  ce  qu'ils  n'ont  point,  outre 
cela,  distingué  divers  degrés  entre  ces  lignes  plus  composées  ('),  et 
je  ne  saurais  comprendre  pourquoi  ils  les  ont  nommées  mécaniques 
plutdt  que  géométriques.  Car  de  dire  que  c'ait  été  &  cause  qu'il 
est  besoin  de  se  servir  de  quelque  machine  poar  les  décrire,  il  fau- 
drait rejeter  par  même  raison  les  cercles  et  les  lignes  droites,  vu 
qu'on  ne  les  décrit  anr  le  papier  qu'avec  un  compas  et  une  règle, 
qu'on  peut  aussi  nommer  des  machines.  Ce  n'est  pas  non  plus  à 
cause  que  les  instruments  qui  servent  i  les  tracer,  étant  plus  com- 
posés que  la  règle  et  le  compas,  ne  peuvent  être  si  justes;  car  il 
faudrait  pour  cette  raison  les  rejeter  des  mécaniques,  où  la  Ju.stease 
des  ouvrages  qui  sortent  de  la  main  est  désirée,  plutôt  que  de  la 
Géométrie,  où  c'est  seulement  La  justesse  du  raisonnement  qu'on 
recherche,  et  qui  peut  sans  doute  être  aussi  pariaîle  touchant  ces 
lignes  que  touchant  les  autres.  Je  ne  dirai  pas  aussi  que  ce  soit  à 
cause  qu'ils  n'ont  pas  voulu  augmenter  le  nombre  de  leurs 
demandes,  et  qu'ils  se  sont  contentés  qu'on  leur  accordât  qu'ils 
pussent  joindre  deux  points  donnés  par  une  ligne  droite  et  décrire 
OQ  cerde,  d'un  centre  donné,  (jui  paiaflt  par  un  point  donné  :  car 
ils  n'ont  point  iait  de  scn^uile  de  supposer  outre  oela,  povr  Uaiter 
des  sections  coniques,  qu'on  pût  couper  toot  cane  donaé  par  «n 
plan  donné.  Et  il  n'est  point  besoin  de  rien  supposer,  pour  tracer 
toutes  les  lignes  courbes  que  je  prétends  ici  inlroduîre,  sinon  que 
deux  on  plusieurs  (ignés  puineot  ftlre  mnee  l'use  par  l'aubv,  et 
que  leurs  intersections  en  marquent  d'autres....  Mais  peut-être  que 
ce  qui  a  empêché  les  anciens  géomètres  de  recevoir  celles  [les 
lignes]  qui  étaient  plus  composées  que  les  sections  coniques^  c'est 
que  les  premières  -qu'ils  ont  oofuidérées  ayant  par  basard  été  la 
spînle,  la  quadralrioe  et  semblaUes,  qui  n'appartiennent  vérita- 
blement qu'aux  mécaniques  et  ne  sont  pas  du  nombre  de  cclks  que 
Je  panse  devoir  ici  èbe  reçues,  k  cause  qu'on  les  imagine  décrites 
par  denx  mouvements  séparés  et  qui  n'ont  entre  eux  aucun  rap- 

(')  na*  cens^«é<M  :  «'«it-à-din  d'un  degré  pins  élève,  voir  Deux.  ItVr., 
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port  qu'on  puisse  mesurer  exactement,  bien  qu'ils  aient  après 
oxaniiné  la  conchoïde.  la  cissoïde  et  quelque  peu  d'autres  qui  en 
sont,  toutefois,  à  cause  qu'ils  n'ont  peut-être  pas  assez  i-emarqué 
leurs  propriétés,  ils  n'en  ont  |>as  l'ait  plus  d'état  que  des  pre- 
mières (')  1), 

250.  —  Nous  aurons  occasion  de  souligner  au  chapitre  u  l'im- 
portance de  la  révolution  qui,  avec  laGéomctriede  1637,  achève  de 
s'accomplir.  Remarquons  seulcmenlpourl'instant, que  si  un  dernier 
scrupule  empêche  Descartes  d'étendre  k  la  quadratiice  (')  et  à  la 
spirale  ce  qu'il  dît  de  la  conchoïde  et  de  la  cissoïde  ('),  nous 
sommes  aujourd'hui  plus  audacieux.  Sans  nous  préoccuper  de 
savoir  par  quel  mécanisme  une  courbe  géométrique  peut  être 
tracée  sur  le  papier,  nous  convenons  de  donner  ce  nom  î\  tout 
ensemble  de  points  formant  une  ligne  continue  et  jouissant  d'une 
même  propriété  géométrique  (').  Toutefois,  en  nous  plaçant  au 
pointdevucde  l'algèbre,  nous  serons  amenés  à  établir  une  distinc- 
tion capitale  entre  la  spirale  et  la  quadratrice  d'une  pari,  la  con- 
choïde et  la  cissoïde  d'autre  part  :  les  secondes  sont  des  courbes  algé- 
briques, les  premières  sont  transcendantes  [vide  Deux,  lia.,  c^t.  iv]. 

261.  Courbes  envaloppoB.  —  \  la  conception  générale  de 
la  ligne  courbe  que  nous  venons  d'indiquer  les  géomètres  ne  de- 
vaient pas  même  se  tenir  ;  ils  allèrent  plus  loin  dans  la  voie  ouverte 
par  Descartes,  et  c'est  ainsi  qu'ils  en  vinrent  à  regarder  comme 
parfaitement  et  nponreusement  dcHnies  des  courbes  qui  sont  dé- 
terminées, non  plus  par  une  propriété  de  leurs  points,  mais  par  un 
ensemble  (une  infinité)  de  droites  jouissant  d'une  propriété  com- 


(■)  Après  ces  déclara  lions.  Descaries  introduit  incootinent  un  grand 
nombre  de  courbes  nouvelJcs  qui  sont  des  lieuse  géométriques  te  ratta- 
chant au  problème  général  de  Fappus  (lieu  à  !>,  ou  6,  ou,  plus  générale- 
ment, à  un  nombre  quelconque  de  droites)  dont  nous  avons  considéra 
plus  haut  des  cas  particuliers. 

(')  Les  déHnitions  de  la  quadratrice  et  de  la  spirale,  telles  que  nous 
les  avons  données,  ne  soulèvent  pas,  remarquons-le,  la  question  que 
pose  ici  Deacartes,  savoir  par  quelleB  combinaisons  de  mouvements  ces 
courbes  pourraient  être  engendrées  ;  ce  ne  sont  pas  des  dèfitiitiont  gêné' 
tiquas. 

{'}  En  fait  cependant  on  n'étudiera  que  les  courbes  dites  analytique» 
(voir  Deux,  liv.,  ch.  iv). 
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Considérons,  par  exemple,  un  ensemble  de  droites  telles  que 
AB,  A'B',  A'B'  (fig,  i63)  dont  la  longueur  est  la  même  et  dont 
les  extrémités  sont  sur  deux  di-oites  rectangulaires  données  \'0\, 
Y'OY.  On  démontre  que  toutes  ces  droites 
sont  tangentes  h  une  même  courbe  qui  a  la 
forme  représentée  par  la  figure  i64  (chacune 
d'elles  touche  la  courbe  en  un  point  et  un 
!ul)  ;  cette  courbe  se 
trouve  entièrement  dé- 
ie  par  le  caractère 
*  que  nous  en  indiquons, 
k  savoir  qu'elle  est  tan- 
gente à  toutes  les  droites  jouissant  de  la 
propriété  ci-dessus  énoncée  :  elle  est  appelée 
kypocycloïde  à  quatre  rebroussements,  et  l'on 
dit  qu'elle  est  ['enveloppe  de  l'ensemble  des  droites  considérées. 

D'une  manière  générale  toute  courbe  définie  par  ce  ia\t  qu'elle 
est  tangente  (en  ses  divers  points)  aux  droites  jouissant  d'une  cer- 
taine propriété  commune  est  appelée  courbe  enveloppe  ou  enveloppe 
de  ces  droites.  Nous  reviendrons  ultérieurement  sur  la  théorie  des 
enveloppes,  et  nous  nous  rendrons  mieux  compte  alors  de  l'évolu- 
tion considérable  qu'a  dA  subir  la  notion  de  courbe  pour  que  cette 
théorie  devienne  possible. 

asa.  Courbe»  gaaobes.  —  Toutes  les  courbes  que  nous  avons 
considérées  jusqu'ici  sont  des  courbes  planes  (situées  dans  un 
plan).  Il  est  clair  cependant  qu'il  est  facile  de  concevoir  des  lignes 
continues  (courbes)  dont  tous  tes  points  n'appartiennent  pas  à 
un  même  plan.  En  elTel,  il  est  manifeste  que  les  surfaces  de 
deux  corps  solides  se  coupent  en  général  suivant  une  telle  ligne  : 
or  nous  avons  vu  que  la  défmition  d'une  ligne  comme  intersection 
de  surfaces  est  considérée  commeexcellente  par  les  géomètres  grecs. 

Ne  nous  étonnons  donc  pas  de  voir  ces  géomètres  étudier  de 
bonne  heure  certaines  courbes  de  l'espace,  —  courbes  que  nous 
appelons  aujourd'liui  courbes  gaticfies  ou  à  double  courbure. 

Ainsi  Archj'tas  de  Tarenle  étudie  (')  des  Intersections  formées 

('}  Cette   étude    était    restée  m 
reprise  au  xvu*  siècle,  par  P.  Coi 

BoLTMUi,  —  Lea  Priocipa  da  I'AuIjh  milbinutiqne 


rellement   fort   incomplète.  Elle  tut 
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p«r  les  surfaces  de  corpe  contins  tels  que  cyHadm,  cônes,  tores 
(vide  p.  a4i,  note  i).  Vers  la  même  époqua,  Eudoxe  de  Cnîde 
s'occupe  d'une  coarbe  appelée  hippopède,  qui  est  vraiseoiblableniMit 
l'intersection  d'un  cylindre  et  d'une  sphère. 

Une  courbe  plus  simple  et  qui  nous  est  plus  faoïiltàre  est  Y  hélice 
cylindrique  (éhUi)  étudiée  par  Arcliimède.  Celte  eonriae  en  forme 
de  vis  est  tout  entière  située  sur  la  surface  d'un  cyliadre  droit  et 
peut  êlro  ilélinie  comme  il  suit  : 


fïg.  .65. 

Imaginonsun  cylindre  creux  ayaut  seulement  une  surface  latérale, 
en  papier  par  exemple.  Fendant  le  cylindre  suivant  une  génératrice 
AB,  nous  pouvons  le  dérouler  et  appliquer  sa  surface  sur  un  plan  ; 
la  surface  déroulée  a  la  forme  d'un  rectangle  .\A'BB'.  Dans  ce 
rectangle,  traçons  une  droite  quelconque,  par  exemple  la  droite 
BG,  puis  redonnons  au  cylindre  sa  forme  primitive  :  la  droite 
BC  enroulée  sur  la  surface  du  cylindre  devient  une  ligne  courbe 
BMC  qui  est  est  une  spire  tf  hélice.  L'hélice  proprement  dite  se 
compose  d'une  infinité  de  spires  toutes  égales  entre  elles  et  se  fai- 
sant suite  (fig.  i66). 

L'étude  systématique  des  courbes  gauches  fut  inaugura  au 
iviu"  siècle  par  le  géomètre  Clftiraut. 
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253.  —  Le  calcul  combinatoïre,  bien  qn'il  ait  pour  objet  cer- 
taines propriélés  relatives  aux  nombres,  oa  plue  eiactament  à  des 
assemblages  de  nombres,  ne  faitpoint  partie  intégraDtederArithmi- 
lique  classique.  C'est  au  xvi*  siècle  seulement  qu'il  prit  figure,  et  il 
fallait  élre  déjl  famtliansé  avec  les  notations  algébriques  pour 
avoir  l'idée  d'en  exprimer  les  règles  par  des  formules  symboli- 
ques comme  nous  le  Taisons  aujourd'hui.  Cette  idée  fut  celle  des 
savants  de  la  Renaissance  Paciuolo  ('),  Tartaglia  (*),  Cardan  ('). 
Elle  fut  reprise  au  xvii*  siècle  par  Fermât  ('),  Pascal  (*),  Frà- 
nicle  (*),  Huygens  (^),  qui  établirent  sur  des  bases  solides  les  prin- 
cipes du  nouveau  calcul. 

254.  —  Les  questions  qui  relèvent  du  calcul  combinatoire  sont 
de  celles  que  nous  avons  jouraellement  l'occasion  de  nous  poser. 

{*)  Summa  de  arithmtUce,  149a,  Part.  I,  Jitt.  3,  IracL  5. 

(1)  Gena-at  Trattalo,  i&5a,  tl,  liv.  I,  p.  17. 

(3)  Exatrelon  maOïematieorum,  iSja,  prop.  170.  Opéra,  t.  IV,  p,  SSy.  — 
On  trouve  également  les  piemièrcB  formulea  du  calcul  comltituitoire  dani 
un  ouvrage  françaii  publié  à  Lyon  «d  i55<),  la  Logiatiea  guae  tt  arilhme- 
tiee  vuigo  dicUar  de  Buteo  (de  son  vrai  nom  :  Bobrel),  p.  JoS-Sag 
[Bibl.  N.,y.  19.83). 

(*j  Correspondance  avec  Pascal,  i6i>4.  (Œuv.  de  Patcal,  t.  III, 
p.  367  «qq.}. 

{')  Ibid.  et  dans  le  Traité  duTriangle  Arilhmitîgue omc  quelques  autret 
petit»  traité»  »w  la  mime  matière,  écrit  par  Pascal  en  idh^  {Œuv.  III, 
p.  43^^  sqq.)- 

(')  Abrégé  des  eombinai»ona  imprimé  en  i6g3,  ap.  Divers  ouvr.de  Math, 
et  de  Phys.  par  Messieurs  de  l'Ac.  Royale  de»  Sciences. 

Ci  De  ralioeiniis  in  ludo  aléas,  1637,  imprimé  à  la  fin  de  Exercitalione» 
tnathtmalicae  de  Fbançois  Schootem  [Bihl.  N.,  V.  CaSg). 
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Déjà,  a'ii  faut  en  croire  Plutarque,  le  pliilosoplie  Xénocratc  se 
demaDdait,  au  iv'  siècle  av.  J.-C,  combien  de  syllabes  on  peut 
composer  avec  les  lettres  de  t'alphabel.  Plus  précisément,  cherchons 
combien  il  peut  exister  de  mois  composés  de  trois  ou  de  quatre 
lettres  (étant  admis  ou  n'étant  pas  admis  que  la  même  lettre  peut 
figurer  plusieurs  fois  dans  le  même  mot)  ;  demandons-nous  de  com- 
bien de  manières  diCTéren  tes  peuvent  être  placés  douze  convives  autour 
d'une  table  ;  proposons-nous  de  trouver  les  diverses  combinaisons 
de  chiffres  que  peut  amener  un  joueur  avec  deux,  ou  trois,  ou 
quatre  dés  ;  cherchons  le  nombre  de  boulets  sphériques  que  l'on 
peut  placer  dans  une  pile  de  forme  pyrnniidale.  Ce  sont  là  des 
problèmes  qui  se  résolvent  tous  au  moyen  des  mêmes  formules,  — 
formules  simples,  claires,  et  dont  l'application  se  fait  pour  ainsi 
dire  mécaniquement. 

Etant  donné  ces  qualités,  il  n'est  point  surprenant  que  le  calcul 
combinatoire  ait  été  considéré,  dès  son  origine,  comme  l'un  des 
plus  précieux  instruments  de  la  science  mathématique.  Quelles  ne 
furent  pas  les  espérances  suscitées  par  lui  I  N'est-ce  point  le  calcul 
combinatoire  qui  inspire  au  Père  Mersenne  ce  rave  insensé  de 
déterminer  mathématiquement  les  plus  belles  des  mélodies  ? 

Mersenne  est  frappé  de  ce  fait  que  toute  mélodie  est  une  com- 
binaison de  sons  ou  d'intervalles,  de  même  qu'un  discours  est  une 
combinaison  de  mots  composés  eux-mêmes  avec  les  vingt-quatre 
lettres  de  l'alphabet.  Ne  pourrait -on,  dès  lors,  formera  l'avance 
toutes  les  combinaisons  fournies  parles  notes  de  la  gamme?  On 
construirait  ainsi  mécaniquement  la  totalité  des  mélodies  possibles, 
et  parmi  ces  mélodies  on  recueillerait  les  plus  belles.  C'est  ainsi 
que  Mersenne  est  conduit  à  écrire  un  chapitre  intitulé  :  Dans 
let/ael  il  est  Irailé  des  beaux  airs  et  des  beaux  chants  et  montré  s'il 
est  possible  de  faire  un  chant  sur  un  sujet  donné  qui  soit  le  plus 
beau  de  tous  ceux  qui  puissent  être  faits  sur  le  même  sujet  ('), 

255.  —  Passant  du  domaine  de  l'utopie  à  celui  de  la  fantaisie, 
nous  trouvons  le  calcul  combinatoire  k  la  base  des  problèmes  de 
société  auxquels  on  donne  souvent  le  nom  de  récréations  mathé- 

{')  La  Virili  de»  Sciences  contre  les  sceptique»  et  pyrrhonieTU,  [625, 
chap.  X  [fiiU.  A'.,  R.  t)G68). 
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maliques.  Un  recueil  en  fut  Tait  au  xvii*  siècle,  qui  fut  complété 
par  Mydorge  et  Henrion  (').  Des  recueils  plus  étendus,  tels  que 
celui  d'Ozanam,  parurent  au  xtiii*  et  xix*  siècle  [le  dernier  en  date 
est  celui  de  Rouse-Ball  et  Filz- Patrick  {')]. 

Ozanain  nous  propose  par  exemple  les  problèmes  suivants  (')  : 
Six  personnes  devant  dîner  ensemble,  il  s'élève  entre  elles  un  com- 
bat de  politesse  (')  ;  enfin,  quelqu'un,  voulant  terminer  In  contesta- 
tion, propose  de  se  mettre  à  table  comme  ton  se  trouve  sauf  à  diner 
ensemble  le  lendemain  et  les  jours  suivants  jusqu'à  ce  que  Ton  ait 
épuisé  tous  tes  arrangements  (^)  possibles.  On  demande  combien  de 
dîners  devront  être  donnés  pour  cet  effet.  —  Et  plus  loin  :  De  com- 
bien de  manières  peut-on,  en  conservant  la  mesure,  varier  ce  vers  : 
Toi  libi  sunt  dotes  virgo  quoi  sidcra  cœlo  ? 

256.  —  Mais  ce  ne  sont  là  qu'amusements  et  curiosités.  L'inté- 
rât  véritable  du  calcul  combinaloire  tient  aux  services  éminents 
qu'il  a  rendus  à  l'alf^èbre  et  au  calcul  des  probabilités.  11  sera 
question  des  premiers  dans  notre  Deuxième  livre,  et  des  seconds 
nous  dirons  un  mot  à  la  fin  du  présent  parsgrapbe.  Il  nous  faut 
auparavant  faire  connaître  et  démontrer  les  formules  combina- 
toires  fondamentales. 

367.  Pemrotatioiis.  —  Considérons  trois  objets  distincts  que 
nous  pouvons  désigner  par  une  même  lettre  a  affectée  des  indices 
I,  a,  3  —  c'est-à-dire  par  les  symboles 
Oi.  fli.  «a- 

Ecrivons  ces  3  symboles  (je  tes  appellerai  «  lettres  »  pour  sim- 
plifier le  langage)  à  côté  les  uns  des  autres  dans  des  ordres  divers  : 
je  puis  écrire  : 
ù,ata,     ou     a,aiai     ou     a^aiai     ou     ataja,     ou     a^ajH,     ou     a^atHi- 

{')  5*  et  demièTB  éd.  en  1670  [Bibi.  N.,  V.  tSàtfi). 

|i)  RicriaU  malhim.  (irad.  Iranç.,  chez  llermann,  3  vol.,  3°  édit., 
1907-01)]. 

1')  Récréât.  nuUliém.,  a»  éd.,  t.  I,  Pari»,  1778,  p.  901  et  suiv,  {Bibl.  N., 
V.  i83i6). 

(♦)  •  C'eat  probablement  —  remarque  Ozan&u  en  note  —  dans  quelque 
ville  de  province  éloignée  de  la  capitale  •. 

(')  Le  mot  E  arrangement  n.  eat  pris  par  Ozanah  dans  le  sens  de 
c  combinaison  i. 
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Ces  divers  groupements  des  trois  lettres  a,,  a,,  a,  écrites  dans 
des  ordres  diSfêrenta  sont  appelés  permalations  (')  des  trois  lettres  ; 
ce  qui  veut  dire  tpi'oa  passe  d'un  groupement  à  un  autre  en  per- 
mutant, ou  échangeant  entre  ellas,  les  lettres  a,,  a,,  a,  :  ainsi,  pour 
passer  du  groupement  a,ataa  au  groupement  OxOta^,  je  fais  passer  la 
lettre  a,  à  la  place  qu'occupait  a,  et  inversentent. 

Il  est  Tacile  de  vérifier  qu'il  n'existe  point  d'autre  ordre  possible 
poOT  les  lettres  a„  a„  a,  que  Us  six  ordres  indiqués  ci-dessus; 
d'où  je  conclus  que  les  trois  lettres  a,,  Oj,  a^  comportent  six  per- 
malations. 

On  peut  démontrer  ce  fait  a  priori  en  déterminant  plus  généra- 
lement le  nombre  des  permufalions  de  lettres  en  nombre  quel- 
conque. 

Considérons  m  objets  désignés  par  des  lettres  affectées  d'indices 


Nous  appelleroDs  permulalioiit  de  ces  m  lettres  tous  les  groupe- 
ments que  l'on  peut  former  en  plaçant  ces  m  lettres  à  la  suite  les 
unes  des  autres  dont  des  ordres  différenit.  Ainsi,  les  groupements 

oïd, ...  a„^,a„,    atOtOi  ..■  <iM^,a«,  etc. 

sont  des  permutations  des  m  lettres.  —  Cela  posé,  nous  allons 
démontrer  le  théorème  suivant  : 

258.  Théorème.  —  Le  nombre  des  permutations  de  m  lettres 
est  égal  au  produit  des  m  premiers  nombres,  c'est-à-dire  au  produit 
I  X  2  X  3  ...  X  m. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  emploierons  la  méthode  dite 
récurrente  ('),  qui  est  devenue  depuis  Pascal  l'une  des  plus  impor- 
tantes méthodes  mathématiques  ;  nous  montrerons  que  si  le 
théorème  est  vrai  pour  une  certaine  valeur  de  m,  il  est  vrai  pour  la 
suivante  (or  il  est  vrai  pour  m  =  i  ;  donc  il  est  vrai  quel  que 
soit  m). 

(')  Le  mot  permuîatio  a  été  employé  pour  la  première  fois  par  Jacques 
BEitHOUii.Li,  Ar»  Conjectandi  op.  poatiiumum,  Bàle,  1713,   a'  part.,  ch.  i 

(p-  T-il- 

I*)  Le  mathématicien  «icilieii  Mauhulyco  (i494~i^7''>]  avait  déjà  em- 
ployé cette  méthode. 
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2M.  -~  Supposons  dooc  qu'il  ait  été  déjJt  démoatri  que  le 
nombre  des  permutations  de  m —  i  lettres  est  i  x  3  ■-•  X  (m  -^  i) 
et  désignons,  pour  abréger,  ce  nombre  par  ?„,_,.  Nous  avons  à 
établir  que  le  nombre  —  soit  Pm  —  des  permutations  de  m  lettres 
est  égal  à  m.P„_,. 

Or  on  obtiendra  évidemment  toutes  les  permutations  des 
lettres  ai,  ....  um  eo  procédant  de  la  manière  suivante  : 

Plaçons  la  lettre  a,  en  tète,  et  à  ta  suite  les  (m  —  i)  lettres 
Oi,  ....  Oh-i,  a„  dans  tous  les  ordres  possibles.  Nous  obtiendrons 
ainsi  autant  de  permutations  (de  nos  m  lettres)  qu'il  y  a  de  ma- 
nières de  disposer  les  ni  —  i  lettres  oi,  ....  a„,  c'esl^-dire  P«_,. 
Ce  sont  là  toutes  les  permutations  des  m  lettres  données  où  <i,  occupe 
la  première  place. 

Considérons  encore  toutes  les  permutations  des  m  —  i  lettres 
O),  ....  a_,  et  dans  chacune  intercalons  a,  à  la  seconde  place  (après 
la  première  lettre  h  gauche).  Nous  obtenons  ainsi  Pn_i  nouvelles 
permutations  des  m  lettres  :  ce  sont  toutes  les  permutations  où  a, 
occupe  la  seconde  place. 

Nous  aurons  de  même  Pu>-i  permutations  des  m  lettres,  où  ai 
occupe  la  troisième  place,  el  ainsi  de  suite;  finalement  Ph-i  per- 
mutations où  a,  occupe  la  /n"™  (dernière  place). 

Les  diverses  permutations  ainsi  obtenues  sont  au  nombre  de 
m  fois  P,._i  :  elles  constituent  la  totalité  des  permutations  des 
m  lettres.  Donc 

(i)  p.=....p._,. 

comme  nous  l'avions  annoncé.  Cette  formule  est  valable  pour  toutes 
les  valeurs  de  l'entier  m. 

Mais  une  lettre  n'a  évidemment  qu'une  permutation,  donc 
Pi  =  I.  La  Formule  (i)  nous  donne  alors 


1>,  =.  1 .  p„ 

d'où 

P.  =  J 

P,  =  3 .  P.. 

d'Où 

P,=  1.3 

P,n  =   1  ■  1 

1  ...  (m  - 

i).,n. 

360.  Remarque.  —  Le  produit  i .  a  ...  m  (produit  des  m  pre- 
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miers  nombres  entiers)  est  souvent  désigné  (pour  abréf^er  l'écritiire) 
par  le  symbole  m  !  qui  se  lit  :  ic  faclorielle  m  ». 

261.  Arrangements.  —  Etant  données  m  lettres  distinctes 


on  appelle  arranycmcnts  de  ces  m  lellres  /)  à  p  tous  les  groupe- 
ments que  l'on  peut  former  en  plaçant  p  de  ces  m  lettres  h  la  suite 
les  unes  desaulres  dans  des  ordres  dilTércnts  (cette  définition  suppose 
que  (')  p  <  m).  —  Deux  arrangements  seront  regardés  comme 
distincts  s'ils  diffèrent  soit  par  l'oi-dre,  soit  par  la  nature  des 
lettres  qui  y  figurent.  Dans  le  cas  où  p  =  m,  les  arrangements  ne 
sont  autres  que  les  permutations  des  m  lettre»  considéi-ces  (d'après 
la  définition  du  n°  257). 

Exemple,  —  Soient  données  quatre  lellres  ni.  «ï,  ai,  a^.  Les 
arrangements  de  ces  quatre  lettres  deux  à  deux  sont 

a,ai     et    a^ai  ;         0,03     et     OjO,  ;         aïo,     et     ai,a,  ; 
asa.i     et     a^ai  :         o^i     et     a^ai  ;         a^t     et     oiOs  ; 

ces  arrangements  sont  au  nombre  de  la. 

On  démontre,  d'une  manière  générale,  le  théorème  suivant  : 

262.  Théorème.  —  Le  m>mbre  des  arran'jemenis  de  m  lellres  p 
à  p  est  égal  au  produit  de  p  nombres  entiers  consécutifs  décroissant 
à  partir  de  m.  En  d'autres  termes,  ce  nombre  d'arrangements,  que 
je  désignerai  (suivant  une  notation  consacrée)  par  le  symbole  A£,,est  : 

(3)  Ali  =  m.  (.n-i)  ...(«.-/,+  i). 

Pour  démontrer  ce  théorème  nous  emploierons  de  nouveau  la 
méthode  récurrente. 

Supposons  formés  tous  les  arrangements  des  m  lettres  p  —  là 
p  —  I ,  dont  le  nombre  est  désigné  par  .\J^~'.  Prenons  l'un  de  ces 
arrangements  et  écrivons  h  la  suite  l'une  quelconque  des  m — (p —  i  ) 
c'est-à-dire  m  —  />  -1-  i  lettres  qui  n'y  figurent  [las  {')  :  en  opérant 

(')  Voir  sur  co  sigoe,  p.  J7,  note  1. 

(*|  L'arraDgement  dont  nous  parlons  ayant  p  —  1  lettres,  il  y  s 
tn  —  Ip  —  ij,  c'est-à-dire  m  —  p  +  1  de  nos  lettres  qui  n'y  figurent  pas. 
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ainsi  avec  ces  m  — p  -i-  i  lettres  auccessivemenl,  nous  obtenons 
m  —  p  ~t-  1  arrangements  de  nos  m  lettres  p  k  p.  Faisant  la  même 
série  d'opérations  à  partir  de  l'un  quelconque  des  arrangements 
des  m  lettres;)  —  i  k  p — i,nousobtiendron3A,;-'yo«  (m —/>-(-  i) 
arrangements  de  nos  lettres  pkp,  donc  en  tout  A^-'  .(m  — /»  +  i) 
arrangements. 

Je  dis  que  les  arrangements  ainsi  obtenus  sont  tous  dUlincts  et 
constituent  la  totalité  des  arrangements  des  m  lettres  pkp. 

En  effet  :  l'Deux  quelconques  des  arrangements  obtenus  comme 
il  vient  d'être  dit  sont  dislincls,  car,  ou  ils  sont  déduits  d'arrange- 
ments des  m  lettres  p  —  i  Kp  —  i  qui  sont  distincts  (et  alors  iU 
dillërent  par  l'ordre  ou  la  nature  de  leurs  p  —  i  premières  lettres), 
ou  ils  dilTërent  par  leur  dernière  lettre.  —  a"  Tout  arrangement 
des  m  lettres  p  k  p  est  formé  d'un  arrangement  des  m  lettres 
p  —  I  à  y»  —  I  suivi  d'une  dernière  lettre  dilTérente  ;  donc  cet 
arrangement  est  l'un  de  ceux  que  nous  avons  construits  tout  & 
1  heure. 

.\insi  le  nombre  A^"~'  .(ni  —  p  -f-  i)  obtenu  ci-dessus  est  le 
nombre  total  A£,  des  arrangements  de  m  lettres/)  à/),  et  nous  avons 
la  formule 

(3)  AE,=  A^-'.(m  — p-l-  1), 

qui  est  valable  pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  m. 

Or  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  i  &  i  se  réduit  évi- 
demment k  m.  Donc  An  ^  m.  La  formule  (3)  nous  donne  par 
conséquent 

Al  =  Ai.(™_.+  ,)  =  mx(m-,) 

Ai  =  Ai(»i  -  3  +  1)  =  Aï,  ■  (™  -  ")  =  "  X  (m  -  1)  X  (...  -  >) 

et  ainsi  de  suite  ;  fmalement 

Ai  =  m  X  (m  -  1)  X  (-n  -  a)  ...  („,  -  p  -H  2)  X  {m  -  p  +  .)■ 

303.  Remarque.  —  D'après  la  définition  du  n"  201,  les  lettres 
qui  figurent  dans  un  même  arrangement  sont  toutes  distinctes.  On 
a  quelquefois  l'occasiondcconsidérerdes  groupements  de  lettres  qui 
ne  satisfont  pas  à  cette  condition  :  on  comptera  ces  nouveaux  grou- 
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penaeots  par  des  procédés  analogues  à  ceux  que  nous  veaoDsd'em- 
ployer.  Ainsi  l'on  appelle  arrarigemenU  avec  répétition  de  m  Ictlret 
p  à  p  tous  les  groupemenU  que  l'on  peut  former  en  plaçant  p  lettres 
ou  plus  h  la  suite  les  unes  des  autres  dans  des  ordres  différents, 
une  même  lettre  pouvant  figurer  plusieurs  fois  dans  le  mâme  grou- 
pement. On  démontre  que  le  nombredes  arrangements  ainsi  définis 
est  égal  aa  protlait  de  p  nombres  entiers  consécutifs  croissants  à  par- 
tir  de  m,  c'est-à-dire  à  mx  {m  -t-  t)  ...  X  (m  +  /»  —  i). 

Ainsi,  par  exemple,  les  arniagemeats  avec  répétition  de  trois 
lettres  a,  b,  c  deux  à  deux  sont  aa,  bb,  ce,  ab,  ba,  ac,  ca,  bc,  cb, 
aa,  bb,  ce  ;  leur  nombre  est  3  x  4  =  i  s . 

364.  Combinaisons.  —  Etant  données  m  lettres  distinctes 
Qi,  Ut,  ....  Qm,  et  un  nombre  entier/),  on  appelle  com^inaûo/iftf/c  m 
lettres  p  à  p  tous  les  groupements  que  l'on  peut  former  en  prenant  p 
de  ces  m  lettres  (sans  qu'il  soit  tenu  compte  de  l'ordre  dans  lequel 
on  les  range).  Ainsi  deux  combinaisons  ne  sont  i-egardées  comme 
distinctes  que  si  elles  diffèrent  par  la  nature  des  lettres  qui  y 
figurent.  Une  même  lettre  ne  figure  qu'une  fois  dans  chaque  com- 
binaison {'). 

Pour  évaluer  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  />  Jt  jj 
—  nombre  que  nous  désignons  par  C™  —  nous  raisonnerons 
comme  II  suit  : 

On  obtient  tous  les  arrangements  de  m  lettres  /i  à  p  en  considé- 
rant successivement  toutes  les  combinaisons  de  ces  m  lettres  php 
et  formant  pour  chacune  d'elles  toutes  les  permutations  des  p 
lettres  qui  y  figurent. 

Il  résulte  de  là  que  le  nombre  A|;,  est  égal  à  C;;,  fois  le  nombre 
des  permutations  de  /)  lettres^  c'est-à-dire  (voir  a°  259)  k 

CJ,  X  I  X  3  X  ...  X /». 


(')  Si  l'on  écarte  cette  condition,  on  obtient  lei  combinaisons  de  m 
tettrea  p  à  p  anet  répilition  (comparer  n"  :i63).  On  démontre  que  le 
nombre  de  cet  combinaisons  est  égal  à 
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Tenant  compte  alors  de  la  valeur  de  A^  (n"  262)  on  voit  que  (') 

m        ci,^"x'--;;^-;j;-''+'). 

Pour  m  =  /j,  la  formule  donne 


Remarque.  —  On  déduit  aisément  de  la  formule  (4)  que  l'on  a, 
quelque  soit  m, 

C».  =  CJ-'.        Cl,  =  CS"',  etc. 
En  effet,  on  a,  par  exemple  : 

,  _m.{m-x)  ;„.(;n-i)...r,»-(;B-a)+i.-j     iH.(».-i)...3. 

^-—      i.a      "  *""     —  i.a...(m— a)  i.a  ...(m-a) 

Divisant  lei  deux  termes  de  cette  dernière  fraction  par  le  produit 
3,4  ...  (m  —  3)  (m —  a),  il  reste  un  numérateur  m.{m  —  i)  et 
an  dénominateur  i .  a. 

285.  —  La  règle  qui  fournit  le  nombre  des  combinaisons  de  m 
objets  p  k  p  paraît  avoir  été  connue  du  ma^iématicien  hindou 
Bhaskara  (xii*  siècle),  du  moins  pour  lea  petites  valeurs  de  m  et 
de  p.  Elle  est  très  explicitement  formulée  dans  un  petit  mémento 
en  vers  lalins  (*)  qui  fut  composé  par  William  Buckley  (King's 
Collège,  Cambridge  vers  i55o). 

Entrant  dans  plus  de  détails,  Pascal  déduit  le  nombre  C'!„  des  pro- 
priétés de  son  triangle  arithmétique  (n"  19).  Il  nous  fait  connaître, 
d'autre  part,  à  la  fin  de  son  traité  des  Combinaisons  ('),  la  for- 


(■)  Voit  LilofHtti  (cf.  p.  ii6,  not«  i),  ch.  iv,  trad.  Coi-EBftooKB,  p.  4y-5o 
Bhukani  se  demande  par  exemple  de  combien  de  manières  on  peut  com- 
biner diSérenta  goiiti,  tels  que  le»  goûta  sucré,  piquant,  amer,  salé, 
acre,  acide.  . —  Il  eherche  également  cmunent  on  peut  déterminer  les 
permutations  des  divenes  variétés  de  mètres  usités  en  prosodie  depuis 
l'uM  (ven  monosyllabique)  jusqu'à  Vuttriti  (vers  de  16  syllabes). 

(')  Ce  mémento  [Arithmetica  memorativa)  a  été  imprimé  à  la  suite  de  la 
Dialtetiee  de  SeroN.  Londres,  1639.  {BM.  N.,  B.  io863). 

(■)  Composé  en  i654,  Œutr.,  t.  III,  p.  556  sqq. 
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mule  de  C^  qui  fut  trouvée  par  l'un  de  ses  amis  M.  de  Gagnîères  {'). 
Cette  formule  est  exactement,  celle  que  nous  avons  donnée  plus 
haut. 

Datis  namcHs  —  dit  Pascal  {OEuv.  île  Pascal,  t.  III,  p.  agi  — 
('.  y.,  2,  6,  iiwenire  quoi  moiUs  2  coinblnatur  in  G,  —  Assumatar 
iniiait  (Gagnières),  prof/reisio  duorum  terminonun,  qaia  minor 
numerux  esl  2,  inchoando  a  majore  6,  ac  rclrogrediemlo,  seu  delra- 
hendo,  unilalcni  ex  annqaoqm-  iermbio  hoc  modo  :  6,  5  ;  deinde 
nssumatttr  altcra  pmi/rcsxifi  inchoando  ab  ipso  minore  2,  ac  simililer 
relrogrediendo  hoc  modo  :  2,  i.  MullipUcenfur  invicem  iiumeri 
primœ  proqressionis  6,  5,  silqtw  produclus  3o.  MtiltipUcenlur  et 
iiumeri  secundœ  proi/ressionis  2,  i,  si tfjae produclus  2.  Didividalar 
major  produclas  per  minorem  :  qaotiens  esl  qusesilus. 

266.  Probabilité  mathématique.  —  Le  calcul  des  probabi- 
lités est  conleiuporain  du  calcul  combinatoire  :  il  a  été  créé  de 
toutes  piî'ces,  ou  peu  s'en  faut,  de  i654  à  i656,  par  Fermât, 
Pascal  et  Huygens  (voir  les  références  données  au  n"  262).  Nous 
n'aborderons  pas  ici  l'étude  de  ce  calcul  ;  nous  voulons  seulement 
indiquer  et  éclairer  par  un  exemple  élémentaire  la  déSnition  sur 
laquelle  il  repose. 

Soit  une  variété  de  cas  possibles,  dont  certains  sont  favorables 
à  un  événement,  certains  défavorables  ;  on  entend  par  probabililé 
de  t'éoénemenl  le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombre 
total  des  cas  possibles. 

Supposons,  par  exemple,  que  nous  jetions  deux  dés.  Quelle  est 
la  probabilité  pour  que  nous  amènious  un  6  ? 

Pour  avoir  le  nombre  total  des  cas  possibles,  appelons  A  et  B 
nos  deux  dés,  et  écrivons  tous  les  couples  de  cbifTrcs  que  peuvent 
donner  les  deux  dés,  en  plaçant  toujours  le  premier  le  chiffre  donné 
par  le  dé  .\  et  le  second  le  chiffre  donné  par  le  dé  B  :  nous  obtenons 
ainsi  6  couples  commençant  par  i  (le  second  chiiTre  pouvant  être 
1,  2,  3,  4,  5  ou  6)  et  de  même  6  couples  commençant  par  a  ou 
par  3,  etc.,  donc  en  tout  6  X  6  ou  ."iô  cas  possibles. 

Parmi  ces  cas,  combien  sont  favorables  h  l'événement  dont  nous 


CI  Voir  EurGACNiÈBES,  au  t.  III   des  Œui'.  de  Pascal,   l'Appendice  II, 
p.  S<,7. 
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nous  occupons?  Nous  avons  d'abord  5  cas  favorables  pour  lesquels 
le  chiffre  6  est  donné  par  le  dé  A,  le  dé  B  marquant  un  aulre  chiffre 
(i,  3,  3,  j  ou  5)  —  de  même,  5  cas  favorables,  pour  lesquels 
le  chiffre  6  est  donné  par  le  dé  B,  le  dé  A  marquant  un  autre  chiffre 
—  enfin  un  dernier  cas  favorable  est  le  cas  où  nous  amenons  le 
double  6.  Le  nombre  total  des  cas  favorables  est  donc  5  -)-  5  -♦-  i 

ou  1 1 .  J'en  conclus  que  la  probabilité  cherchée  est  ïig  ' 

Ce  seul  exemple  suffit  à  faire  pressentir  la  connexion  qu'il  y  a 
enlrele  calcul  combinatoire  et  la  théorie  des  probabilités.  Le  lecteur 
qui  désirerait  poursuivre  l'étude  de  cette  théorie  pourra  consulter 
l'excellent  ouvrage  de  M.  E,  Borcl  :  Eléments  de  la  théorie  des  pro- 
babilités (a*  éd.  igio). 
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CHAPITRE    PREMIER 
LE   CALCUL   ALaÉBRIQUE 

/.  —  Ol^et  et  ambitions  de  i'algèbre. 

267.  —  Uo  savant  do  Bagdad,  Mohammad  ibn  Mousa  Al 
Khwarizmi,  composa  au  ii°  siècle  un  traité  qui  eut  une  fortune 
remarquable  :  VACdjabr  w'al  moqabalah  (').  Ce  titre  est  le  nom 
d'une  technique,  ou  méthode  de  calcul,  que  les  Arabes  avaient 
tirée  de  sources  grecques  et  indiennes.  Deux  opérations  fondamen- 
tales, eflectuées  l'une  et  l'autre  sur  les  sommes  de  nombres  relatifs, 
le  caractérisent  :  la  djehr,  qui  fait  passer  d'un  membre  d'une  éga- 
lité dans  l'autre  tous  les  termes  afTectés  (précédés)  du  signe  — ,  de 
manière  à  ne  laisser  subsister  dans  chaque  membre  que  des 
termes  affectés  du  signe  -\-  ;  la  moqabalah,  ou  réduction  des 
tecmes  semblables  (vide  infra  w  381). 

L'al'djebr  ou'al  moukabalah  est  devenue  l'algèbre  moderne,  et 
le  nom  d'AI-Klnvarizmi,  transformé  en  algorithme  (')  s'est  per- 
pétué comme  nom  commun.  Ainsi,  èi  défaut  môme  d'antres  té- 
moignages —  et  nous  en  avons  un  grand  nombre  —  les  mots 
suffiraient  è  attester  l'origine  orientale  de  notre  calcul  algébrique. 

(')  Ce  traité  a  été  publié  avec  uoe  traduction  anglaise  par  Rosek  : 
Londres,  i81i.  Voir  sur  Kbwahieiii,  <u|>ra,  p.  (!,  note  3. 

{')  On  désigne  aujourd'hui  par  le  mot  algorilkme  un  système  de  nota- 
tion Bymbotique  quelconque. 
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268.  —  L'algèbre  est,  disons-nous,  une  lecKnique  ayant  pour 
objet  te  calcul;  cette  technique  nous  promet  plusieurs  avan- 
tages appréciables  :  grâce  à  la  simplicité  et  h  la  fixité  de  ses  procé- 
dés, elle  prétend  opérer  rapidement,  sûrement,  mécaniquement, 
pertinemment. 

En  premier  Heu.  l'Algèbre  sera  rapide.  Elle  se  servira  donc 
d'abréviations  dans  le  langage  et  dans  l'écriture.  C'est  ,iinsi  que 
déjà  Diophante  d'Alexandrie  employait  des  signes  abrégés  pour 
désigner  les  puisssances  (')  et  que  certains  géomètres  grecs  repré- 
sentaient par  des  lettres  de  l'alpbabet  les  grandeurs  (')  ou  nombres 
qui  reviennent  plusieurs  fois  dans  un  même  calcul.  —  Quant  aux 
opérations  —  effectuées  ou  à  effectuer  —  elles  seront  indiquées 
par  des  signes  conventionnels  (')  (signes  opératoires)  :  tels  les 
signes  =:,  4-,  etc.,  dont  nous  nous  sommes  servis  dès  le  début  de 
cet  ouvrage,  et  qui  sont  d'ailleurs  —  notons-le  en  passant  — 
d'origine  as,iez  récente  [xvi"  ou  \\u'  siècle,  pour  la  plupart  (')]. 

En  second  lieu,  l'algèbre  opérera  à  coupsAr,  parce  qu'elle  réduit 
les  calculs  à  l'application  de  règles  fixes  et  de  formules  données 
une  fois  pour  toutes. 

D'où  viennent  ces  règles  et  ces  formules?  Ce  sont  les  défmitions 
mêmes  des  opérations  fondamentales  qui  vont  nous  les  fournir. 

Le  calcul  arithmétique  n'est  autre  chose,  nous  l'avons  dit,  que 
la  combinaison  de  certains  nombres  suivant  des  lois  déterminées. 
Cependant  lorsque  pratiquement  nousavonsàfaire  un  calcul,  nous 
oublions  dans  notre  hâte  d'arriver  au  résultat,  les  nombres  com- 


(')  Vide  supra,  p.  11,  not«  i. 

('J  Les  Grecs  faisaient  usage  de  ce  Ungtge  abrégé  dans  les  démonstra- 
tions géométriques  du  type  euclidien.  Les  moderne»  —  Jordanus 
Nemorahius  en  particulier  |xiti*  siècle,  voir  p.  ii5,  note  i)  —  l'intro- 
duisirent dans  le  calcul  proprement  dit. 

(^)  Dana  l'écriture  égyptienne,  une  patte  d'oiseau,  orientée  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  jouait  le  rûle  de  noj  aignes  -|-  et  — . 

(')  On  trouve  les  signes  -(-,  —  dans  l'ouvrage  de  Wioman  sîgnslc  plus 
bas  p.  s8o,  note  1.  Cependant  la  plupart  des  auteurs  du  xvi"  siècle  se 
servaient  des  lettres  p  et  m  pour  signifier  plus  ou  Ttioins.  Le  sicne  X 
apparaît  dans  le  Clans  mathematica  d'OuGHTREo  (Oxford,  tG^i).  —  Le 
signe  =  lut  employé  en  Angleterre  au  xvii"  siècle;  cependant  les  mathé- 
maticiens français  du  xvn'  siècle  exprimaient  d'ordinaire  l'égalité  par  la 
signe  »)  (peut-être  un  le,  première  lettre  du  mot  eequatis). 
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binés  et  la  façon  dont  tls  sont  associés  :  l'édiGce  n'est  pas  plus  tdt 
constniit  que  nous  perdons  de  vue  l'agencement  des  matériaux  qui 
nous  ont  permis  de  l'obtenir;  et,  ainsi,  la  résolution  d'un  problème 
ne  nous  est  d'aucun  profit  pour  celte  des  problèmes  suivants.  En 
analysant  cette  faiblesse  de  l'aritbmélique  nous  voyons  comment 
il  convient  d'y  remédier.  Pourquoi  ne  ferions-nous  pas.  avant 
même  de  donner  aux  nombres  sur  lesquels  nous  opérons  des  va- 
leurs  déterminées,  une  élude  lormclle  et  a  priori  des  dilTérentes 
coiubinaisoiis  qu'engendrent  nos  opérations?  Nous  savons  que  ces 
combinaisons  sont  susceptibles  d'être  obtenues  de  plusienrs  ma- 
nières (l'ordre  des  opérations  elTeituées  pouvant  être  modifié).  Il 
serait  dès  lors  fort  utile  de  savoir  à  tavance  quelle  est,  parmi  les 
dtfTérentes  formes  d'une  même  combinaison,  celle  qui  sera  le  plus 
lacile  à  calculer.  D'ailleurs  telle  forme  avantageuse  dans  un  pro- 
blème le  sera  moins  dans  un  autre.  D'où  l'intérêt  d'une  étude 
systématique  déterminant  les  diverses  transformations  auxquelles 
se  prêtent  les  combinaisons  d'opérations.  U  conviendra,  en  outre, 
de  nous  mettre  en  mesure  d'effectuer  h,  première  demande  les  trans- 
formations utiles,  en  en  déQnîssant  le  mécanisme  par  des  formules 
immédiatement  applicables. 

369.  —  Nous  connaissons  déjh,  remarquons-le,  de  telles  for- 
mules de  transformation  :  celles,  par  exem|>le,  i|ui  expriment  les 
premières  propriétés  des  opérations  fondamentales  (associa ti vite, 
commutativité,  distribntivité).  Ainsi  les  égalités 

a-i-(»  =  6-t-a,     ax6  =  6Xn,     aX  (b -h  r)  =  a  X  b-hax  e.  cic. 

délinisaent  <lrs  transformations  qui  restent  légitimes  quelles  que 
soient  les  valeurs  numériqius  fiijurées  par  les  lettres  a,  h,  c  [la  com- 
binaison a  -H  6  est  toujours  ÉquivalonLc  h  la  combinaison  b  -h  a, 
la  combinaison  a  X  bh]a  cunibin  oison  b  x  a,  etc.].  En  associant 
ces  égalités  nous  obtiendrons  de  nouvelles  transformations  s'expri- 
mant  par  autant  de  formules  que  l'on  np|>etle  »  formules  algé- 
briiiues  ». 

Ces  premières  «  formules  «  —  j'entends  premières  en  simpli- 
cité, non  en  date,  car  on  n'éprouva  |)oint  tout  de  suite  le  besoin 
de  les  écrire  explicitement  —  ces  premières  formules  mettent  en 

Dooraoui.  —  U*  Princip»  ik  l'AuljM  mithèmillque  i8 
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évidence  les  caractères  fondameataux  que  nous  letrouvoas  dans 
tout«s  les  autres. 

Premier  caraclâre  :  les  rormules  de  l'Eilg^bre,  depuis  François 
Viùte  ('),  portent  d'ordinaire  sur  des  lettres,  et  c'est  ainsi  qu'elles 
fournissent  à  l'avance  des  règles  invariables,  applicables  k  une 
infinité  de  questions  :  autant  de  valeurs  dlQërentes  on  donne  aux 
lettres,  autant  l'on  a  de  problèmes  pour  lesquels  vaut  la  même 
règle. 

Second  caractère  fondamental  :  l'analogie  que  l'algèbre  établit 
entre  les  nombies  fournis  par  des  problèmes  ditTérents  est  une  ana- 
logie de  structure.  Imaginons,  por  exemple,  que  deux  questions 
fassent  intervenir,  chacune,  une  quantité  (')  débnie  comme  pro- 
duit d'une  somme  de  deux  nombivs  par  le  carré  d'un  troisième  : 
l'algèbre  notera  cette  ressemblance  en  écrivant  les  deux  quantités 
sous  la  même  forme  :  [a  +  b)  x  c'  ou  (')  (n  -t-  fc) .  c'.  et  elle  ne  se 
préoccupera  pas  de  savoir  si  les  va/<purs  des  nombres  a,  b,c  dillërent 
d'une  quantité  à  l'autre. 

Noua  découvrons  ainsi  l'un  des  principaux  secrets  de  l'algèbre, 
secret  bien  simple,  mais  dont  encore  il  fallait  s'aviser  :  Vaigèbre, 
en  principe,  n'ejfenliie  pas  les  opéralioiis  :  supposons,  par  exemple, 
qu'elle  ait  à  parler  de  la  somme  de  n  et  de  b  :  au  lieu  de  calculer 
cette  somme  ou  de  la  désigner  par  une  lettre  a,  elle  écrit  a  +  b 
ou  (a  ■+-  b)  et  ne  cherche  pas  plus  loin.  Dès  loi-s,  dans  une  formule 
algébrique,  la  structure  ou  compotilioii  des  nombres  apparaît  tou- 
jours. Cela  permet  de  voir  du  premier  coup  d'œil  la  connexion 
qu'il  y  a  entre  une  formule  et  tels  ou  tels  problèmes,  différents 
par  les  nombres  qui  y  figurent,  mais  semblables  parles  opéi-ations 
qui  y  interviennent.  D'autre  |>art.  ta  foimnle  est  toujours  prèle  à 
Nubir  immédiatement  de  nouvelles  transformations. 


{')  En  établissant  une  dislinction  systématique  entre  la  logittiea  nume- 
roaa  {calcul  nuinériquel  et  la  logUtiea  speciosa  (calcul  portant  sur  de* 
lettres),  Viète  constitue  l'algèbre  moderne  en  science  aulonomo.  jCf  le 
Couri  mathématiqut  d'lli:nicaNE,  t.  II,  ilil->  où  les  deux-  alftibrea  sont 
appelées  :  algèbre  nûoibreuse  (.'t  algèbre  apicieuse].  Sur  les  symboles  litté- 
raux en  algèbre,  voir  aussi  p.  a8i,  note  i  et  n"  aSo. 

l'j  J'entends  ici  par  le  mot  ■  quantité  •:  trésuUal  d'un*  opéraiiont,  ou  : 
1  meaurt  d'une  grandeur,  affectée  du  signe  +  ou  —  s,  par  conséquent  ; 
t  nombre  retalif  «.  Voir  aussi  infra,  a^Zo-,' 

l 'l  Voir  sur  ces  signes,  le  Prem.  liv,,  cb.  I.  |  3. 
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370.  —  En  dérinilive.  l'algèbre  est  une  Règle  {Itegtila,  disateot 
les  algùbriatGS  de  la  Renaissance,  Ars  cerlis  lei/ibm  et  jirœceplU 
eonUiita,  disait  un  commentateur  de  Desairtes  (')  )  :  c'est  la  règle, 
ou,  plus  eADCtentenl,  l'ensemble  des  règles  d'après  lesqtieties  on 
ell'ectuecertoincs  transforma  tionsouconibinaisonsdites  algébriques; 
en  général,  ces  combinaisons  sont  celles  (]ue  définiasent  les  opéra- 
nilions  fondanicnlales  de  l'ariUiinétique:  mais  rien  ne  nous  interdi- 
rait d'en  imaginer  d'antres  (ride  infra,  cliap.  t,  $  I), 

Ajoutons  que,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut  (266)  les 
r^28  de  l'algèbre  visent  h  devenir  mécaniques,  c'est-à-dire  ap- 
plicables  par  tous  et  toujours,  sans  intervention  de  l'intelligence. 
C'est  pourquoi  Descaries  te  croit  autorisé  h  nous  donner  les  pré- 
ceptes de  son  algèbre  sous  forme  de  commandements,  sans  les 
expliquer,  sans  noua  demander  de  refaire  l'elTort  intetlecluel  qu'il 
a  lui-même  accompli  une  fois  pour  toutes  et  pour  tous  les  hommes  : 
a  L'addition,  dit'il  ('),  se  fait  par  le  signe  -h  ...  Comme  pour 
ajouter  ak  i>,  j'écris  n  -t-  b.  La  sousti-aclion  se  fait  par  le  signe  — . 
Comme  pour  soustraire  a  de  b,  j'écris  b  —  a.  S'il  est  question 
de  multiplier  des  lettres  l'une  par  l'autre,  il  les  faut  joindre 
ensemble,  etc.  ». 

Il  ne  faut  toutefois  yms  conclure  de  \h  que  l'algèbre  soit  une  règle 
aveugle  :  c'est  un  art  qui  exî^^e,  chez  celui  qui  l'exerce,  de  ^adresse 
et  du  savoir  faire.  En  cITet,  parmi  toutes  les  transformations  pos- 
sibles dune  formule,  l'algébriste  doit  choisir  celle  qui  est  appropriée 
au  calcul  qu'il  entreprend  ('),  et  11  peut  faire  ce  choix  plus  au  moins 
pertinemment.  Pour  résoudre  une  équation,  dit  l'Indien  Ithaakara, 
«  on  iiréjiare  ailroilemenl  deux  membres  en  équilibre,  en  ajoutant, 
retranchant,  multipliant  ou  divisant  »  (*)  :  la  règle  n'en  dit  pas  plus 
long  :  i  l'algébriste  de  voir  par  lui-même  comment  il  apprêtera  son 
équation  ('). 

(■)  Erasmivs  Bahtholinus  dana  son  Epitre  Dédicatoiro  de  l'édition 
lalioe  de  la  Géomélrie  (vide  tnfra,  p.  ■!81,  note  i\. 

I',  Calcul  dt  Montitur  Deêcarlta,  Œw.  le  Descarlea,  t.  X  {vide  infra, 
A.  m).  —  Cf.  le  Cours  malhimathique  d'HERicoHE  cité  ci-dessus. 

("l  Excogilanda  ab  artifice  —  dit  Viête  {De  rtcognîtiorte  aquationum 
ap.  Optra MaAem,.heyde,  18.^6,  p.  r,3i — et  lendanda,  quae  tuo  fini  magis 
inttrvire  ranjicitt  figmenia. 

{*)  Cité  par  RoDF.T,  Journal  asiatique,  t.  XI,  1178,  p.  17. 

\'l  L'apprit  de  l'équation  (De  emendatii>n«  aequationum)  joue  un  grand 
«Aie  dam  l'slgèbre  de  Viète.  Cet  apprit  se  tait  su  moyen  de  i  Iranaforma- 
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371.  —  ^o US  comprenons  maintenant  quelles  sont  les  conditions 
auxquelles  il  faut  satisfaii-e  pour  être  un  habile  algébriste.  H  Taut 
savoir  oublier  la  ai^niiicalion  des  éléments  combinés  pour  ne  plus 
Taiie  allcntion  qu'uu  mécanisme  de  la  combinaison.  Il  luut  consi- 
dérer les  formules  comme  des  assemblages,  que  ion  retourne  en 
tous  sens,  que  l'on  compose  el  décompose  de  toutes  les  manières 
—  par  la  iljehr,  par  la  moukabalah  ou  d'autres  procédés  —  afin  de 
faire  apparaître  de  nouvelles  combinaisons  intéressantes.  L'algé- 
briste  jongle  avec  les  formules  ;  il  les  triture,  il  les  pulvérise,  sui- 
vant l'Iieureuse  expression  employée  par  Brahmagoupla  pour  dési- 
gner une  méUiode  fondamentale  de  son  algèbre  :  «  celui  qui  con- 
«  naîtra  l'usage  de  la  mélliodc  pulvérisatiice,  des  chiffres,  des 
(I  quantités  négatives  et  |>ositives,  de  l'élimination  du  terme  moyen 
a  [irwis/ormation  utilisée  doits  la  Uiéorie  des  équations],  des  sym- 
«  bolea  et  expressions  [algébriques],  celui  là,  dit  Brahmagoupta, 
a  deviendra  un  maître  parmi  les  savants  (')  ». 

372.  —  Ces  remarques  nous  expliquent  l'histoire  de  l'algùbro. 
Les  savants  grecs  ne  pouvaient  pas  être  de  bons  algébristes  :  ils 
prétendaient,  en  elTet,  saisir  par  l'intuition,  voir  d'une  vue  iatel- 
icctuclle  directe,  des  ^tres  mathématiques  aussi  réels  ou  plus  réels 
que  les  objets  sensibles  (n°  1  )  ;  comment,  dès  lors,  auraient-ils 
pu  négliger  ces  ôlrcs  [larfaits,  et  faire  table  rase  de  la  réalité  i>our 
y  substituer  d«s  symboles?  Les  promoteurs  de  l'algèbre  lurent,  en 
Cîrèce.  ces  iogisticiens  ou  calculateurs,  que  Platon  mettait  au  ban 
delà  science  {saitm,  n*  1  et  p.  tai.  note  1},  et  l'une  des  princi- 
pales innovations  de  l'Alexandrin  Diophante  —  en  qui  l'on  veut 
voir  le  premier  algèbrîste  —  consista  simplement  à  appeler  arithmé- 
tique ce  que  l'on  prenait  avant  lui  \>anr  de  la  logistique  ('). 

lioM  •  telle  que  Vtxpurgatio,  la  trantmutatio,  l'aruutrophe,  i'antilhetit,  etc. 
Mais  les  Ira  ns  formation  s  de  Viète  sont  en  gcni  rai  fonJces  sur  dei  conti- 
dcrations  géométrique*  qui  devraient  reiter  étrangères  il'alicébriste  {vide 

(')  CoLEBRooKE  iAlgel>ra  from  Me  tanscril  of  Brahmagupta  and 
Btioêttara,  :fli7,  p.  I'.!."i!, 

{■)  0  II  a,  dit  Paul  Tanmebv  [La  Giomitrie  grecque,  iRHS,  p.  ho\  inti- 
tula Bon  ouvrage  'A5^l)^r,Tiïi,  alon  que  la  matiire  en  avait  été  juiqu'à 
lui  considérée  comme  appartenant  à  la  logistique.  Cette  innovation  est 
plus  qu'une  simple  affaire  de  mots  ;  elle  révèle  le  sentiment  très  juste 
que  la  matière  dont  il  s'agit  appartient  à  la  science  abstraite  el  primor- 
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Ati  rebours  des  savants  grecs,  les  Hindous  furent  avant  tout  des 
calcidotcurs  (').  Esprits  pratiques,  ils  ne  se  préoccupaient  point  de 
rendre  leurs  lliéories  rigoureuses  et  belles.  Il  n'y  a  pas  même  cliez 
eux  de  ibéorie  scientifique  à  proprement  parler,  mais  seulement 
des  rèjfles,  formulées  en  vers,  le  plus  souvent,  et  sans  démonslra- 
lion.  «  Dis-moi  ['').  chère  et  belle  Lilavati  —  ainsi  s'exprime 
Bhaskara  —  toi  qui  as  les  yeux  comme  ceux  du  faon,  dis-moi  quel 
est  le  résultat  de  la  multiplication,  etc.  ».  Et  la  réponse  suit. 
Bhaskara  nous  donne,  sur  ce  ton.  un  ensemble  de  règles,  qui 
constituent  <•  une  facile  méthode  do  calcul,  charmante  par  son  élé- 
gance, claire,  concise,  douce,  correcte,  agréable  à  apprendre  ». — 
Un  recueil  de  recettes  et  de  formules,  voilik  donc  ce  qu'est  la 
science  pour  les  Hindous;  c'est  pourquoi  ils  furent  de  grands 
algébristesC). 

diale  et  non  pus  ù  iiuo  science  appliqués  et  concrète  n.  —  Selon  une 
remarque  iJo  IIameel  |Zur  Gesch.  d.  Malhtm.  in  AUertum  u.  Minu- 
latler,  Leipzig.  1N7.V.  le  but  de  Diophakte  était  moins  d'enseigner  dei 
mélhodes  que  d'obtenir  une  colleclion  de  léiutlats.  Par  là.  le  point 
de  vue  du  snvant  alexandrin  ac  trouvait  fart  éluigné  du  point  de  vue  de 
l'algèbre  moJiTne  que  noui  venons  de  chercher  à  définir,  —  Il  y  a  pareil- 
lement (quoique  pour  d'autres  raisons)  diverjrcnco  absolue  de  tendances 
entre  raigèbrc  moderne  et  celte  partie  de  la  géométrie  i;Tecque  que  l'on 
a  souvent  appelée  algèbre  géométrique  {vide  infra,  le  chnpitre  m  de  ce 
Deuxième  Livre). 

1')  Ln  science  hindoue  subit-elle  indirectement  des  influences  grecques? 
C'est  là  une  question  obscure  que  nous  ne  saurions  trancher  ;  il  est  fort 
possible  que   l'on   ait  eu    aux   Indes   quelques    échos   des    travaux   de 

DiOPHANTE. 

(')  CoLEBnpoKE,  op.  cit.  'supra  p.  276,  note  1),  p.  6.  Le  traité  intitulé 
Lilavati  (La  charmante)  est  dédie   h   une   femme  à   laquelle  Bhaskaha 

(^j  C'est  ici  le  lieu  de  f.iire  une  remarque  importante.  L'algèbre  des 
Hindous  et  de  leurs  continuateurs,  les  Arabes,  n'i-st  point  une  algèbre 
spéiieiise  au  sen^  do  Vièle  ;  je  veux  dire  que  dans  cette  algèbr-  les 
nombres  ne  sont  point  syjtéjnatiquement  remplacés  par  des  lettres.  Ce 
caractère  de  la  science  liindouc.est  souligné  par  les  hislort-ns  des  mathé- 
matiques qui  veulent  voir  dans  l'emploi  des  symboles  littéraux  une  con- 
dition essentielle  de  l'algèbre  [cl.  Nessglmann.  Geack.  d.  Algebra  d. 
Griechen,  passim:  voir  aussi  Heath.  Diophantus  of  Alej'andria,  Cam- 
bridge, i(|in,  p.  i)|].  Nous  croyons  cependant  que  l'absence  des  for- 
mules iiltûratcs  n'empêche  pas  la  science  hindoue  de  manites'er  à  un 
haut  degré  lei  tendances  pnr  lesquelles  nous  avons  défini  plus  haut 
l'cspril  alg  bristc.  Aussi  bien  ne  faudra! t-il  pas  exa<CL'rer  l'importance  detf 
services  rendus  par  les  l'jltres  dans  le  calcul.  On  peut  fort  bien  établir 
los  formul  s  générales  de  l'algèbre  lors  même  qu'on  remplace  les  lettres 
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Lorsqu'au  début  de  la  Renaissance,  les  tendances  pratiques  et 
utilitaires  s'allièrent  k  de  solides  études  théoriques,  Talgèbre  prit 
défini live ment  son  essor  [nous  reviendrons  longuement  sur  celle 
époque  au  rhapilre  m].  Cependant  bien  des  atgébristes  du  nvi"  et 
du  xvn*  siècle  se  trouvent  encore  gênés  par  les  habitudes  d'esprit 
qu'ils  tiennent  de  la  tradition  grecque.  C'est  le  cas  du  grand  mnllté- 
maticien  vendéen,  François  Viète  (lô^o-ifioS).  à  qui  l'algèbre  doit 
tant  par  ailleurs,  et  qui  Dpérii,  dans  la  tecliniqiie  même  de  cette 
science,  les  plus  heureuses  réformes  (').  Les  lo'ns  de  passe-passe 
des  algébrtsLes  hindous  eussent  été  pour  Viète  des  non-sens,  car  il 
oe  pouvait  pas  raisonner  sur  les  grandeurs  sans  se  les  représenter  ('). 
Il  ne  combine  que  des  objets  de  même  espèce  (des  hrimoghies)  et, 
suivant  la  tradition  diophantine,  il  s'interdit  de  voir  dans  les  quan- 
tités négatives  autrechose  que  des  grandeurs  retranchées  {riile  127). 
Il  se  croit  donc  obligé  de  distinguer,  et  de  traiter  l'un  après  l'autre, 
une  longue  suite  de  problèmes  qui  ne  diflîrent  que  par  leur  inter- 
prétation concrète  et  ne  feroient  qu'un  pour  un  algébristc  mo- 
derne. 

273.  —  En  somme,  aux  premiers  temps  do  l'algèbre,  ceux  qui 
ont  réussi  dans  cette  science  sont  ceux  qui  n'avalent  pas  de  scni- 
pulea  théoriques.  Il  fallait  en  être  dépourvu,  par  exemple,  pour  se 
permettre  d'o|)éi'cr  sur  des  quantités  inconnues  exactement  comme 
si  elles  étaient  connues.  Or  c'est  là  l'une  des  caractéristiques  et, 
pour  beaucoup  de  savante,  la  caractéristique  principale  de  l'algèbre. 

Avec  l'assistance  de  Dieu  —  ainsi  débute  l'algèbre  d'Omar  al— 
Khayyam  {')  —  et  avec  son  concours  précieux,  je  dis  :  u  L'al- 
n  gèbre  est  un  art  scientifique.  Son  objet,  ce  sont  le  nombre 
u  absolu  et  les  grandeurs  mesurables,  étant  inconnus  mais  rap- 
V  portés  à  quelque  chose  de  connu,  de  manière  à  pouvoir  Sire 
«  déterminés;    les  choses   connues   sont  des   quantités    ou   des 

par  des  nombres  ordinaires,  à  condition  que  l'on  no  tasse  et  t,  à  aucun 
moment  de  la  dfinonalration,  des  vateurs  particulières  de  ces  nombre*. 
C'est  ainsi  que  procède  encore  Pascal  au  xvii*  siiclc. 

(')  Vide  tupra,  n"  a6g. 

[')  Les  symboles  sont  pour  Viète  les  formes  de  choses  rccllei  \rtrun% 
formae). 

(')  h  Algèbre  d'Omar  Alkkayijami,  traduct.  Wœpcke,  Berlin,  i8.ii,  p.  5. 
Khayjram  mourut  à  Bagdad  en  uar  —  Ct.  n"  4n- 
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«  rapports  individDelleinent  (lél«rmîn^  (tio/r  n"  07)  ainsi  qu'on 
■  le  reconnall  en  les  examinant  atlentivement  ;  ce  qDon  cherche 
«  dans  cet  art,  ce  sont  les  relations  qnt  joignent  les  donn^  da 
«  problème  i  r(înoDOnue].  qui  de  la  manière  susdite  forme  l'objet 
«  de  l'algèbre  (')  b. 

Supposons,  par  exemple,  qne  l'on  aacbe  que  le  nombre  2,  moins  te 
triple  d'une  quantité  iotjonnue,  égale  celte  même  quantité,  plus  te 
nombre  7  :  nous  désignerons  la  quantité  inconnue  par  la  lettre  x, 
et  nous  écrirons  l'égalité  [équalion) 

a  —  3.a:  =  3r-|-7- 
4 

Ajoutons,  de  part  et  d'autre  du  signe  =,  une  mdme  quantité 


3       5 

d'où,  «n  divisant  |*ar  ^,  la  valeur  de  x;  x  ^=  —ë- 

Pour  atteindre  ce  résultat,  qtii  paraît  aujourd'hui  si  élémentaire, 
le  géomètre  ou  le  pur  arithméticien  prend  des  voies  détournées; 
comment  poiirrait-îl,  en  elTet,  introduire  de  but  en  blanc  dans  ses 
raisonnements  la  soustraction,  ou  la  division  par  k .  d'une  quantité 
qui  n'est  pas  connue?  Au  regard  de  l'intuition  une  semblable  opéra- 
tion n'a  pas  de  sens.  L'algébriste,  lui,  ne  s'embarrasse  pas  ponr  sî 
peu  ('),  et  il  parvient  instantanément  à  la  solution  du  problème. 


L'olgâLre  —  dit  pluB  rapidement  Héricone  {Cours  maOtématique, 
tS%i)  —  est  l'art  de  trouver  la  f^nadeur  inconnue  en  la  prenant 
le  ù  «Ile  était  connue  tt  trouvant  l'égalité  entre  elle  et  les  longueurs 


I')  Ainn  JoaAHNKa  Wicmanti  (fotr  la  noie  »uiivinle)  ne  se  gène  pas 
p*w  additioninr  de»  œufs  avec  dn  denren,  TÎolant  aînii  le  premier  prin- 
cipe de  l'Arithmêlique.  Voiri  comment  il  s'exprime  (Cantoh,  VorUa, 
t.  II,  p.  aîo)  :  Ejfna-  hal  kaufft  fi  Eytr  —  s  &  pro  ^  S  +  i  «/.  Na  iatdie 
frag  wie  kupt  ein  tg.  —  Addir  die  geminderie  Zat  der  ^  zu  der  jwgeUglen 
Zal  der  3-  Und  MfrfroAir  die  sat  de»  dingtte  [iiumtrme-,  re»,  Ding]  twn  der 
andtrn  tal  yrêa  glegektn.  Und  dividir  die  Ùberige  xal  der  ^  mil  der  Ubrige 
tal  der  g^aufflen  war,  und  der  eelbige  teylung  quocitnt  berieht  die  frag. 
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274.  — (I  II  csl  d'habitude,  chez  les  algébristes,  — ainsi  poursuit 
«  l'algèbrede  Khavjam  —  de  nommerdans  leur  art  l'inconnue  qu'on 
«se  propose  de  déterminer  :  chose».  —  Cette  habitude  se  conserva 
longtemps.  L'algèbre  fut  la  Hèyle  de  la  chose  [Regola  délia  casa, 
«n  italien),  et  il  y  eut  en  Allemagne  une  école  d'algébristes  que  l'on 
appella  Cossîxles  {').  En  latin,  l'inconnue  était  souvent  désignée 
par  le  mot»  radix  »  etson  carré  par  le  mot  «ce/isiw»  {').  ,Vinsi,dans 
les  relations  où  figurent  l'inconnue  et  son  carré  ((!i/u<i//on5  f/u^eco/KJ 
degré,  vide  in/ra,  S  lî  ;  les  premiers  algébristcs  ne  dépassèrent 
pas  ce  degré),  on  dislingue  trois  sortes  de  nombres  :  radix,  census, 
numeri  simplices  (nombres  ordinaires,  connus).  Quelle  différence 
d'espèce  y  a-t-il  entre  ces  nombres?  C'est  là  une  question  que 
l'algébrisle  conséquent  avec  lui-même  ne  se  posera  pas. 

276.  —  L'algèbre  ne  raisonne  pas  seulement  sur  des  quantités 
connues  et  des  quantités  inconnues;  elle  opère  également  sur  des 
quantités  variables  nu  indéterminées  [').  Et,  en  effet,  les  combi- 
naisons ou  transformations  (vide  S  3)  que  l'algèbre  fait  subir  à 
une  formule  où  entre  la  lettre  x  (telle  que  Z.a.x  ■+-  a),  sont  évi- 
demment indépendantes  de  la  valeur  donnée  à  x.  et  restent  par 
conséquent  valables  quelle  que  soit  la  valeur  {variable  indélermiuée) 
de  la  quantité  x  (cf.  n"  269). 

D'ailleurs,  dans  une  formule  telle  que  i.a.x  ■+■  a,  il  est  toujours 
permis  de  supposer  que  la  lettre  a  tient  ta  place  d'une  quantité  déler- 
minéeC")  par  exemple  une  longueur  physique  que  l'on  est  K  chaque 
instantenétat  de  mesurer)  tandisque^cesl  une  t<arfci6/e  (par  exemple, 
la  distance  de  la  terre  au  soleil  qui  n'est  ni  mesurable,  ni  fixe). 
Pour  les  opposer  aux  variables,  on  dit  que  les  quantités  déter- 
minées mai  fixes  nu  constantes. 

276.  —  La  distinction  des  connues  et  des  inconnues,  desdéter- 


l'i  Le  premivt  Cossislc  qui  ait  laissé  un  nom  est  Johaknes  Widjiakn 
d'Eger  (magister  de  l'université  de  Leipzig.  ti\,Ki),  auteur  d'un  ouvrage 
intitulé  :  BehtntU  undhultiche  Rechnung  au/  alUn  Kau/fmamttchaft,  Leipzig, 

{'l  Cas  locutions  eonl  employées  dans  les  traductions  latines  de  l'algèbre 
de  Khwarizmi  [Vide  supra,  n"  267).  Voir  en  particulier  la  traduction 
publiée  par  Lisni  {Hitt.  dea  te.  math,  en  IbUie,  t.  I,  ifl38,  pp.  a53-54). 

(■'1  rXfiOiî  noviouiv  iùpioTiv,  dit  Diofhante. 
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minées  et  des  indélerminées,  des  iixes  et  des  variables,  est  essen- 
tielle è  qui  se  préoccupe  d'interpréter,  par  la  géométrie  ou  d'une 
autre  manière,  les  résultats  de  l'algèbre.  Mais  à  l'algébriste  pro- 
prement dit,  nous  ne  saurions  trop  le  répéter,  la  nature  des  sym- 
boles qu'il  manie  doit  rester  indifTérenle  (').  Plus  le  mécanisme 
combinatoire  qu'est  Talgibre  saura  s'abstraire  de  tn  idéalité,  plus  il 
étendra  sa  portée  et  son  cbamp  d'application .  Une  mélbode  imi- 
verselle,  une  clef  de  toutes  les  sciences,  voilîi  ce  que,  depuis  le 
moine  espagnol  Raimond  Lullc  (xiii*  siècle),  toute  une  génération 
de  philosophes  rêvait  de  constituer.  Et,  si  ces  philosophes  ont  été 
pourla  plupart  de  médiocres  mathématiciens,  ils  n'eu  sont  pas  moins 
guidés  par  le  principe  même  d'oii  procède  l'algèbre.  Celle  dernière 

I*)  C'eat  faul«  d'avoir  ndopté  Iranchement  cette  attitude  que  let  algi- 
briitcs  turent  longtemps  relanUs  dnns  leur  marche  en  avnnt.  L'iiistoire 
du  symbolisme  algébrique  noui  en  fournit  la  preuve.  On  g'babitua  faci- 
lement à  repréiienter  les  indéterminées  ou  le»  variables  par  des  lettres  (les 
lettres  tenant  ainii  la  plnco  de  nombres  dont  on  ne  connatt  pa»  la  valeur). 
Mais  n'était-ce  pas  pêcher  contre  le  Lon-«eat  que  de  figurer  par  des  lettres 
les  quantités  dont  on  pouvait  écrire  directement  la  valeur  numérique  ? 
Vièle  eut  le  grand  mérite  de  comprendre  le  grand  avantage  que  prétente, 
en  ce  cas  encore,  l'usage  des  signes  littoraux  (voir  cependant,  p.  384, 
note  i)  :  en  ne  déterminant  pas  tout  de  suite  les  valeun  des  quanliUt 
atnnueê,  on  obtient  des  formules  qui  sont  applicables  quelles  que 
soienL  les  valeurs  (déterminées)  que  l'on  donne  ultérieurement  à  ces 
quanlilés  dam  tel  ou  tel  problème  particulier.  On  appréciera  l'im- 
portance de  ces  formules  uii  ent.e  une  pluralité  d'indéUrminief,  si 
l'on  songe  qu'avant  Vièto  c'est  à  peine  si  l'on  pouvait  considérer  si- 
multanément, dans  un  calcul,  plusieurs  quantités  inconnues  :  pour 
y  parvenir,  Stevin  devait  adjoindre  aux  signes  Tiguranl  les  puissances 
successive*  de  l'inconnue  jigTiet  1,  2.  8,  ...  ou    1),   %,  l^,...]  les  mois 

seeunda,    tertia,    ...    (ou,    en    abrégé,    sec.,   ter )    indiquant    qu'il    est 

question  d  s  pui3Banco*d'une»<cond<oud'une/roiji^meinconnue.  Il  écrivait 
mple'of.  Zeuthek,  Geadi.  dtsMath.i.xyt*  u,  itvii*  Jahrh.,  p.  gb]  : 
taec  CD  tant  égales  à  i  (î)  M  etc.  ili  +  queli/ues  i ,  co  qui  siffle  ! 
a  première»  puissances  de  la  première  inconnue  [c'est-à-dire  :  un  mul- 
tiple déterminé  de  la  première  puissance  d'une  inconnue  y,  ou,  si  nous  adop- 
tons le  symbolisme  de  Viète  ;  le  produit  a. y,  dans  lequel  a  désigne  un 
nombre  déterminé  quelconque]  ég^nl  la  première  inconnue  (soit  x]  multi- 
pliée par  la  seconde  incormue  'y  ,  plus  quelques  x'  (ou  i.i',  h  étant  un 
nombre  déterminé]  :  nous  écririons  aujourd'hui  tout  simplement  : 

a. y  =  i.y  -H  h.x'. 
Lorsqu'ils  considéraient  plusieurs  inconnueii  simullanémeni,  les  Hindous 
lis  distinguaient  parfois  en   figurant  leurs  puissances  avec  des  couleurs 
différente*. 
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D'a-t-elle  pas  été  a|>[)clée  .4  Tsmur/na  comme  l'Art  de  Kaimond  Lulle 
(art  par  «xcelleacc,  arliiun  ors)?  L'idée  d'uae  langue  algébrique 
universelle  (')  liante  les  csprila  jusqu'à  la  fin  du  xvu*  siècle  (elle 
n'a  point  disjiaru  de  nos  Jouis),  et  le  grand  algébriste  Leibniz  s'en 
est  continuellement  inspiré  :  l'Algèbre  —  qu'il  préférait  appeler 
An  ou  Sy/ilfièse  combinaloire  —  est  selon  lui  une  caractéristique 
universelle  (•<  qiae  aijil  île  calcula  in  tmivergum  n),  c'est-it-dire  un 
langage  symbolique  permettant  de  réduire  tous  les  raisonncmenls  à 
des  cooibinaisoDS  de  formules  (dans  lesquelles  pourront  d'ailleurs 
intervenir  d  autres  opérations  que  celles  de  l'Arithmétique).  «<  On 
n'a  plus,  dit  M.  CouUirat  ('),  à  faire  attention  au  contenu  réel  des 
idées  et  des  propositions  ;  il  suffit  de  les  combiner  et  de  les  trans- 
former suivant  des  règles  algébriques  u.  Ce  serait  —  si  ce  [rauvoit 
être  —  le  triomphe  du  mécanisme  intellectuel. 

277.  —  Mois  bornons  notre  ambition,  et  contentons- nous  de 
faire  connatlre,  dans  l'esprit  que  nous  avons  cherché  k  définir,  les 
règles  et  les  formules  de  l'algèbre  élémentaire.  Pour  bien  mettre 
en  évidence  le  mécanisme  et  la  souplesse  de  ces  formules  tout  en 
respectant  les  exigences  de  U  rigueur  logique  dont  lioua  ne 
saurions  faire,  nous  modernes,  aussi  bon  marché  que  les  Hindous, 
nous  présenterons  tout  de  suite  les  règles  de  l'algèbre  sous  la  forme 
qu'on  a  coutume  de  leur  donner  aujourd'hui.  Cependant  nous  ne 
devrons  pas  oublier  que,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut, 
l'algèbre  ne  parvint  qu'après  une  longue  élaboration  ii  cette  sim- 
plicité, et  surtout  k  ce  degré  d'abstraction,  qui  frappent  tant  le 
lecteur  des  ouvrages  modernes.  La  conception  géométrique  de 
l'algèbre  en  )>articulier,  fut  un  înlermédiairc  nécessaire  (voir  n*  373 
cl  chap.  11I>  S  ■)  enli-eleerèglesde  calcul  des  Hindous  et  le  symbo- 
lisme abstrait  de  notre  époque.  Nous  reviendrons  longuement  au 
chapitre  ni  sur  cette  conception  et  sur  le  travail  de  mite  au 
|M)int  qu'elle  permit  d'accomplir  en  algèbre  au  xtii*  siècle. 

(■j  t  Polygrapliia  not^  el  unii/ertali»  ex  combinaloria  arle  dUeelat,  ■  An 
signorum,  vulgo  ehara'Ur  univtnalU  et  lingua  pltiheopliica  ■  diieot  les 
tit'csdcdcux  ouvraftes  (de  KmcREn  et  Dalcarno)  paru»  en  i66Set  i66i. 

1*1  La  hgique  de  Leibnii,  p.  lot. 


.y  Google 


ij.m  ET  Exi>itEssio:is  alckukiqles 


J.  —  Symboles  et  expressions  algébriques. 

378.  —  L'algéhrisle,  avons-notis  dil,  étiiJîe  len  assemblages  que 
l'on  peut  former  avec  des  nombres  relatifs,  ces  nombres  élant 
cunniis  ou  inconnus,  fixes  ou  variables,  rcpré^enlos  par  des  lettres 
ou  ()ar  des  cbilTres,  et  reliés  |»ar  des  signes  opératoires  convenus. 
—  Les  assemblages  do  lalgèbro  étant,  construits  de  toutes  pièces, 
rien  ne  nous  enipècbe  n  priori  d'en  imuginor  autant  qn'il  nous 
pbiraenci-éflntdc  nouveaux  signes  opératoires  (cf.  270)  ;  co|>endanl 
nous  n'userons  )his,  pour  le  moment,  de  celle  liberté;  nous  nous 
contenterons  d'étudier  les  combinaisons  formées  par  le  moyen  des 
opérations  arithmétiques  fonda  mentales,  combinaisons  que  nous 
conviendrons  de  nommer  «  exprcxxhns  alt/éhrir/ne.t  ». 

379.  —  Nous  appollei'ons  plus  particulièrement  «  expression  al- 
gébrique ralion/ieUe  a  tout  assemblage  de  symboles  algébriques  dans 
la  composition  duquel  n'entrent  que  des  additions,  des  soustractions, 
des  multiplications,  des  divisions,  ou  élévations  &  des  puissances 
entières.  Nous  avons  vu  que  moyennant  certaines  conventions 
les  cinq  opérations  énumérées  ci-dessus  peuvent  être  efIi»ctuéeB  sur 
des  nombres  relatifs  quelconques  ;  donc  lotUe  expression  algé- 
brique rationnelle,  composée  avec  des  nombres  relatifs,  représente 
un  nombre  relatif. 

Il  n'en  est  pas  nécessairement  de  mâme  des  expressions  algé* 
briques  non  ra^onnelles  (irrationnelles). 

Considérons,  par  exemple,  l'expression  y-^  a  dans  laquelle  n  est 
un  nomWe  positif;  cette  expression  ne  représente  aucim  nombre, 
car  il  n'existe  pas  de  nombre  dont  le  carré  soit  un  nombre 
négatif  (n'ISB). 

Cette  circonstance  —  iiolons-le  tout  de  suite  —  a  été  j>ouf  les 
premiers  algébristes  une  grande  source  de  diiricultés.  Nous  avons 
dit  en  effet  que  l'algébriste  de  profession  ne  craint  pas  de  raisonner 
sur  des  nombres  inconnus,  ou,  en  tout  cas.  Mir  des  nombres  dont 
il  oublie  momentanément  la  valeur.  Or,  s'il  fait  abstraction  de  la 
valeur  de  a,  il  i'jnore  si  le  symbole  ,' —  a  présente  ou  non  un  sens, 
et  il  n'a  point  de  raison  d'écarter  d'avance  ce  symbole.  Ainsi,  si 
l'on  n'y  prend  pas  garde,  l'algèbre  se  trouvera  déborder  hors  du 
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domaine  des  nombres  rcblifs  :  on  y  rencontrera  des  eiiprcssions 
qui  cesseront  occasionnellement  d'être  nombres  nu  le  redeviendront 
sans  que  rien  soit  changé  pour  ccin  à  leur  mécnnismc.  Le  innlhé- 
malicien  soucieux  de  rigueur  logiquo  ne  jieut  raisonner  sur  de 
semblables  expressions  sans  faire  à  leur  sujet  des  réserves  for- 
melles. Aussi  longtemps,  du  moins,  qne  la  Ibi^oiie  des  nombres 
imaginaires  n'est  point  constituée  (voir  cliap.  v,  S  à),  il  lui  faut 
exercer  un  contri>Iu  sur  les  calculs  où  entrent  des  racines  nlin  de 
teconnaitre  et  de  rejeter  les  formules  qui  ne  icprésr:itent  |>as  des 
nombres.  A  cette  restriction  près,  cependant,  les  expressions  irra- 
tionnelles se  prêteront  aussi  bien  que  les  rationnelles  à  la  combi- 
naison  algébrique. 

280.  Notations.  —  Noua  n'entreprendrons  point  de  faire  ici 
riiistoirc  des  notations  algébriques  ;  car  il  n'v  a  aucun  lion  direct 
entre  le  progrès  de  ces  notations  ut  les  [irincijws  tliéoriques  de 
l'algèbre.  Parmi  les  nombreux  systèmes  de  notations  qui  furent 
essayés,  l'un  [tau  à  peu  se  dégagea  cl  se  fixa  insensiblement  sous 
la  l'orme  que  nouslni  connaissons  nujourd'bui.  C'est  de  ce  système 
seul  qu'à  quelques  exceptions  près  nous  nous  occuperons. 

Suivant  la  notation  moderne,  une  expression  algébrique  se  com- 
pose de  lettres  et  de  nombres  aritliméliqncs,  reliés  par  les  signes +, 
— ,  X  (<"'  ■)■  ■  (''"  baire  de  fraction),  et  parfois  alTeclés  d'expo- 
sants entiers  ou  fractionnaires  (comme  dans  a").  I^s  lettres  sont 
prises  arbitrairement  dans  l'alpbabet  grec  ou  latin.  Cependant, 
même  pour  le  choix  des  lettres,  nous  ])Ouvons  adopter  certaines 
conventions  simples  qui  nous  aideront  à  nous  retrouver  <lans  nos 
formules.  C'est  ainsi  que.  depuis  Descartes  ('),  on  a  coutume  de 
repi-ésenter  par  les  dernières  lettres  de  l'alphabet  x,  y,  z,  ii.  v,  w 
les  nombres  inconnus  ou  variables  et  par  les  premières  letti'es 
a,  b,  c.  etc.,  les  nombres  connus  ou  déterminés. 

I')  Sur  l'algèbre  apicUuse,  voir  p.  njj,  note  i  et  a8i,  noto  i.  Penilaot 
longtemps  on  n'ogn  figurer  par  des  lettres  que  les  nombres  positifs  qui  teuli 
représentent  de  véritables  ^randt'ura.  Les  Cartisiens  Hvdde.,  De  reduelione 
aquationum,  16.Î7,  tmilé  inséré  dnn!  l'édition  latine  de  la  GéomitrU  ; 
Geomttria  à  Benato  DeacarUa,  -î*  éd..  t.  I,  Amsterdam,  i6.'i[il  furent  les 
premiers  a  déaif^ncr  indifféremment  par  des  symboles  littéraux  non 
«rifctés  de  dignes  (tels  que  a.  h,  c.  ....  x,  ,..)  des  nombres  pouvant  eiro  i 
volonté  positifs  ou  négatifs.  (CI.  Deux  Liv.,  ch.  iv,  $  't  . 
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Elaot  donnée  une  combinaison  d'opéralions,  les  propriétés  de 
celles-ci  (comiDutalivité,  associa livi lé,  etc.)  permettent  d'en  modifîer 
l'ordre  sans  altérer  la  valeur  de  l'expression  qu'elles  définissent. 
Aussi  une  expression  algébrique  peul-elle  être  écrite  de  plusieurs 
manières.  L'algébrisle,  dont  le  râle  consiste  h  retourner  les  for- 
mules en  tous  sens,  devra  dès  lors  se  demander  quelle  est,  pour 
telle  ou  telle  expression,  la  fornie  la  plus  avantageuse  et  commenton 
passera  rapidement  d'une  forme  à  une  autre.  Voici,  à  ce  sujel^ 
quelques  règles  universellement  adoptées  en  raison  de  leur 
commodité. 

281.  HonAmea  (').  —  On  appelle  morrâme  un  produit  de  nombres 
relatifs  dont  certains,  tout  au  moins,  sont  représentés  par  des 
lettres.  Comme  on  a  lo  droit  d'intervertir  les  facteurs,  on  convient 
de  placer  en  tête  du  monAme  tous  \es  fadeurs  ntimériqius  (facteurs 
qui  sont  donnés  sous  forme  de  nombres  ordinaires)  et  en  queue 
tous  les  fadeurs  représentés  par  des  lettres.  Ainsi  le  monôme 
5.0.  ( —  7) .  (i . (I  s'écrirn  :  5 . ( —  •j).a.b.a.  D'ailleurs,  on  a  l'ha- 
bitude de  réunir  en  une  seule  puissance  les  facteurs  égaux  (ainsia, 
dans  noire  exemple)  cl  d'elTectuer  la  multiplication  des  facteurs 
numériques  ;  en  sorte  que  le  monôme  défini  ci  dessus  s'écrira 
(—  35). a'. 6.  —  Ces  convenlinns  failcs  nous  remarquons  que 
nous  ne  donnons  lieu  h  aucune  confusion  sî  entre  deux  facteurs 
litléraui  quelconques  (facteurs  représentés  par  des  lettres),  ou  entre 
un  facteur  numérique  et  un  facteur  littéral,  nous  omettons  le 
signe  .  ou  X  -  Ainsi  nous  pouvons  convenir  d'écrire  ( —  35)a*6,  ou 
tout  simplement.  —  Sba'b  (voir,  sur  la  jiarenlhèse,  p.  1^6, 
note  a)  nu  lieu  de  ( —  35)  .a*  .h. 

liin  définitive,  donc,  tout  monAnie  sera  composé  de  trois  parties 
juxtaposées  :  i"  un  signe  (-+-  ou  — ,  le  signe  +  pouvant  être  sous- 
entendn);  :i°  un  nombre  arithmétique  ordinaire  (nombre  positif, 
rationnel  ou  irrationnel)  ;  3"  un  groupe  de  lettres  juxtaposées, 
qui  (leuvent  être  all'ectées  d'exposants  entiers,  el  dont  chacune  re- 
présente un  nombre  {élevé  éicntucllement  h  une  puissance  entifsre) 
lequel  nombre  est  facteur  du  monôme  (c'est-à  dire  facteur  du  pro- 
duit qui  constitue  le  monôme).  Par  exemple,  les  symboles 
3703;',      —  3a'tc' 

(')  Contraction  pour  mononome  (de  fiii'ii,  unique  et  dv->u7,  nom). 
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repl'élViilciil  des  iiioiiômes.  Si  le  nombre  miilinictiquc  rsl  ôgol  à 
l'unilé,  on  omet  de  l'écrire  {une  joit  a  =  a).  S'il  est  nul,  le 
raoQÔiue  est  nul  (o/oix  a^  o). 

L'ensemble  du  sij^ne  et  <lii  iioiithre  arilliin^tiqiie  coiislilueiil  un 
nomltrc  rclnlil'  ()iosilir  ou  lu-ijnlil')  qni  est  iipiHrIé  coefficient  (')  dn 
luonàme.  Le  gi'0'i|)c  de  Iftli-cs  est  1»  [mrtia  iittérale.  Le  8if:nc 
(»iignc  du  coelIicienL)  est  le  signe  dont  c»t  affecté  le  moniïiiic. 

Deux  iiionàmes  sont  dît  seinbUihles  lorsqu'ils  ne  diflÀrent 
que  [>ai'  li'urs  coelFicienls.  Leur  somme  ou  leur  dtlTérence  est 
alors  uii  Liionôine  semblable  h  ciiacui)  d'eux  nyai'l  |M)ur  coelli- 
cient  lu  somme  ou  la  dilTùrence  des  deux  coeflîcicnts.  Cbaquc  fois 
que,  dans  une  expiession,  se  trouvent  plusieurs  montâmes  sem- 
blables [Ktuvant  ëlre  ainsi  i-éunis  en  un  ))ar  addition  ou  soustrac- 
tion, on  ne  manquera  pas  de  les  réunir  en  cfTet;  cette  simplification 
s'appelle  t  réduction  des  termes  semblables  n. 

Un  inonAme  qui  n'aurait  pas  de  partie  littérale  serailun  nombre 
relatif  ordinaire.  Ainsi,  par  extension,  on  pourra  regarder  les 
nombres  relatifs  eux-mêmes  comme  des  monômes. 


383.  —  t'.cs  conventions  et  règles  posées,  noussommesen  droit  de 

considérer  loulc  expression  algébrique  comme  le  résultat  d'o|Térii- 

tions  etl'ecluées  sur  des  monômes  L'algébriste.alindc  rendre  les  foi^ 

muies  facilement  lisibles,  mettra  toujours  ces  mon(^mcs  en  évidence 

en  eu  réduisant  d'ailleurs  h  nombre  le  plus  possible  :  ainsi,  par 

.      .....  a  (fl.r -H  fw) -4- (i.r  —  be  ■     ,.        , 

exemple,  il  n  écrira  i»as  — _     — -^  -^  5"^^~a"  •  mais  bien  (ce  qui 


est  la  mi^me  cliose 


283.  Polynômes.  Polynômes  ordonnés.  —  Pour  écrire  les 
expressions  algébriques  composées  de  monômes,  on  suit  certaines 
ré^'les,  dont  tes  unes  s'appliquent  mécaniquement  et  sont  imposées 
par  l'usage,  tandis  que  les  autres  dépendent  plus  ou  moins  du  flair 
«t  de  riiahilcté  de  l'opérateur. 

Soit  à  additionner  (")  plusieurs  monômes  alTect^s  des  signes 

l'i  Le  mot  cof/ficiena  a  élé  employé  parViÈTE  'Adhgiaticem  ipeeioaam; 
Opéra,  p.  -tS  . 

.'.  Noua  p'iuvona  toujours  r.imener  la  soicstractian  à  une  addition,  en 
-changeant  lu  signa  du  monâme  souitrait. 
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+  OU  — .  On  les  jnxtapose  en  les  séparant  deux  ù  deux  par  les 
signes  -i-  ou  — ,  et  on  obtient  ainsi  une  expression  <jui  n'est  autre 
{d'après  les  règles  de  l'addition  des  nombres  relatifs,  que  la  somme 
des  monftmes,  considérés  et  que  l'on  appelle  polynôme  (de  ^ti-J. 
pluMcnrs  et  •n'uitt,  nom).  Les  inonAmes  sont  dits  •  termes  t  de  la 
somme  ou  du  polynôme. 

Dans  tout  |>ol\nome,  l'ordre  de  succession  des  termes  est 
arbitraire  (en  vertu  de  la  comniulalivilé  des  sommes).  CcjKïmlant.  - 
si  nous  voulons  mettre  de  l'oi-dre  dans  nos  l'ormules.  nous  n«  ran- 
gerons pas  les  termes  au  liasard.  Nous  les  classerons  d'après  cer- 
tains caractères,  le  plus  souvent  d'après  leurs  u  degrés  a. 

Soit  un  mondnie  dont  l'un  des  fucleurs  est  la  leltrc  x  élevée  à 
une  certaine  puissance  ('}  p  [les  autres  facteurs  ne  cootenant 
pas  X  d'après  les  règles  adoptées  plus  haut  pour  la  composition 
des  monômes]  :  nous  dirons  que  le  nombre  p  est  le  degré  rfii 
monôme  oar  ra/iporl  ia;  ou  enx.  Ainsi  le  monôme  6a'6x*  est 
de  degré  3  eu  x,  de  degré  a  en  a,  de  degré  i  en  6. 

Considérons  maintenant  un  polynôme  dont  les  termes,  ou  dont 
certains  termes,  contiennent  la  lettre  x.  Chaque  terme  contenant  x 
a  un  degré  en  x;  quant  aux  termes  qui  ne  contiennent  pas  x,  on 
dit  qu'ils  sont  dei/fiyrt^ocn  x.  Convenons  alors,  lorsque  nous  écri- 
vons un  polynôme,  d'écriie  d'abord  les  termes  de  degré  o  en  x, 
puis  les  termes  de  degré  i  et  ainsi  de  suite.  Le  [H>lynùme  ainsi  dis- 
posé sera  dit  «  ordonné  par  rapport  aux  pnissances  crolssan'es  de 
X  ».  Si  noua  renversons  ensuite  l'ordre  des  termes  et  plaçons  en 
tète  le  ou  les  termes  de  plus  haut  degré,  nous  obtenons  un  poly- 
nôme «  onhnni  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x  3. 
Le  degré  en  ir  du  ou  des  termes  de  plus  haut  degré  est  apiKtIé 
fl  deyrif  en  X  du  polynôme  » , 

Exemples.  —  Le  polynôme  6x'  -*-  3x*  —  x  -<r  i  est  de  degré 
3  en  .-c  et  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x. 
Le  polynôme  a-h  bx  -\-  3x  —  c'x'  -+-  2  l>x*  esl  un  polynôme  de 
degré  a  en  x  ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x. 

284.  —  Au  lien  d'ordonner  par  rapport  h  une  variable,  nous 
pourrions  ordonner  par  rapport  k  l'ensemble  de  deu!i  ou. plusieurs 

('1   Far  définition,  tous  les  exposants  qui  figurent  dans   l'expression 
e  sont  des  nombres  entiers  positirs. 
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vai'iables.  On  appcWe  degré  d  un  monôme  par  rapparia  deux  va- 
riables X  ety  (ou  degré  en  x  et  y)  la  somme  des  degrés  du  monôme 
par  rapport  à  j^et  par  rapport  k  y  (le  degré  par  rapport  Ji  une  lettre 
donnée  étant  considéré  comme  nul  si  le  monôme  ne  contient  pas  la 
dite  lettre).  Ainsi  les  monômes  6  x'y,  axy*,  3ay^  sont  de  degré  3 
en  j;  et  7.  Ou  définira  semblablement  le  degré  par  rapport  à  un 
nombre  quelconque  de  lettres.  Gela  dît,  (ont  polynôme  contenant 
les  lettres  xet  y  peut  être  ordonné  en  x  et  y  suivant  les  puissances 
croissantes  ou  suivant  les  puissances  décroissantes.  Ainsi  le  poly- 
nôme 


-n(.»  - 


'  —  3-J-' 


est  ordonné  en  a;  et  j*  par  rapport  aux  puissances  croissantes  ;  il  ne 
contient  pas  de  terme  de  degré  i .  Son  degré  en  a:  et  y  est  le  dejré 
du  ou  des  termes  de  plus  haut  degré  (ici  :  3).  —  Nous  verrons  au 
cours  des  cbapitres  suivants,  poui-quoi  il  est  a>antageux  d'ordonner 
tes  termes  des  polynômes  d'après  leurs  degrés. 

Remarque,  —  Une  somme  ou  une  différence  de  polynômes  or- 
doniiés  se  présente  de  prime  abord  sous  la  forme  d'un  {X)lynoiiie, 
mais  lion  point  nécessairement  d'un  polynôme  ordonné  :  on  l'or- 
donnera en  iiiodiOant  l'ordre  de  ses  termes. 

285.  Produits.  Faoteura  communs.  —  Il  résulte  de  la  délï- 
iiilion  dit  monôme  que  la  multiplication  d'un  monôme  par  un  mo- 
nôme donne  un  nouveau  monôme  que  nous  savons  écrîi-e  immé-, 
diatemcnt.  Kien  de  nouveau  à  dire,  par  conséquent,  sur  cette 
0|)éi-alion. 

Soit  maintenant  à  multiplier  un  polynôme  par  un  monôme  ou 
par  UD  polynôme.  Four  indiquer  celte  opération  nous  [Miu  - 
vons  nous  servir  de  la  parenthhe  ()  ou  du  crochet  [],  dans 
lesquels  nous  enfermons  les  nombres  qui  sont  eux-mêmes  les  ré- 
sultiils  d'o|>éralion3  supposées  eiTcctiiées.  Aînsî  le  symbole 
[a  +  £W  —  i'jj'J.ISc*  H-  1]  signifie  :  produit  de  la  somme  *«p- 
/)OJ(!e  c^t/(ii'e  (c'est- à-dire  du  polynôme)  2  +  ax  —  b'x^  par  la 
somme  supposée  effectuée  {polynôme)  '6  c*  -\-  1 . 

Nous  savons  qu'en  vertu  de  la  f/û/n7>u/fWf^  delà  multiplication 
(n°  7),    le  produit  iVane  somme    de   termes  par  un  nombre  est 
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^gal  à  la  tomme  dex  produiU  des  termes  par  le  nombre  ('). 
Aiasi,  le  produit  d'un  pol)  nome  par  un  monôme  eut  un  [lolynome, 
«I  il  en  est  de  même  du  prodoit  d'un  polynôme  )>ar  un  polynôme. 
Itenipiacer  par  un  polynôme  un  produit  qui  est  indiqué  ou  moyen 
d'une  parenthèse  ou  d'un  crocliet.  ce  sera,  pour  l'algébrtsle. 
Il  effectuer  la  maltiplicalion  »  ou  «  développer  je  produit  ».  D'ail- 
leurs, pour  écrire  convenablement  le  u  pix>duil  développé  [ou 
<i  développement  du  produit  »],  il  y  aura  lieu  d'appliquer  Ie«  règles 
relatives  à  l'ordination  des  polynômes  (n"  383-4). 

366.  —  Mais  —  et  c'est  ici  qu'intervient  le  flair  dé  l'algé- 
fariste  —  il  ne  sera  pas  toujours  avantageux,  pour  les  calculs  à 
venir,  d'efTecluer  les  mulliplïcalïons.  Ln  exemple  simple  va  nous 
«n  convaincre  immédiatement. 

Considérons  t'cxpi^ession  {x'  —  xy  +  i),o  :  3a'6,  que  nous 
■écrirons  ^^*  "  V^tT~"~'  ^"  n'effectuant  jMia  la  multiplication 
indiquée  au  numérateur  nous  mettons  en  évidence  celle  circons- 
tance que  le  numérateur  est  le  produit  de  n  par  un  autre  nombre  ; 
or  ledénominatcur  est  également  le  produit  de  u  par  un  autre  nombre 
(3  ab)  ;  et,  puisqu'on  ne  change  )>ob  la  valeur  d'une  Traction  en  di- 
visant les  deux  termes  (numérateur  et  dénominateur)  par  un  même 
numbrt',    la    fraction    peut  Ctrc  écrilc  sous  la  l'oime  sim[iHfiée  : 


Ainsi,  l'algëbriste  préférera  souvent  ne  pas  elTecluer  les  multi- 
plications de  polynômes  et  monômes  11  se  conteolcra  de  juxtaposer 
les  facteurs  du  produit  (entre  parenthèses  ou  crochets,  si  ce  sont 
«les  polynômes)  et  de  les  séparer  par  des  si^^nes  x  ou  des  |x)inls; 
on,  même,  il  conviendi'a  d'omettre  les  signes  x  ou  ,,  en  remar- 
quant que  cette  omission  uel'ex|>osc  à  aucune  confusion  (cf.  381). 

('l  Noui  exprimons  symboliquement  U  propiiélë  de  ditliifaulivilô  ci\ 
écrivant  que  \a  +  b,  .e  =  ac  +  be  [O"  l'Ia;.  Dans  celle  formule,  Ici  tym- 
bolet  a,  b,  c  sont  des  nombroi  rulutiti  quelconques  et,  par  consëqueni , 
peuvent  élr«  remplacét  par  dci  exprcsions  algébriques  arbitraires  i  on 
«ura,  par  exemple,  le  druit  d'écrir«  : 

Sur  la  disposition  que  l'on  donne  aux  calculs  dans  la  pratique,  voir 
1m  traiiés  d'algibre  iHémentaire. 

UauTiiui.  —  Lu  rriocip»  da  l'Amljie  mgiUnialiqiH.  ig 
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Ain&i,  [Kir  eicmplc,  les  8vnnl>olr8  3(i[36  -4-  c  (i  +  &'){, 
(«'  +  ii)  (c  -H  3),  représenteront  des  produits  [h  première  eipres- 
sion  est  on  produîl  dont  l'un  dea  Tacteui-s  est  lui-même  la  somme 
d'un  monàrae  cl  d'im  produit.] 

l\emai-ques.  —  Lorsqu'on  écrira  le  produit  d'un  polynôme  par 
un  nionônu-,  on  placera  de  préférence  l«  mondmc  en  télé,  ou  du 
moins  son  coefticient.  Ainsi  on  ne  l'écrira  pas  (6  +  c)3x,  omis 
3«(fc  -H  c)  ou  3(6  +  c)x. 

387.  —  L'.ilgébriste  ne  se  contente  \tai  de  laisser  non  cfTectués 
certains  iirodnîta  algébri(]ues  ;  il  trouve  parfois  avantageux  de  rem- 
placer un  polvDomc  par  un  produit  non  effectué. 

Considérons,  par  exemple,  l'expression  — — -i.tl L'algc- 

briale  remarque  que  le  numéroteur  nVst  autre  que  le  produit 
a{x*  — xy -)-  i):  cti  rempla<,'aut  le  polynôme  par  ce  produit,  il 
voit  tout  de  suite  que  l'on  petit  réaliser  In  simplilication  indiquée 
au  n°  366.  Lorsque  l'on  substitue  ainsi  à  une  somme  de  termes  le 
produit  d'un  monôme  par  ime  somme,  on  dit  que  ton  met  ce 
monfiine  en  facteur  commun  (le  monôuie  est  a  d.ins  l'exemple 
donné  ci-dessus)  :  cet  opération  n'est  possible,  bien  entendu,  que 
si  a  figure  comme  facteur  dans  chacun  des  termes  de  In  somme. 

288.  Sommea  et  produits  algébriques  en  général.  —  Les 
convcutiona  et  rcmai'qucs  qui  précèdent  ne  concernent  pas  seule- 
ment les  polynômes,  mais,  en  général,  loulos  tes  expressions  algé- 
briques où  entrent  des  sommes  et  des  produits.  Ainsi  l'on  écrit 

n'h,  ii\\l'  -h  x'  t  ,j  iMjur  signifier  :  pioihtU  de  ai  i>ar  b,  pro- 
duit de  a  par  la  somme  v'î  +  x'  -t-  7-  ^'^  dernier  produit  jHHirt-ait 
s'écrire  a\/li  4  x'  +-  -.  mais  il  peut  être  plus  avantageux  de  ne 
]>ns  le  fi-fi'elojiper  et  de  laisser  a  tn  facteur  commun. 

£89.  Fractions.  —  Toute  expression  algébrique  dans  la  compo- 
sition de  laquelle  entre  une  ou  plusieurs  divisions  ('),  sera  écrite 

Cl  Et  par  c<maéqu«iit,  loult  e.\prc«ion  pouv.-iiit  être  ramenée  à  celle 
forme  par  une  transTcniiiilion  algébrique  ivoir  §  3;. 
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SOUS  b  Jbnne  d'une  fraction  (')  ou  d'une  corabluaisoa  où  entrent 
des  Iractions  (rnl^jébriate  évîlG  ilc  se  servir  du  signe  :).  A  ces  frac- 
tions on  peut  a(>)>liquer  (oulcs  les  règles  qu'enseigne  rarilhmé- 
liqiie;  mais.  |>oar  abréger  les  calculs,  on  aura  soin,  avant  d'o- 
pérer sur  les  fractions,  de  les  limpUJîer  toujours  le  plus  possible. 
A  supposer,  par  ekemple,  (ce  qui  est  le  cas  le  plus  fréquent)  que  le 
numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fruclion  soient  écrits  sous 
forme  de  sommes,  on  cberchera  (conformément  à  la  remarque  des 
(n**  a86-S7)  si  les  termes  du  numérateur  n'ont  pas  un  fadeur 
commun  qui  soit  aussi  facteur  commun  des  termes  du  dénomina- 
teur; de  tels  tiictenrs  cummnns  peuvent  être  supprimés  dans  les 
deux  termes  {haat  et  has)  de  la  fraction  (cf.  388). 

Exemples  :  La  fraction  g*-^  -H  anfe*  ^31  équivalente    égale)  à  la 
o'r'  —  ab 

fraction  -' -  j-  .—  -J       ou  ^ . 

MO.  Polynômes  «n  z.  —  La  remarque  du  n"  387  conduit  à 
metiro  un  polynôme  dont  les  termes  contiennent  la  lettre  :r  sons 
une  forme  que  nons  utiliserons  fréquemment.  Ordonnons  (n*383) 
le  polyniïnM  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  xel  appe- 
lons m  son  degré  (m  est  nn  nombre  entier  |>ositif).  Le  polynôme 
est  une  somme  de  termes  monômes  qui  sontdistribnésen  plusieurs 
gioiqies  sncGssifs  :  1"  monômes  qui  ne  contiennent  pas  x;  3°  mo- 
nomrs  qui  contiennent  x  i  ia  i)remière  pnit^sancc;  3*  monâmes 
qui  contiennent  x'  :  et  ainsi  de  snil«  jusqu'à  la  m^*"  puissance 
x~.  Mettons  \a  somme  dn  premier  groii|kG  de  inonâmes  entre  pa- 
renlliAses  ou  crochets  ;  dans  le  tecoml  groupe  de  monômes  mettons 
X  enjacleur  coiumuit  (387),  afm  que  la  somme  des  termes  de  ce 
groupe  a|i[>aroisse  sons  lu  l'ornie  ilo  [irodnit  de  x  par  une  somme 
(entre  parenlhcse.*  on  crocliets);  dans  le  fm/sf^riie  groupe,  niellons  .c^ 
en  facteur  commun  ;  et  ainsi  de  suite.  Notre  polynôme  prend  alors 
finalement  la  forme  suivante  : 

(.)  (...)   -^  (...)T  -^  (...)x'   +   ...  -.-(...);r~. 


(<)  La  traction  >  repiéientaut  par  dcfiuiUoii 'c  résultai   de   la   division 
de  a  par  b. 
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les  ])arentlifeses   renrcrmant  des'  polynômes  ou  monômes  qui  ne 
contiennent  pns  x. 

Gela  fait,  nous  observons  que  pourqu'une expression  algébrique 
contenant  diverses  lettres  x,  a,  b,  c,...  puisse  être  mise  sous  la 
forme  ci-dessus,  il  n'est  point  nécessaire  que  cette  expression  soit 
un  polynôme  nu  sens  dit  n"  283.  Ainsi  l'expression 


'^/ab-^  i)  +  {-Saei  -f- aja- ^- br» 


n'est  pas  un  polynôme  (somme  de  monômes)  :  nous  conviendrons 
toutefois  de  dire  que  cette  expression  est  un  polynôme  par  rapport 
à  X  oa  un  polynôme  en  x.  D'une  manière  générale,  n04is  appelle- 
rons «  polynôme  en  x  »  toute  expression  algébrique  qui  peut  être 
mise  sous  la  (')  forme  (i),  oh  les  parenthèses  renferment  des 
expressions  algébriques  quelconques  ne  contenant  pas  la  lettre  x. 
L'exposant  m  de  la  dernière  puissance  do  x  est  le  degré  du  poly- 
nôme en  X.  Les  expressions  entre  purcnllièses  sont  appelées  (par 
extension  du  tew^  premier  de  ce  luol)  coefficients  du  [tolynome 
en  X.  Chaque  produit  d'un  coclficient  par  la  puissance  de  x  à 
laquelle  il  se  rapporte  est  dit  ferme  du  polynôme.  La  première 
parentlkèse  de  l;i  formule  (i)  renferme  le  tenue  indépendant 
ds  X  -ou  i<  de  degré  o  a  [voir  n"  383|. 

Remarque  I.  —  Le  potynomeen  x  mis  sous  la  forme  (i)  est  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  croissantes  dex;  on  peut  natu- 
rellement, en  retournant  l'ordre  de  ses  termes,  l'oi-donner  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes. 

Remarque  II.  —  [I  résulte  des  défmitions  qui  précèdent  que  la 
somme  ou  le  produit  de  deuj;   polynômes  en  x  est  un   jiolynome 


291.  Polynômes  en  a-,  y.  ou  en  x,  y,  .-,.  —  Comme  on  a  dé- 
fini les  polynômes  en  x,  on  poilrra  définir  les  polynômes  en  x  et  y 
||Hilynoincs  par  rapport  aux  deux  lettres  x  et  y\.  les  polynômes  en 
X.  y  et  ;.  etc. 

CoiisidiTons  un  produit  contenant  les  lettres  x  et  y,  élevées  i 


(')  J'entends  [lor   là  ;  loutu  l'xprcsBion  pouvant   ttre   ramenée   à  celte 
forme  par  une  truns Forma tîon  aljjcLtitiuc  (voir  §  'I). 


„Google 


STMBOLEg    BT    EXPRESSIOUB    ALGÉBRIQUES  39? 

certaines  puissances  enlîères  m,  n.  Nous  conviendrons  de  dire 
(suivant  une  locution  un  peu  incorrecte,  mais  commode)  que  ce 
produit  est  une  puissance  de  x  et  y  ;  l'ensemble  des  facteurs  du 
produit  qui  ne  contient  pas  xcty  sera  appelé  eoefjîcienl  de  la 
puissance  de  x  et  ^  ;  ainsi,  si  l'on  désigne  par  une  lettre  A  le  coef- 
ficienL,  la  puissance  de  a;  et  y  sera  de  la  forme  hx"'y''. 

Deux  puissances  de  a:  et  y  ayant  des  coefHcients  différents,  mais 
affectées  des  mêmes  exposants tn,  n  serontappelées/iu/jsancej  sem- 
blables de  X  et  y. 

Cela  posé,  nous  appellerons /lo/jnome  en  x  ety  toute  somme  de 
puissances  i\e  x  et  y  alTectées  de  coefUcienls.  Réunissant  en  un 
terme  (par  addilîon  et  mise  en  facteur  commun  des  expressions, 
telles  que  x"  y)  tout  groupe  de  puissances  semblables  qui  figurent 
dans  la  somme,  nous  {louvons  toujours  mettre  le  jKilynome  sous 
la  forme 
(...;  +  {...)* -H  {-Or +  (--)^*  H- (■-)*/ -^  (■■■)/' 'H  terme»  analogue» 

où  les  parenthèses  renferment  des  expressions  algébriques  arbi- 
traires ne  contenant  pas  a:  et  y.  Les  expressions  entre  parenthèses 
sont  les  coefjicien/s du  polynôme;  les  termes  de  la  somme  puis- 
sances de  X  et  y]  sont  les  termes  du  polynôme  et  ont  respec- 
tivement pour  degrés  la  somme  de  leur  degré  en  x  et  de  leur 
degré  en  y  [vide  n°  284]  ;  le  de<fré  du  polynôme  est  le  plus  élevé 
des  degrés  de  ces  termes.  Ces  déQnilions  s'étendent  immédiate- 
ment à  un  polynôme  en  x,  y,  z...  ou,  plus  généralement,  à  un 
polynôme  portant  sur  un  nombre  quelconque  de  lettres  ou 
quantités. 

393.  —  Un  polynôme  du  premier  degré  [par  rapport  à  x  et  y 
ou  k  un  nombre  quelconque  de  quantités]  est  dit  linéaire.  Exemple  : 
3x  —  y  -t-  I ,  ax  -i-  by  -t-  cz  -h  d. 

Un  polynôme  de  degré  quelconque  n  dont  tous  les  termes  sont 
du  même  degré  n  est  dit  homof/ène.  Exemples  : 

3a;*  -I-  aarj-  —  aj-*.       ar*  ■+-  by*  -h  cz'  ■+-  dry  ■+-  eyz  -hjia. 
polynômes  homogènes  du  second  degré  ; 

ix'  -t-  x'y  ■+-  r:*, 
polynôme  homogène  du  troisième  degré. 
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Uq  (MilyDOfnc  liomogènG  du  second  degré  est  aouvcnl  appelé 
Jortne  qnadraiufue. 

303.  Farmules  homogènvti  Ap^ioation  A  La  séométri*.  — 

Nous  avons  expliqué  au  n°101  en  qnotconsisleriiomogéDcilé  d'une 
relation  étnblie  entre  grandeurs  géométriqaes.  Noua  Mvonsd'aîl- 
letits  qu'à  une  (elle  rcUl'run  correspond  toujours  uns  égalité  numé- 
rique espi'îioanl  que  la  mesure  d'une  certaine  grandeur  est  égak  à 
la  mesure  d'une  aiilre  gnindcurde  même  espèce  Plusprécisémeot, 
si,  ainsi  qu'il  arrive  en  géoniétiie.  les  grandeurs  sont  définies 
comme  résultats  d'opérations  eiïectuées  sur  des  long ueitis donnée*, 
et  si  l'on  désigne  jtar  des  lettres  a,  b,..  les  nombres  qui  mesurent 
ces  longueurs,  l'éj^alilé  numérique  &  laquelle  on  a  aiTaire  se  pré- 
sente sous  la  Tonne  d'une  égalité  entre  deux  expressions  algé- 
briques contenant  les  lettres  a,  6.  r.  .  .  Snp[>osons,  en  parUculîet, 
que  ces  expressions  soient  des  polynômes  en  a,  b,  c.  ...,  ce  qui  a 
lieu  si  la  relation  considérée  affîrme  qu'une  certaine  somme  (')  de 
grandeurs  de  même  espèce  e«t  égale  h  une  autre  somme  de  gran- 
deurs ;  il  résulte  de  l'iiomogénéîté  de  la  relation  géométrique  que 
les  deu\  |)ol}iiomes  doivent  être  tous  deux  homwjinei  (*)  et  de 
même  ileifré  par  rapport  aux  qaanlHés  a.  b,  c. 

On  dit  alors  que  la  Toniinle  qui  exprime  l'égalité  des  deux  (m^;- 
nomcs  est  nn^formiilf  homoifine. 

Remanjue.  —  Les  relations  géoméd'iqiies  se  tradiiiseot.  disoo»- 
nous,  par  des  formules  lioinogènes.  Il  en  est  ainsi  du  moins  h  txm- 
dîtionque  tes  mesures  de  ton  tes  les  longueurs  qui  interviennent  dans 
la  relation  soient  désignées  par  des  lettres.  Si  l'une  de  ces  mesures 
était  donnée  nimiéiiqncmenl,  —  par  exemple,  si  l'une  des  lon- 
gueurs considérées  était  prise  pour  unité,  auquel  cas  (il  est  facile 
de  s'en  rendre  compte)  sa  mesure  senti!  i ,  —  la  relation  ne  senit 
pas  nécessairement  homogène  (lar  rapport  anx  mesures  des  autres 
longueurs  désignées  par  des  lettres.  C'est  ce  qu'observe  £>escartes, 
lorsqu'il  dit  nu  livre  I  de  sa  Géométrie  {t1f.a\.  t.  VI  p.  171)  r  •  Il 
est  aussi  à  remai'qucr  que  toutes  les  parties  d'une  même  ligne  se 

(')  Ou  plus  généralement  uns  combin  .isoii  do  sommes  et  dilTérencM, 
c 'ci  t- à -dire  une  somme  algiiriqiu  {uide  p.  slt^,  note  1). 

{*)  D'où  le  choix  du  mol  "  homogène  <  pour  désigner  le  ra  BCtére  alfé- 
brique  défini  au  n"  précédent. 
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dois'cnl  ordinairemenl  exprimer  par  mitant  de  dimensions  l'une 
que  l'aiilrc  lorsque  l'unilé  it'est  point  déterminée  en  la  question; 
mais  ce  n'est  pas  de  même  lorsque  l'unité  est  déterminée,  &  cause 
qu'elle  peut-élrc  soun-enlendiie  partout  où  il  y  a  trop  ou  trop  peu 
de  dimensions;  comme  s'il  faut  Lircr  la  racine  cubique  de  aa66  —  h, 
il  faut  («nserquo  la  quantité  <iai»6  est  divisée  une  fois  par  l'unilé,  et 
que  l'autre  quantité  h  est  multipliée  deu\  fois  par  la  même,  o 

L'IioinogénéUé  des  relouons  géométriques  se  trad'iit  encore  par 
des  conditions  algébriques  précises  dans  le  cas  où  ces  relations  s'ex- 
priment |tar  régalitc  d'expressions  algébriques  en  a,  b,  c,  ...  autres 
que  des  polynômes.  Ou  peut  démontrer,  d'ailleurs,  qu'il  est  tou- 
jours [Hissible  de  Ironsformei-  une  telle  égalité  en  une  égalité  équi- 
valrnle  [voir  n°294]  dont  les  deux  membres  sont  des  polynômes. 


3.  ~  Transformations  classiques 

294.  —  Nous  avons  indiqué  quelques-unes  des  règles  et  des 
habitudes  auxquelles  se  conforme  l'écriture  algébrique.  Ces  régies, 
cependant,  cl  ces  habitudes,  n'imposent  pas  aux  expressions  de 
l'algèbre  une  forme  ne  vnrielar.  Toute  expression  peut  être  irara- 
formce  de  bien  des  manières,  et  telle  forme  qui  est  avantageuse 
pour  l'étude  d'un  pi-ob1éme  particulier  ne  le  sera  pas  dans  d'autres 
circonstances  {').  C'est  pourquoi,  après  avoir  écrit  une  expression, 
l'algcbrislc  se  demaoïkra  quelles  sont  les  expressions  éqaioalenles 
en  lesquelles  il  serait  possible  et  peut-être  intéressant  ^c  la  trans- 
former. Ce  faisant,  l'algébristc  ne  crée  rîcn;  il  remplace  le  même 
par  le  même,  se  bornant  à  modifier  l'aspect  des  formules,  la  façon 
de  les  présenter  et  de  les  disposer.  D'où  vient  que  ce  petit  jeu  de 
construction  est  si  merveilleusement  fécond?  C'est  que  l'esprit 
humain  n'est  jKis  doué  d'une  vue  très  perçante.  Tel  détail  capital 
pouvait  nous  écliap|>er  dans  la  formule  d'une  expression,  qui  nous 
sautera  immédiatement  aux  yeux  lorsqu'on  nous  présentera  l'ex- 
pression sous  une  l'ace  nouvelle. 

Pour  écrii-e  que  deux  expressions  algébriques  ne  sont  qu'une 
seule  et  même  combinaison  présentée  sous  deux  formcsdiiïércnles, 

(',  Cf.  mpra,  xfi  36fl. 
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l'algébrUte  écrit  que  ces  expressions  sont  égales.  Mais  il  s'agit  ici 
d'une  égalité  d'une  nnture  spéciale,  égalUé  intlépenrlanle  fie  la  valeur 
numérique  (les  expressions,  oti,  plus  précisément,  égaVUi' qai  tah- 
siste  quelles  que  soient  les  valeurs  numériques  atlribuées  aux  lettres 
figurant  dans  les  expressions  {').  Une  semblable  égalité  estap[telée 
identité  (').  On  l'exprime  généralement  par  le  m^tne  signe  que  l'é- 
galité (le  signe  =)  ;  cc)>en<lant  certains  auteurs  emploient  im  svm- 
bôle  spécial,  ^,  pour  signifier  :  identique  à. 

Deux  expressions  identiques  sont  u  équivalentes  »  ;  lorsque  l'on 
passe  de  l'nne  à  l'autre  on  dit  que  l'on  transforme  la  première 
expression  ou  que  l'on  «  efToclue  une  transformation  algébrique  «, 

295.  —  Nous  avons  déjà  elTccliié  au  cours  de  ret  ouvrngc,  de 
nombreuses  transfomialions  algébriques.  EnelTet  les  égulltés  sym- 
boliques qui  expriment  les  propriétés  fondamentales  des  opénitions, 
commulativilc,  associntivilé,  dislributîvité,  sont  des  identités,  et 
les  plu»  importanlcs'de  toutes  (cf.  n°  269)  '■ 

En  combinant  ces  identité?,  le  lecteur  en  formera  Je  nouvelles 
en  aussi  grand  nombre  qu'il  voudra.  Nous  nous  contenterons 
d'indiquer  ici  quelques  identités  classique  (')  qui  sont  d'usage 
courant  en  algèbre;  nous  leur  donnerons  des  numéros  afin  de 
pouvoir  facilement  y  renvoyer  par  la  suite. 

296.  Puissances  entières  d'an  binoms.  —  On  appelle  bi- 
nôme un  polynôme  composé  de  deux,  termes  (ou  monômes).  Pour 
écrire  rapidement  les  puissances  entières  d'un  binôme  (puissances 
d'cx|>osant  m  entier  positif).  ïl  suffit  de  savoir  écrire  les  puissances 
de  l'expression  a  -t-  li\  on  a  —  b;  car  les  idenlités  ainsi  obtenues  — 
ayant  lieu  quels  que  soient  les  nombres  a  et  /)  —  ont  encore  lieu 


('l  Ces  lettres  sont  néceaaai rement  les  mimci  dans  les  deux  oxpresaions. 

(')  Ainsi  les  expressions  a'fr  et  3a*  sont  igatea  loraqu^  ï  ^  3  ;  les  expre*- 
sions  d'b  et  ta'  sont  identiques.  • 

(^1  Los  math^matieicns  greca  connaissaicDt  un  grand  nombro  do  ces 
identités,  mais  ili  les  concevaient  comme  des  relations  entre  grandeurs 
géométriques  appartenant  ù  une  même  figure  (voir  p.  117,  note  1).  Noui. 
reviendions  sur  ces  relations  au  chapitre  iii  qu'il  faudrait  lire  en  même 
temps  que  le  présent  chapitre  si  l'on  voulait  suivre  l'algèbro  dans  son 
évolution  historique. 
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lorsqu'on  y  remplace  les  lettres  n  et  6  par  des  monàmes  quel- 
conques. 
'    Or  en  efiectuant  les  multiplications 

(a  +  6)  {a  ^-  b).  (a  -  b)  {a  —  b),  etc.. 

nous  parvenons  aisément  aux  i(ientilés(')  suivanles,  dont  les  se- 
conds membres  sont  les  «  déceloppemenls  a  (voir  285}  de  'a  -+-  b'*, 
(a  —  fr)',  etc.  : 

(!)  (o  +  6)'  =  {a  +  b)(a-hb)  =  a'^iab  -\-b* 

(il)  {a-by  =  (a  —  b)(a  ~   6)  =  «■  -  jafc  +  fc> 

(III)  (a  -^-  6)»  =  (a  -1-  6)»  (a  -f-  b,  =  a'  -h  3a'6  -t-  Sab*  h-  P 

(IV)  (a  — 6)'  =  o'  — 3o'6-i-3<it»  — b' 

(V)  (a  -H  fc)'  =  a'  -H  ifltfc  +  6fl»6»  ■+-  iah'  -h  6' 


On  peut  continuer  ainsi  indérmiment.  Mais  n'y  auraït-îl  pas 
moyen  d'écrire  une  identité  symbolique  qui  donnât  la  formule  de 
la  paistance  (a  •+■  b)"  quel  qtte  soil  f  entier  m  ?  La  formule  deman- 
dée sera  facile  h  obtenir  si  Ton  ulilisc  les  symboles  de  l'iuillimé- 
liquc  combinatoirc  que  nous  avons  fait  connaitre  à  la  fin  de  notre 
Premier  Liore.  D'ailleurs  les  coefficients  numériques  qui  figurent 
dans  le  développement  de  {a  -H  bf  ne  sont  autres  que  les  nombres 
situés  sur  une  même  ligne  diagonale  (ou  base)  du  triangle  arithmé- 
tique de  Pascal  (n°  19)  ;  c'est  là.un  fait  remarquable  qui  était  déji> 
connu  au  \t°  siècle  [cf.  en  particulier,  Stifcl.  Arithmetiat  in- 
leffra,  i5/|3,  p.  ^C]  et  que  Pascal  a  définitivement  élucidé. 

397.  —  Pour  former  le  développement  de  (h  -)-  b)"',  nousallons 
tout  d'abord  nous  demander  quel  est  le  dévelop|>6ment  du  produit 

p  =  („- h  t,-.(û  +  (,0  ...(«  + /,,„). 

où  bi,  b,,  ...  b„  sont  m  nombres  différents. 

Ce  développement  peut  évidemment  être  obtenu  par  le  procédé 
suivant.  Choisissons  une  lettre  ('i  ou  bi)  dans  le  premier  facteur, 
puis  une  lettre  (n  ou  b,)  dans  le  second  lactciir,  et  ainsi  de  suite 


(')  Les  idenlittB  sont  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
•antet  do  a,  par  rapport  aux  puissances  croiisanlea  <ie  b. 
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jusqu'au  dernier  fnclcur.  fnisant  le  [iroduît  de  lotiU»  c«s  Icllrei, 
nous  obtenons  un  monôme  qui  est  un  terme  du  polynome-produît. 
Si  nous  recommençons  la  ntântc  opération  et  la  répàlons  autant 
de  fois  que  possible,  sans  jaiiutis  la  rejaire  deux  fois  et  de  la  même 
manière  (':.  nous  nurans  moriircstemcnt  tous  les  termes  du  pro- 
duit V,  c'esl-à-dire  l'cnseinUle  des  monômes  dont  la  somme 
constilne  le  |K)ljnome  P. 

Les  monômes  formas  comme  il  vient  d'être  dit  ont  tous  pour 
coenicient  numérique  l'unilé;  cliocnn  d'eux  est  le  produit  d'une 
puissance  {')  de  a  piirccrtainsdcs  nondircs  /»,,  b,. ...  6„,;  d'ailleurs 
ils  dilTèrent  tous  les  uns  des  autres  par  im  fuctenr  iiu  moins  (il 
n'y  en  a  pas  deux  qui  soient  formés  des  mêmes  lettres).  Groupons 
ces  monômes  ou  lermes  de  manière  à  mettre  leur  somme  sous  la 
forme  normale  d'uu  |K)Unouie  en  a  (n°  290;    : 

De  degré  o  on  u,  il  n'y  a  qu'un  terme  :  le  monôme  obtenu  en 
prenant  dans  cbaque  liiiteiir  la  lettre  b  (monôme  6,frj  ...  fcw). 

)*our  avoir  un  terme  de  degré  i  en  a,  il  faut  prendre  la  lettre  a 
dans  Mfi  facteur  el  la  lettre  h  dans  Ioil^  les  autres.  Nous  avons  donc 
m  termes  de  degré  i  en  a  {nombre  des  combinaisons  de  m  facteurs) 
savoir  les  monômes 

tift,/<,  ...  b^^,.       ab,b,  ...  b„,^,b^.       ...  ahja,  ...  b^ 

déduits  du  produit  a/>,/fi  ...  6„r-,,  b,.,  en  y  supprimant  d'abord  la 
lettre  fc,„,  puis  la  lettre  h.„   ,.  ...  enfin  la  lettre  fr,. 

Pour  avoir  un  ternie  de  degré  a  en  a.  il  faut  prendre  la  lettre  a 
dans  deux  facteurs  cl  la  lettre  b  dans  tous  tes  aulres.  ^ous  obte- 
nons ainsi  les  termes  n^b.b^ ...  6„_,.  etc.  Le  nombre  de  ces  termes 
est  Ci!,  (nombre  des  combinaisons  de  m  facteur  2  à  a,  voir 
n*  26  *\ 

>ious  formerons  ensuite  les  termes  de  degré  3,  a'&j&i  ■■■''„_. 

etc.,  dont  le  nombre  est  C;',.  V.i.  ainsi  de  suite.  Les  termes  de 
défère  m  —  1  seront  au  nombre  de  C™  -  ',  c'est- ji-dire  m  (n°  364). 
1-cs  termes  de  degré  m  sont  au  nombre  de  C",  c'cst-à-dirc  i  ;  et 

l'I  Je  (lirais  qui  l'opération  est  relailo  de  ta  même  manière  si  nous 
prenions  In  mime  Icttro  [a  ou  fci|  dans  le  premier  Tiiclcur,  puis  la  mbit* 
teltre  'o  ou  ij)  dans  le  second  [acieur.  etc. 

l'i  Si  1«  roondme  ne  contient  pas  a,  il  est  de  degré  u  en  a  :  il  ctt  donc, 
si  l'un  vctil,  te  produit  de  a"  |ou  il  par  des  facteurs  b. 
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il  est  clair,  en  cflet,  qnc  noua  ne  ponvons  obtenir  tin  terme  con- 
tenant a""  qu'en  prenant  la  lettre  a  dans  cbsqne  factcnr  Jit  pro- 
dnit  P,  ce  qui  donne  le  terme  nnique  a". 

298.  —  Ces  préliminaires  élabli»,  stipposons  que  noua  don- 
nions la  même  volenr  t>  anx  m  lettres  b,.  6,,  ...  fc».  Alors  le 
terme  de  degré  o  en  a  devient  b'",  les  termes  de  degré  1  sont  tous 
^ganx  entre  enx  et  égaux  h  b"'~'a  ;  leur  somme  est  mb"'~'a,  puis- 
qu'ils sont  «u  nombre  de  n>.  Les  termes  de  degi^  3  sont  tous  égaux 
à  a'b"'"'  ;  leur  somme  est  Cf^t""'»'  ;  puisqu'ils  sont  au  nombre  de  . 
C' .  Et  ainsi  de  suite  jusqu'au  terme  de  degi-é  m  qui  est  toujours 
unique  et  égal  à  a". 

En  conséquence,  nous  pouvons  écrire  l'idenlilé  (') 

(V!)     (a  +  fc>- =  fc«  -1-  Mb— 'a  -H  C'.fr'-»a»  +  ...  -H  C-'fc**--' 


où  le  second  membre  est  ordonne  par  i'ap|>ortaux  puissances  crois- 
santes de  lu  lettre  a  et  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de 
la  lettre  b.  Les  valeurs  des  nombres  C)|,.  C^,  etc.,  sont  données  par 
la  formule  (j)  du  n°  264. 

Bemarqae.  —  Il  est  clair  que  le  raisonnement  qui  précède  res- 
terait valable  si  l'on  écliangcatl  les  nMes  que  nous  avions  fait  jouer 
aux  lettres  12  et  b.  Ainsi  l'identité  (Vl)  peut  être  écrite  sous  la  forme 
suivaote  : 

<V1  bU)       (a  -+-  6)"  =  (fc  -H  «)"■  =  a'"  +  iim-~-  '6  +  €?„«"-'/.» 
-f~  ... -HC"~'a'6"'^'  -f-  mab'"~'  -i-b'. 

Noua  voyons  immédialemeat  quecette  égalité  n'est  autre  que  la 
précédente  dans  laquelle  on  a  renversé  l'ordre  des  termes  du  second 


(  )  Le  djvetoppcment  de  (a  +  b)"  était  connu  dm  mathémaUcieiii 
alexandrin!  (du  moins  pour  Ie«  premiârca  valeurs  de  m!  :  mnis  la  (orme 
qne  noui  lui  donnons  ici  ne  nu'i  bien  entendu,  être  obtenue  qu'après 
la  création  du  calcul  coinbinatalrc;  nous  la  trouvons,  en  p.irticulier,  chez 
Pascal  \U»age  iu  Iriangle  arilhinilique  pour  trouver  ta  puissance  des  bi- 
nôme» tl  des  apaieirus.  Œuvrai,  l.  III,  p.  \çtçf).  —  La  formule  (Vl)  n'est 
d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  de  la  formule  générale  établie  par  Newton 
{formula  du  binante  de  Newton)  qui  donne  le  déve'oppcment  de  (a  -|-  ft  - 
a  (non  ncceMairement  entier). 
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membre  :  en  efTet  noua  snvoRs  (n°  264,   Remarque)  que  Ton  a  : 

Ci  =  c:-',  Ci,  =  c:-».  eic. 

200.  —  De  l'identité  (V{  hit)  nous  déduirons  immédiatement  le 
dioehppemenl  de  (a  —  b)".  Remplaçons,  en  effet,  b  par  b'  dans 
celte  identité  :  elle  devient  : 

(a  -H  b')"  =  a"  +  ma-'-'b'  -f-    ..  -H  nuth'--'  +  b'"  ; 

|Hisons  enfliiile  ft'  =:  —  b,  d'où  résulte  fe''  ^  fc',  fr"  =  —  6*, 
b'*  ^  6',  ft'=  =^  —  /»',  etc.,  nous  obli'nons  ; 

(V[|)  (n  —  br  =  a-  —  mo-'6  +  Cî,a"'-'6'  ....  elc. 

303.  Application  de  la  formula  da  binoma  au  dév«loppe- 

ment  d'un«  puisaanoa  d'un  polynoma.  —  La  formule  (VI  bis) 
(dite  du  binôme  de  Newton),  qui  donne  la  puissance  m '*"•  d'un 
binôme,  fournit  le  moyen  de  calculer  les  puissances  entières  d'un 
[>ol)nome  quelconque. 

Considérons  parexemple  le  j>oiynome  i  trois  termes  a  +  6  -t-  c  : 
nous  écrirons  en  réunissant  6  et  <; 

'a  H-  6  -H  c'"  =  [a  M-  (6  -f-  c)]"'  =  a"  -)-  ma"--*  (6  ■+■  c) 
_l-  'ni^'zLl]  a-«-'  {b  -h  c)»  -+    ..  -t-  (6  -1-  c)™, 

et  nous  développerons  ensuite  les  puissances  (6   i-  c)',  ...  (fr  H-  c)" 
d'aprùs  la  formule  (VI)- 
Ainsi  : 

[a  -Hfc  +  c  '  =  <!'  -^ia'{(.  -(-e)-t-6a'(fc'  +  afcc-Hc«) 
■  (-4a(6'   H36'c-(-3r6»  -+-  6')  ^- ((.'  -+-46'i:  +  6  fc'c' H- S**' H- c') 

301.  Divisions  de  a-"  —  *■'  par  n  —  i,  —  Les  formules  sui- 
vantes sont,  pour  employer  une  locution  chère  h  l'algébrisle,  des 
•  formules  élégantes  •.  Ce  sont  des  formules  k  surprise.  Si  je 

o»  _(_  6»        a'  -i-  fc' 
cherche,  en  effet,  à  transformer  les  quotients  i    ou  >   .  J8 

n'obtiens  que  des  fractions  plus  compliquées.  Comment  se  fait-it 
que  la  division  de  d"'  — b"'  para  —  t  conduise  au  contraire  à 
un  polynôme  d'une  simplicité  et  d'une,  symétrie  remarquables? 
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Rien  ne  lo  faÎMit  prévoir;  le  simple  arrive  ici  sans  âtre  altendu, 
et  nous  trouvons  élégante  son  apparition  inopinée. 

Je  dis  d'abord  que  le  quotient  de  a'  —  fc'  par  a  —  b  n'est  outre 
qtie  a  +  6.  Et,  en  elTet,  le  produit  {a  -4-  b)  {a  —  &)  se  trouveégal 
an'  —  b'.  Nous  écrirons  donc  l'identité  suivante,  identité  capitale 
en  algèbre,  et  déjà  bien  connue  des  mathématiciens  grecs  qui 
la  présentaient  sous  Torme  géométrique  [vide        J  : 

<V1I1)  a.  _  t.  =  (a  „  6)  („  +  b) 

De  la  même  manière  nous  obtiendrons  les  identités  (*)  : 

(IX)  a'  —  6'  :^  (a  —  b)  (a»  -1-  d6  -t-  6') 


<X) 


-fc-+'  =  (a-6j(a« 


-  a^-'b  +  a— 'fc'  t-  . 


-b«) 


Celle  identité  donne  lieu  k  une  application  intéi'cssante  que  nous 
avons  déjà  indiquée  plus  haut.  Faisons  cnelTet  a  ;=  i;  régalité(X, 
nous  donne  la  somme  des  n  premiei's  termes  de  la  progression  géo- 
métrique de  raison  h  qui  commence  par  l'unité  : 


<X"-) 


-  6"  =  - 


Remarque.  —  En  appelant  b'  le  nombre  —  h  et  remplaçant  par 
conséquent  b  par  ~  b'  dans  les  formules  (VIIIJ  H  suivantes,  on 
obtiendra  de  nouvelles  identités.  Ainsi  : 


<X1) 


<  +  f  =  {a.^è')(„- 


-  b''j.  etc. 


303.  Autres  idsuUtAs.  —  En  additionnant  inembi-c  ù  mcnibi'e 
les  identités  (I)  et  (11)  du  ii~  398,  on  obtient  l'idcnlilé 

tWl^  (a  +  b)'  -H  {fl  -  t-r  -  ï  {«"  -4-  b'). 


(')  On  trouve  ces  idcnlilés  dans  k  Praclica  Arilhmeliete  ir!)'t(|)  de 
JEROME  Caudan  ichsp.  XXII,  Optra,  t.  IV,  p.  -m,).  L'identité  |X'''')  par 
exemple  est  énoncce  coiniiie  il  suit  pour  n  =  l  :  ■  Si  igilur  diviUcreg  1. 
eu.  ib.  I.  per  1.  co  ili,  1,  exibit  1.  te.  p.  1.  t-o.  p.  1  «.  Si  lu  divises  le  cube 
de  l'inconnue  (i.  cubus)  moi/is  i,  par  l'inconnue  (i.  cosa,  voiru"  ajlj 
moiru  ',  il  viendra  le  larré  de  l'inconnue  (1  censiu  ,  plus  l'inconnue  (à  la 
piemifre  puisMncc),  plu$  1,  L'cgalilé  ,IX,  intervient  déji  dans  ['Arithmé- 
tique de   UlOPHANTE. 
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Une  nuire  identilii  rcnMrqunUc,  connue  soin  le  nom  d'idenù'lé 
de  Lai/ran</e,  est  la  suivante,  ai»éc  k  vérifier  : 

(MU)        (a'  +  fc»,  (:.'  -+-  ?•;  ~  (an  4-  6?)'  =  (a?  -  6»)'. 

Nous  avons  d'autre  part  : 

(XIV)     (a  +  b  +  c)'  -  (a'  +  b^-f  c')  =  V  4-  6)  {(.  -h  c)  {c  ■+-  a) 

On  trauvcrn  dans  les  traités  spéciaux  d'algèbre  un  grand  nombre 
d'autres  identités  intéressantes. 

303   Simplication  dea  ezpreaaions  ooDlonant  des  radicaux 

—  Les  identités  du  n"  301  {tormettent  souvent  de  simplifier  les 
expressions  algébriques  où  figurent  des  radicaux,  c'est-à-dire 
dans  la  conipo^ition  desquelles  entrent  des  extractions  de  ra- 
cines (10). 

Ainsi,  nous  nvons  [identité  (Vlll)  où  l'on  remplace  a  et  b  par 

y;  _/>.(/; -4- /?)  =  .- p. 


D'où 

les  rormi 

es 

,/.^=7f 

- 

l'i  +  ^'f 

Vi  *  /s 

/■- 

y? 

' 

'- 

a 

Noua 

.-,VO„.».,S 

.i( 

a  +  \'4)  {a 

-  v'î)  =  a 

V  -yj) 

—  t 

d'o 

«   -r  t7.  «'-(.' 

Ces  formules,  tpii  éinicnt  connues  des  algcbrislea  liimlous  pcr- 
mettent  de  li;insfornier  les  Tmilions  de  manière  que  les  racicanx 
qui  V  entrent  ne  figurent  que  dnns  les  numérateurs  ('). 

Ijï  tronslormation  qn'exiiriment  les  iJentilés  (XV)  est  ainsi  lor- 
muléo  pîir  lilinsLaro  [)'ijti-Ouiiila,  cli.  i,  3^-35,  trad.  Colebroote. 
p.   i.'i7]  :   i<  change/  le  signe,   positif  ou  négatif  de  l'un  des  radi- 

(%  L'iJentltciXVlKe  trouve  dans  I'j4rilfim*liju«  do  l'Arabe  Ai.  Kals  An, 
qui  vivait  en  Andalousio,  au  xv<  siicio  («f.  Cantor,  VorUtiingm,  t.  ■, 
a*  ùd.,  p.  7t>->",  Elle  est  cgnlempnt  foimuléc  par  CauQUCT,  Triparty^  Src. 
Part.,  chap.  v:. 
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catix  du  dvnomiRatcui'.  el  jKir  le  clL'nominateur  ainsi  modifié, 
multipliez  le  numérateur  et  dénominateur  primitirit,  répétant 
l'o{)ération  (si  cela  est  nécesinire)  jusqu'à  ce  qu'il  ne  reste  plus 
qu'un  radical  au  dénominateur  ». 

Comme  exemple  d'idenlilé  plus  compliquée  (où  entrent  des 
racines  cubiques),  citons  la  suivante 

{<.-y;).((.+tw.y''^:)  =  !.'-|. 

queCainlan  ^') attribue  à  son  contemporain  le  milanais  De  Aralo- 
ribtts. 


304.  Tranaformation  des  polynomaa  du  premier  ou  du 
•ecoDd  degré  en  i.  —  Considérons  (voir  200)  un  polynôme  du 
premier  degré  en  x.  Pour  abréger  récriture,  nous  reprise» le ron s 
symboliquement  par  des  lettres  a  et  6  \elerme  intlépendani  Ac  x  el 
le  coeffirient  de  x  [ce  Icrme  el  ce  coefficient  sont,  n"  200,  des  ex- 
pressions algébriques  quelconque»  ne  contenant  pas  x\,  le  poly- 
nôme se  présentera  ilors  sous  la  foruicd'un  binomeeti  x:<ix  -^-  b. 
Mais  j'ai  évidemment 


Posant  alors  -  =  «,  je  pourrai  énoncer  la  proposition  suivante  ; 
Étant  donné  un  polynôme  P,  ijiielcoitque,  du  premier  derjré  en  x, 
H  existe  ane  expreKsion  'le  la  Jorme  n'x  -V-  s)  \o\  a  el  ^  snnl  îles 
expressions  ne  contenant  pus  x]  identique  au  polynôme  P. 

305,  —  Considérons  maintenant  un  |M>lynonic  du  second  degré 
en  X  :  jT-crirai  ceiwlynome  sons  la  forme  d'un  trinôme  (polynôme 
A  trois  lennes}  en  x,  nx'  -f-  bx  -t-  c,  trinôme  dans  lequel  les  lettres 
a,  b,  c  tiennent  place  dexpressions  nlijébriques  quelconques  ne  con- 
tenant pas  X.  J'ai  évidemment 


-fe4-,  =  „(,.+  'x-.-n 


("1  Ciir.D.tN,   Practica  Arilhmelicie  generalin,   clinp.  li,   §  i-,  Oper.i,  IV, 


„Google 


3o4  LE   CALCUL    ALGÉBRIQUE 

D*ailleurs  l'identité  (1)    où  je  remplace  a  par  xclb  i>ar  ~  I  me 
donne  : 

d'ofi  je  conclus  que 

Kédnisant  les  deux  demiôres  froclions  au  m6nie  dénominateur, 
j  écris  Qnalcmenl  l'identité 

( VVI)         .X-  +  k  ^  c  =  .  [(.  +  A  )■  -  ^  --^'] . 

Le  trinôme  du  second  degré  |>eiit  être  mis  sous  une  autre  forme 
encoie  si  le  nombre  1/'  —  ^ac  est  posili/.  Considérons,  eu  offel, 
duns  cette  hypolliÈse,  la  racine  carrcc  de  6*  —  4  ic,  que  nous  dé- 
signerons part/.  I/ciipressioiientie crochets,  dans  le  second  nombre 
de  (XMl),  est  la  difTércnce  du  carré  (')  de  (x  +  — |ctdu 
carré  de  .  J'en  conclus,  d'après  l'identité  (VllI),  que  cette  diffé- 
rence est  identique  au  produit    x  -h  —  —  —  War-f- 1_  —  j  ; 

j'ai  donc  : 

(XVII)  „■  +  (,! +  ,  =  «(. +  '--'* 

identité  dans  laquelle  1c  radical  représenic  la  racine  carri'e  |K>&itive 
defc'.S<ic(voirn"13e; 

Ces  diverses  identités  lurent  formulées  h  l'occasion  de  la 
théorie  des  équations  |)olynomale8  dont  nous  parlerons  plus  loin 

(5  6). 

,')  I.c  corrc  d'une  tmclion  ^^  isl,  comme  on  sait.  Je  rapport  du  c«ri< 
du  numérateur  b  nu  cnirc  du  (!énoniinaU-ur  {-^a^  [voir  ifi  116 1. 
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4.  —  Fonctions  et  équations. 

306.  Ezpreasioas  et  loootlons.  —  Les  calculs  du  paragraphe 
précédent  accusent  une  imprécision  de  notre  langage.  Nous  appelons 
expression  alyébrique  une  combinaison  de  signes  algébriques,  et, 
lorsque  nous  remplaçons  cette  combinaison  pnrune  antre  (dite  iden- 
^que),  nons disons  que  nous  transformons  l'expression.  Or,  ce  qui 
subit  une  transrormalion,  ce  n'est  point  il  proprement  parler  la 
combinaison  de  signes.  — laquelle  disparnlt  pour  faire  place  à  une 
nouvelle  combinaison  :  c'est  plutôt  le  siibslraluin  de  lu  combi- 
naison; c'est  la  chose  signiTiéo  par  l'expression  algébrique. 

Poussons  donc  un  peu  plus  avant  notre  analyse.  J'observe 
d'abord  que  quand  je  passe. d'une  expression  algébrique  à  une 
autre  identique,  quelque  chose  demeure  :  la  valeur  numérique 
commune  (positive  ou  négative)  que  prennent  les  deux  expres- 
sions lorsque  l'on  attribue  des  valeurs  numériques  (arbitraires)  aux 
lettres  qui  j  Ttgurent.  Voici,  par  exemple,  une  expression  algé- 
brique — T-,  ou  t  /  — V-   ....  où  entrent  quatre  lettres  a.  b.c.  d: 

lorsque  je  donne  à  a,  h.  c,  il  des  valeurs  numériques  piirliculières, 
l'expression  prend  aussi  une  valeur  numérique;  cette  valeur  varie' 
quand  je  modiOc  les  valeurs  de  a,  b.  c,  d;  mais,  en  revanche, 
elle  n'est  point  nltérL'e  par  les  transformations  algébriques  de 
l'expression. 

Cette  remarque  me  conduit  à  caractériser  comme  il  suil  la 
nature  et  le  rôle  des  expressions  algébriques.  Une  exprexsion  al- 
gébrique, où  fujnrenl  des  lettres  a,  b,  c,  d,  définit  une  lot  de  cor- 
respondance saioanl  laquelle  à  des  valear-t  arbitrairement  assignées 
aux  lettres  a,  b,  c,  d,  correspond  unecertaine  quantité  [oa  nombre) 
déterminée  {raknr  de  t expression).  Cette  quantité  déterminée  est 
appelée  fond  ion  (')'/ea,  b,  c,  d,  et  l'un  dit  qu'elle  a  pour  expres- 
sion ^expression  algébrique  considérer.. 

Parlant  de    cette  définition  (elle   s'applique  aux   expressions 

l'I  Jean  Behnouii.li  semble  ilre  le  premier  auteur  i]ui  ait  fait  un 
emploi  systématique  du  mot  u  fonction  >.  Ce  n'est  paa  toutefois  des  con- 
lidéralions  développées  dans  lo  présent  paragraphe  que  la  nolion  de 
louclion,  en  tait  a  été  tirée  (voir  i/i/ra,  ch.  n,  S  i). 


.ï  Google 


3o6  I.E   CAI^UL    AI^éHMQDE 

-contenant  un  nombre  quelconque  (le  lettres),  nous  pourrons  dire 
-qu'une  transformation  algébrique  quelconque  consiste  k  substituer 
■à  une  expression  d'une  lonction  une  autre  expression  de  la  même 
fonction.  La  fonction  subsiste,  mais  cliangc  de  forme;  l'expression 
est  remplacée. 

307.  Fonction  Rlgébrlque  de  certainea  lettres  ou  varlablas. 

—  Désignons  par  une  lettre,  <f,  le  nombre  (variable  lorsque  les 
valeurs  de  a,  h,  c,  d  varient)  auquel  est  égale  une  expression 
algébrique  où  figurent  les  lettres  a.  b,  c,  d.  Pour  définir  par  une 
formule  algébrique  la  valeur  du  nombre^,  nous  écrivons  que  ^ 
^gaie  (^)  l'expression  algébrique  donnée,  et  nous  disons  que  g  est 
Jonction  algébrique  des  quatre  lettres,  ou  des  quatre  {valeurs  ou 
quaiilitéi)  variables,  ou  des  quatre  argatne/M  a,  b,  c,  d. 
Ainsi  une  égalité  telle  que 

g^M  +  cd.    ou     5=^^ï^ji? 

-définit  g  comme  fonction  de  a,  b,  c,  d. 

Lorsque  g  est  l'onction  des  valeurs  a,  b,  c,  d,  nous  disons  que 
■«  la  valeur  de  g  est  déterminée  par  les  valeurs  de  a,  b,  c,  d  »  ou 
«ncore  que  •'  la  valeur  de  g  dépend  des  valeurs  de  a.  b,  c,  d  ».  On 
•  -aura  parfois  intérêt  à  signaler  cette  dépendance  sans,  pour  cela,  se 
donner  la  peine  d'indiquer  expressément  comment  g  dépend  de 
(i,  b,  c,  d  (c'est-ù-dirc  :  quelle  est  l'expression  algébrique  à  la- 
quelle g  est  égale).  On  se  servira  à  cet  effet  d'un  symbole  spécial, 
composé  d'une  lettre,  de  parenthèses  et  de  virgules,  et  l'on 
écrira  (')  (en  utilisant,  par  exemple,  la  première  lettre,  /.  du  mot 
Jonction)  -.g  =/  {a.b,  c,  d). 

Nous  pourrions  d'ailleurs  éviter  d'introduire  ici  une  nouvelle 
lettre  en  écrivant  tout  simplement  g  =  g  {a,  b,  c,  d),  ce  qui  signi- 
fie :  «  la  valeur  de  g  est  déterminée  par  les  valeurs  de  a,  b,  c,  d  ». 

308.  —  Serrons  ta  question  de  plus  près  encore.  Lorsque  nous 
parlons  de  «  fonctions  de  a,  b.  c,  d  ».  nous  avons  notre  attention 

(■)  Cette  nolatioa  a  été  employée  pour  la  première  fois  par  Bulbii 
{Commentar.  Pelropoli  ad  annoa.t yXi-ii,  t.  VII,  Sl-Pélenbourg,  1740, 
p.  186).  Des  EÎgnes  analoguea  avaient  déji  été  employés  par  Jban 
Bbdnouilli  el  Leibniz. 
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fixée  &ur  celle  circonstnncc  que  les  valeurs  de  a,  b,  c,  il  sont 
uariables  (')  (arbttrairemenl  variables).  C'esl  à  cause  de  celle  va- 
riabilité <ine  r^galiléj^/  (a  &,  c,  d)  définit  une  infinité  de 
nombres  dilTércnls,  ou,  en  (l*autrea  termes,  un  nombre  rj  va- 
riable. C'est  poui-quoi  l'on  dit  que  le  nombre  g  est  variable  en 
même  tem/is  que  —  oa  variable  avec  —  les  nombres  a.  b.  c,  cl. 

Qu'est-ce,  dh  lors,  en  définitive  qœ  définir  une  fonction?  Cett 
établir  une  correspondance  entre  certains  nombres  variables,  tels 
que,  a,  b.  c,  d,  et  un  autre  nombre  variable  y  qui  dépend  des 
premiers.  Les  nombres  a,  b,  c,  d,  sont  appelés  :  h  nombres  va- 
riabt»  indépendants  n  ou  «  variables  indépendantes  n  (élant  aous- 
enlendu  le  mol  quantité  pris  comme  synonyme  de  a  nombre  po- 
sitifou  négatif  11);  le  nombre^  est  npiwlé  n  variable  dépendante  n. 

309.  —  Nous  voici  maintenant  en  état  de  bien  préciser  la  si- 
gnification véritable  des  expressions  alg;ébii(]ue». 

L'étude  d'une  expression  est  au  (ond  (et  alors  même  que  ce  n'est 
pas  de  la  variabilité  de  celte  expression  que  ton  se  préoccupe 
momentané menl)  l'étude  d'une  quantité  dëpendunte,  déterminée 
par  une  ou  plusieurs  nôtres  quantités  (variables  indépendantes)) 
qae  l'on  nomme  parfois  arguments  de  la  fonction.  C'est  afin  de 
manifester  plus  clairement,  on  plus  simplement,  la  dépendance 
définie  pur  une  expression  que  l'ulgébrisie  se  trouve  amené  à  écrire 
celte  expression  sous  plusieurs  formes  dilTérentes, 

310.  Distinction  des  variables  et  des  quantitéa  fixes 
(constantes).  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'élude  complète 
d'une  expression  al^'ébrique  peut  iUe  particularisée  de  diverses 
manières,  entre  les({uelles  il  faut  établir  une  distinction. 

Dans  l'expression  y  =^  a*b  -\-  cd.  faisons,  par  exemple, 
b  =^  I,  c=  2,  (i=^  I  ;  l'expression  devient  y  =  a'  -h  s,  égalité 
qui  définit  y  comme  fonction  de  la  seule  variable  a.  Faisons  main- 
tenant 6^3,  c-=  —  1,  </=;a;  notre  expression  devient 
y  ^  3a*  —  2  et  diifinil  une  nouvelle  fonction  de  a.  Dune  manière 
générale,  nous  voyons  que  si  Hon  attribue  aux  lettres  b,  c  et  d  des 

(')  ■  Nunc  in  potlea  —  dit  Newton  {Methoduê  fiiixionum,  apud  Opua- 
eula,  t.  I,  Lausanne  et  Genève,  174.4,  p-  54/  —  fluenlea  pocabû  qaantilatet 
hat  guan  eoiuidtro  lanquant  gradatim  et  indefirtile  tretfenUe  >. 
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valeurs  Jixes  (canslanles,  déterminées)  quelconques,  et  à  la  lellre  a 
fies  valeurs  variables,  tëgalUé  g  ^  a'6  -H  c<l  définit  y  comme 
fonction  île  a.  Cet  ùnoncc  est  bien  clair  pour  nous;  en  elTet  nous 
avons  dit  (n°  275)  que  l'algèbre  opère  à  la  fois  sur  des  nombi-e» 
lixes  (constants)  et  sur  des  nombres  variables  ;  nous  avons  donc 
lonjotirs  le  droit  de  figurer  par  6,  c,  d  trois  nombres  fiies  et  par 
a  un  nombre  variable. 

De  la  mâme  façon,  et  suivant  les  Iiypothises  que  l'on  fera,  on 
pourra  considérer  que  l'égalité  y  =  a'  A  -+-  cd  définit}'  comme 
fonction  des  deux  variables  a  et  b,  ou  comme  fonction  des  trois 
variables  a,  b,  c,  clc.  Cette  remarque  s'applique,  bien  entendu,  à 
une  expression  algébrique  quelconque. 

Loraque  dans  une  expression  algébrique  on  veut  signifier  que 
certaines  lettres  re|)réscn(cnt  des  nombres  variables,  on  choÎEÎt  de 
préférence,  ces  lettres  parmi  les  dernières  de  l'alphabet  (380). 
C'est  pourquoi,  si  nous  voulons  étudier  l'expression  g=  a*  h  +  cd 
en  tant  quelle  définit  <f  comme  Jonction  de  a,  nous  indiquerons 
cette  intention  (')  en  remplaçant,  par  exemple,  la  lettre  a  par  la 
lettre  X  et  la  lettre  i/  par  la  lellre  y. 

Nous  dirons  alors  que.  quelles  que  soivent  les  valeurs  de  b,  c,  d, 
la  variable  dépendante  y  définie  par  l'égalité  y  ^  bx*  -+-  cd  est  une 
fonction  de  la  véritable  indépendante  x. 

Pareillement  une  égalilc  telle  que:=^  V.^  ~^  I^.  définit  ;  comme 
^  '  ay'  +  a 

l'onction  de  x  ely. 

Pour  exprimer  fjuc  y  est  fonction  de  x,  nous  écrirons  sonvent, 
symboliquement  :  y  =  f{x)  (la  lettre  /  [Muvant  d'ailleurs  Aire 
remplacée  par  une  autre  quelconque,  cf.  30).  Nous  entendons  parla 
que  la  valeur  de  y  est  déterminée  par  celle  de  j:  ;  ce  qui  n'empùcbe 
aucunement  que  l'expression  algébrique  de  y  ne  puisse  dé|>endre 
de  ccrLiincs  lettres  a,  b,  c,  d,  ...  qui  tiennent  places  de  valeurs 
nuniériqui't!  quelconques  mais  fixes. 

311.  FoQotîons  polynomalffs.  Identité  de  d«ux  polynomee. 

—  Les  plus  simples  des  fonctions  d'une  variable  j"  sont  les  |>olv- 

l')  NuuB  l'indiquerons  aussi  par  la  manièro  dont  nous  écrirons  l'exprci- 
■ioD.  SI,  par  exemple,  l'expression  est  un  polynôme  par  rapport  à  a  noui 
le  mettrons  sous  la  lornto  indiquée  au  n"  3gu. 
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Tiomes  en  x.  que  nous  avons  dérinis  8U  n'âQÛ:  ce  sont,  dirons- 
nous,  des  fonctions  enlih-es  ou  polynomales  {'). 

Pour  com|tléter  ia  défïnition  de  ces  fondions,  nous  allons 
montrer  qu'une  fonclion  polynoiiiale  de  x  ne  peut  êlie  mise  que 
tCane  seule  manière  sous  la  forme  d'nn  polynôme  ordonné  comme 
il  a  ùlc  dit  au  n°  260. 

Considérons  plus  précisément  deux  polynômes  d>^  degré  n  en  x, 
que  nous  écrirons 

UaX"  -f-  ...  -•-  a,x  ■+■  «0,       b„x"  -*-  ...  -t-  b,x  -^fc„ 

les  lettres  «„,...  a„.  b„...  6,  représentant  les  coefficients  {les([uels 
peuvent  être  des  expressions  algébriques  quelconques  ne  con- 
tenant posa;).  Nous  allons  établir  que  ces  polv  nomes  ne  peuvent 
être  identiques,  c'est-à-dire  prendre  tous  deux  la  même  valeur 
(variable)  pour  toute  valeur  (variable)  donnée  à  x  que  si  leurs 
coefGcienIs  correxpondants  (de  même  indice)  ont  la  même  valeur  ('), 

312.  —  lîn\isaj,'eons  d'abord  deux  irolyuomes  du  premier  degré 
aix -\- at,eKb,x -*- h„.  Pour  qu'ils  soient  identiques,  il  faut  qu'ils 
soient  en  particulier  égaux  lorsque  x  ^  o;  or,  pour  a;  =  o,  ils  se 
réduisent  à  Ug  et  b^  ;  donc  a,  el  b^  doivent  avoir  des  valeurs  égales. 
Reirancliant  maintenant  celte  valeur  des  deux  polynômes  sup|>osés 
identiques,  nous  voyons  que  les  monômes  a,x  et  bix  doivent  être 
égaux  quelque  suit  x  ;  ceci  exige  que  ai  =^  /'|. 

Inversement,  si  leurs  coclTicienls  correspondants  n'ont  pas 
des  valeurs  égales,  les  deux  polynômes  (on  le  constate  immédia- 
tement) prennent  des  valeurs  dilTérentes  pour  une  infinité  de 
valeurs  données  a  x  ('). 


[')  Si  le  polynôme  eit  du  premier  degr^,  il  est  dit  {onction  linéaire 
(cl.  açial. 

(*)  Y  compris  les  coefficient]  de  x^,  c'est-à-dire  lea  termes  indépendants 
de  X  [voir  n"  a»')]. 

1^)  Bien  entendu,  les  valeurs  des  polynôme*  que  l'on  compara  deux  à 
deux  sont  toujours  celles  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  t. 
La  théorie  des  équations  du  premier  degré  permet  (voir  §  6)  d'affirmer, 
plus  prccisément,  que  deux  polynômes  du  premier  degré  non-identiques  ne 
peuvent  prendre  ta  même  valeur  que  pour  une  seule  valeur  de  x,  savoir 
la  racine  de  l'ëquntion  a,x  f  oo  =—  6,1  -|-  b^  Fqui  est  x  »=   "-_  j"l. 
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Considérons  maintenant  deux  polynômes  du  second  degré, 
a,x*  -■(-  a,x  -4-  «0  et  b^''  •+■  b,x  ■+■  b„,  et  supjwsons  les  identiques. 
Ils  doivent  être  égaux  pour  x  ^  o;  donc  a^^^  b^-  Hetranchant, 
d'autre  part,  des  deux  polynômes  la  valeur  commune  de  a»  et  b, 
nous  voyons  que  les  deux  polynômes  a,x^  -i-  i,  a;  et  A^'  +  b,x 
doivent  être  identiques  ;  donnons  alors  A  x  une  valeur  quelconque 
non-nulle  ('),  et  divisons  par  x  ;  les  deux  polynômes  du  premier 
degré  ii,x  -t-  a,  et  b,  x  -+-  b,  doivent  lître  égaux  (quel  que 
soit  X  non-nul)  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  d'après  ce  qui  précède, 
que  ai  i,  ^=  b,  et  ui  ^=  b,.  Si  ccb  conditions  sont  sntisfiiiles  les 
deux  polynômes  du  second  degré  sont  identiques  ;  sinon,  on 
démontre  facilement  qu'ils  prennent  des  vaLurs  diiïérentcs  pour 
une  infinité  de  valeurs  diverses  données  à  x. 

En  poursuiv.-int  le  même  mode  de  raisonnement  (raisonnement 
récurrent,  voir  n*  258)  on  étend  les  conclusions  qui  précèdent  à 
des  polynômes  de  degré  quelconque  [il  résulte  en  particulier  de  ces 
conclusions  que  les  polynômes  ne  peuvent  <^tre  identiques  que  s'ils 
sont  de  même  degré]. 

Les  polynômes  du  second  degré 

a*'  ■+■  \/a{i  j  H-  c        et       6x^  +  t  -\-  a, 

par  exemple,  sei-ont  identiques  si  l'on  a  n  =  3,  \  ait  ^^  i.  c  =  a. 
Un  polynôme  ne  [leut  èlie  iilentiquemenl  nul  —  c'cst-i-dire  égal 
à  o  pour  toute  valeur  de  la  variable  x  — que  si  tous  ses  coefTîcienls 
sont  nuN. 

313.  —  Les  fonctions  polynomales  de  plusieurs  variables —  po- 
lynômes en  X,  y,  t...  (voir  n'  Ml)  donnent  lieu  A  des  remarques 
semblables.  Deux  polynômes  en  j:.  y,  ;,..  ne  peuvent  Être  iden- 
tiques (c'est-à-dire  égaux  quelles  que  soient  les  valeurs  données  nax 
variables  x,  y,  z,..j  que  ci  les  coejficieiils  des  termes  semblables  {*) 
dans  les  deux  polynômes  ont  deav  h  deux  des  valeurs  égales. 

Ainsi  les  polynômes 

ax  H-  hy  -+■  abry  +  cr'        et        3  .r    ;   y  -i-  r/x>  -f-  eï-y 

(',  Si  X  ctail  nul,  ta  division  des  deux  polynômes  par  i  serait  une  opé- 
ration impossible. 

l'r  Voir  n"  ïi)7.  Je  lupposo  ici  que  toutes  les  puissances  semblables 
d'un  mfnie  polynôme  sont  reunies  en  un  seul  term". 
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sont  idcmiques  si  l'on  aa  ^  3,  &  =  1,0^  (/,  ab  =^  eet  c^  o, 
et  dans  ce  cas  seulement. 

314.  Remarque.  —  11  importe  de  noter  que  l'on  a  coutume  de 
qualifier  «  fonction  polynomale  u,  —  ou,  pour  abroger,  «  poly- 
nôme >  —  toute  fonction  de  une  ou  plusieurs  variables  dont  l'ex- 
presstoD  peut  être  mise  (sans  l'ôtre  nécessairement  dé\a)  sons 
forme  de  polynôme  (par  voie  de  transformalion  algébrique).  La  na- 
ture d'une  fonction  doit  être,  en  effet,  considérée  comme  indé- 
pendante dca  transformations  que  subît  son  expression.  Vins!  l'on 
dira  que  la  fonction  de  x  définie  par  le  produit  (3x  4-  1)  (x  -:—  3) 
est  polynomale  parce  que  le  développement  de  ce  produit  (n"  MB)- 
est  un  poijnome. 

31tS.  Fonctions  rationnellea.  —  Après  le  polynôme,  la  fonc- 
tion la  plus  simple  est  la  fonction  (ou  froelioti)  rationnelle.  On. 
appelle  ainsi  le  quotient  de  deux  polynômes,  ou  fraction  ayant 
pournuméraleur  et  pour  dénominateur  deui  fonctions  polvnometes 
d'une  ou  plusieurs  variables.  —  Si  les  polynômes  sont  du  premier 
-  d^ré,  la  fonction  rationnelle  est  dite  homographique. 

I.,es  polynômes  — que  l'on  peut  considérer  comme  des  quolients- 
de  polynômes  par  le  nombre  i  —  sont  compris  dans  la  classe  de» 
fonctions  rationnelles. 

Toulti  fonction  non  rationnelle  est  dite  irrationnelle. 

316  Identité  de  deux  lonotioos.  —  Nous  allons  compléter 
l'analyse  faite  auï  numéros  précédents  en  expliquant,  d'une 
manière  générale,  en  quoi  consiste  CidenUlé  de  deux  fonctions  et 
dans  quelles  conditions  celle  identité  peut  <;trc  réalisée. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  deux  fonctions  de  trois- 
variables  :/(«,  y.  i)  et  gix.  y,  z). 

t"  Si  les  expressions  /  et  '/  ne  contiennent,  outre  les  lettre» 
X,  y,  z,  que  des  nombres  arithmétiques,  les  deux  fonctions- 
seront  identiques,  ou  non,  snivant  qu'elles  prennent,  ou  non, 
toujours  la  même  valeur  (variable)  lorsque  l'on  donne  k  x,  y,  z 
des  valeurs  (variables)  quelconques. 

2"  Si  les  expressions  _/*  cl  j  contiennent  des  lettres  telles  que 
a,   b,    ...    représentant   des  ({nantilés    fixea    (indépendantes  de» 
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variables),  et  si  ces  expressions  sont  identiques  (au  sens  du  n°  294). 
quelles  que  soicol  les  valeurs  données  aux  variables,  x,  y,  z,  les 
deux  fonctions  sont  évidemment  identiques,  et  cela  quelles  que 
soient  les  valeurs  attribuées  aux  quantités  fixes  a.  A,  c,  ... 

3"  Si  les  expressions  f  el  g  contiennent  des  lettres  telles  que 
a,  b,  ...  représentant  des  quantités  lixes,  el  ne  sont  pas  identiques 
au  sens  spécifié  ci-dessus,  les  fonctions/et  tj  ne  pourront  pas  être 
identiques  quelles  que  soient  les  quantités  a,  b,  c,  ...  mais  seule- 
ment pour  certaines  valeurs  de  ces  quantités.  Le  problème  se  pose 
alors  de  recltercber  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les 
nombres  constants  a,  b,  c,  ...  pour  que  les  deux  fonctions  soient 
identiqu'^5.  C'est  le  problème  que  nous  avons  résolu  dans  le  cas 
oîi  les  fonctions  sont  des  polynômes. 

Une  fonction  identique  à  o  est  dite  identiquement  nulle. 

317.  —  A  ces  remarques  et  définitions  relatives  à  l'identité, 
nous  ajouterons  le  théorème  suivant,  dont  nous  nous  dispenserons 
de  donner  la  démonstration  rigoureuse  r 

La  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  que  le  produit  de 
plusieurs  fonctions  {définies  par  des  expressions  algébriques)  soit 
identiquement  nul  est  que  Fane  des  fondions  le  soil{'). 

318.  Equations.  —  Dans  les  pages  qui  précèdent,  la  notion 
de  fonction  vient  de  se  présenter  à  notre  réflexion  comme  le 
support  nécessaire  de  l'algèbre.  Nous  nous  sommes  demandé  qu'elle 
est  la  chose  qui  revêt,  par  l'effet  de  la  transformation  algébrique,  des 
formes  di(réi'entes,et  nous  avons  trouvé  que  cetle  chose  est  la  fonc- 
tion. Cependant  il  ne  faudrait  pas  croire  que  lîdée  de  fonction  soit 
apparue  dans  toute  sa  netteté  h  l'esprit  des  premiers  algébrîstes. 
{Cf.  p.  3o5,  note  i  et  ch.  n,  S  /)■  Les  mathématiciens  antérieurs 
au  \vn*  siècle  n'envisagèrent  que  l'une  des  applications  auxquelles 
donne  lieu  l'étude  des  fonctions  :  la  rcsolulion  des  équations  algé- 
briques, ou  calcul  des  inconnues  (\o'n  i  l)  définies  par  des  équations. 

Supposons  que  nous  connaissions  une  fonction  de  x,  y=f{x), 
et  posons-nous  la  question  suivante  :  Pour  quelle  ou  quelles  valeurs 


Cl  On  sait  que  pour  qu'un  produit  de  tacteuis  loit  nul,  il   laut  c 
•uffit  que  l'un  des  facteur»  soit  nul. 
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de  X,  la  variable  dépendante  y  prend-elle  une  valeur  a  donnée  à 
r avance  {^)  ? 

On  peut  ppser  autrement  )e  nii>me  problème  en  disant  que  l'on 
cherche  la  ou  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  a  lieu  l'égalité 
f(x)  =  a.  Celte  égalité  est  appelée  équation  (*)  en  x-  Pour  écrire 
explicitement  l'équation,  on  doit  remplacer  f{x)  par  l'expression 
algébrique  dont  le  symbole /(a;)  tient  pour  nous  la  place. 

Remarque.  —  L'équaliony(j:)  =  a  peut  élre  écrite /(a;)  —  a  =  o. 
Il  est  toujours  possible,  en  d'autres  termes,  de  mettre  une  équation 
relative  i  l'inconnue  x  sous  la  forme  (')  : 

(■)  F(»)  =  o, 

c'est-à-dtro  sous  la  forme  d'une  égalité  dont  le  premier  membre 
est  une  fonction  de  x  et  le  second  membre  zéro  (la  fonction  étant 

d'ailleurs  quelconque  et  pouvant  contenir  des  lettres  a,  b,  c 

qui  représentent  des  nombres  connus). 

On  pourra  mettre,  plus  généralement,  sous  la  même  forme  (i) 
toute  égalité  (*)  où  figurent  l'inconnue  x  et  des  nombres  supposés 
connus  a,  b,  c,  ...  Une  telle  égahtc  pourra  donc  toujours  être  re- 
gardée comme  une  équation;  elle  est  parfois  aussi  appelée  relation 
Centre  la  quantité  inconnues  et  les  [quantités  connues  a,  fr,  c,  etc.). 
Cette  dernière  expression  est  empruntée  au  langage  géométrique 
(p.  117,  note  1)]. 

(*j  Remarquons  que  û,  tant  eonnalire  x,  noui  voulons  raisonner  sur  x 
«t  u,  nous  devons  prendre  soin  de  ne  faire  d'autres  déductions  que  celles 
qui  restent  valables  quelle  que  Mit  la  valeur  de  l'inconnue  x  ;  nous  devons, 
en  d'autres  termes,  faire  porter  nos  raieonnemenls  sur  la  fonction  /,x),  en 
supposant  provisoirement  que  x  puisse  prendra  des  va'eurs  quelconques. 
Ainsi  tout  calcul  portant  sur  des  inconnues  est,  en  réalité,  un  calcul 
portant  sur  des  voftablet.  Cependant  il  n'est  point  nécessaire  d'appro- 
fondir l'examen  de  la  fonction  /  x,  si  Ion  h  simplement  en  vue  la  réso- 
lution et  l'étude  des  racines  de  l'équation  correspondante. 

(*)  De  Kquatio,  égalité  ;  en  allemand,  Gleidiung. 

{*)  ■  Ce  sera,  dit  Descarteb,  souvent  le  meilleur  de  les  considérer  en 
cette  sorte  [les  équations]  >.  (La  Géométrie,  Œuv.,  t.  VI,  p.  4J4). 

I*)  Une  telle  égalité  est  de  la  forme 

c'a:,  a,  6,  c,  ...j  =  ^'x.  a,  b,  c.  ...) 
[les  symboles  ;p  et  iV  qui  figurent  dans  les  deux  /nembrea  désignant  des 
foDClions  quelconques]  :  on  peut  l'écrire  ; 

f'x,  a,  6,  c,  ...)  —  ^{x,  a,  6,  c,  .,.)  ™=  o, 
où  le  premier  membre  est  une  fonction  de  x  que  je  représente  par  F[a:}. 
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La  OU  les  vAleurs  de  x  qui  satisfont  h  l'égatïté  ou  équation  (i) 
[qui  n  vérifient»  l'équalion' sont  appelées  «Bolutions»  «ou  racines(')u 
de  l'équation.  Ces  valeurs  dépendent  naturellement  des  lettre» 
u,  b,  c,  ...  qui  figurent  dans  I  équation  ;  «résoudre»  l'équation,  dès 
lora,  ou  en  trouver  les  solutions,  ce  sera  IrouKer  les  expretsions 
algéhriques  formées  avec  les  lettres  a,  h.  c,  ...  auxquelles  tes  ra- 
cines sont  éijaies;  on  dit  que  ces  expressions  sont  «  les  expression» 
des  racines  en  fonctions  des  quantités  a,  b,  c,  ...  o. 

319.  Exemples.  —  L'égalité  a{x  —  fc)*  —  c  =  o  est  une 
équntinn,  qui  est  satisfaite  quand  (x  —  /*)'  est  égal  à  -  et  par 
conséquent  quand  x  —  A  est  égal  à  la  racine  carrée  de-  :  si  donc- 
est  un  nombre  positif,  l'équalion  a  deux  racines  : 


'•  +  \/'a  "■         '  =  ''-\/i- 


L'égalité  '   j;^,  ^  i  est  une  équation  qui  est  satisfaite  lorsque 

3-f.a  =  x  —  6:  on  déduit  de  là  qu'elle  a  pour  racine  le  nombre 
a:  =r  3  -I-  «  -t- 1. 

Nous  retrouverons  plus  loin  quelques  exemples  simples  d'équa- 
tions algébriques.  Mais,  avant  de  quitter  le  point  de  vue  général 
et  abstrait  où  nous  nous  sommes  placés,  nous  voudrions  indiquer 
a  priori,  dans  une  esquisse  rapide,  comment  se  posent  les  prin- 
cipaux problèmes  relatifs  aux  équations.  Nous  invitons  de  nouveau 
le  lecleurqui  trouverait  trop  aride  l'exposition  qui  va  suivre  h  s'aider 
d'un  traité  d'algèbre  élémentaire  :  il  pourra  ainsi  se  familiariser 
graduellement  avec  les  notions  nouvelles  que  nous  allons  être 
obliges  (l'introduire. 

320.  Equations  à  plusieurs  Inconnues.  —  Si  dans  l'exprès* 
sion  V(x)  il  n'entre  qn'uno  inconnue,  j;,  l'équalion  F(a;)  ^  o  e«t 
dite  équntinn  à  une  inconnue.  Soit  maintenant  F(a;,y)  une  expres- 
sion (fonction  de  x  cl  y)  qui  contient  deux  inconnues  x  ei  y  : 


(<)  Nous  avons  vu  ('!7^l  que  l'inconniia  (cosa)   fut  appelée  radix  parle* 
traducteurs  itcg  algéitriilei  arabe*. 
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nous  dirons  (jiic  l'égaliLé  ¥{x,y)  =  o  est  une  équation  à  tleu.-: 


Nous  déliiiiruns  tle  mémo  les  équations  k  3,  4.  aie.,  inconnues. 
D'une  manière  généiale.  toute  ég'nlilé  |ou  relalion,  ville  saprn,  317  j 
où  ligiirent  des  nombres  ordinsues,  des  lettres  a,  b,  c,  ...  repré- 
scnlant  des  quanlilés  connues,  et  des  lettres  x,  y,  z,  ...  icprésen- 
[ant  des  quonlilés  inconnues,  lorl  une  équation  ;  elle  peut  être  mise 
sous  la  l'urnic 

i")  ¥{r.y.z...)  =  o. 

On  nppellern  .tyslhne  île  sotnlioiis  d'nne  équation  (2)  tout  en- 
semble de  vnlcnis  (associées)  des  inconnues  j:,  y,  z,  ...  qui  i:e- 
ri fient  Véqualion,  c'esl-ù-dirc  lont  ensemble  de  nombres  tels  que, 
lorsqu'on  les  mot  à  la  pince  de  x,  y,  z,  ...  dans  l'expression  F. 
celle  expression  se  réduit  h.  o 

321.  Equation  déterminée  oa  indéterminée.  —  Si,  en  éga- 
lant à  o  les  expressions  algébriques  les  plus  simples,  nous  for- 
mons, à  litre  dVxenipIcs.  des  équations  à  une  inconnue  x,  nous 
constatons  aussitôt  que  ces  équiittons  ne  peuvent  élre  satisfaites 
par  des  valeurs  quelconques  de  x  (à  moins  qu'elles  ne  se  ré- 
duisent à  des  idenlilcs)  (';  :  leurs  solutions  —  si  elles  en  ont 
—  sont  déterminées  (')  (c'est  pourquoi  nous  dirons  que  les 
équations  elles-mdmcs  sont  Jélerminées), 

En  acra-t-il  de  même  des  équalions  a  plusieurs  inconnues?  Il 
est  facile  de  voir  que  non.  Prenons  pour  exemple  l'équation 

nx  -h  ^y  ~  t  =0; 

{'j  Si  l'on  se  donne  une  égalité  de  la  forme 

il  faut  s'assurer,  avant  He  traiter  cctle  dualité  comme  une  équation, 
qu'elle  ne  *e  réduit  pus  à  une  identité  ayant  lieu  quut  que  soit  x.  Ainsi 
l'égalité 

a  fa'eu  quel  que  soit  x  [n°  3ui)  :  elle  n'a  pat  de  «  lolutions  déterminées  >. 
(•)  J'entends  :  dilerminieg  par  les  valeur»  des  nomhres  et  dta  lettres  (repré- 
lenlanl   des  quantités  connues)   gui  figurent   dans  l'équation,  ou  encore  : 
cateulahles  lorsque  l'on  donne  au^  Ultres  a,  h,  c,  ...  des  valeurs  numériques    , 
difermirtéee. 
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«Ile  peut  (  &lnvéri fiée  pur  n  (admetlre  comme  solution)  n'imporle 
quelle  valeur  de  x  pourvu  que  l'on  donne  k  y  une  valeur  corres- 
pondante convenable  :  si.  par  exemple,  l'on  Tait  x  =:  o.   il  Tandra 

que  3^-  =  I,  donc  y  =  ;,;  si  a;=  i,  il  randraqueSj'-H  a  —  i  =o. 
c'est-à-dire  iy  ■=  —  i  oh  y  =  —  7,  etc.  Ainsi,  on  ne  peut  sans 
doute  pas  choisir  arbitrairement  les  deux  valeurs  x  el  y  qui  sa- 
tisFont  à  l'équation,  mais  on  peut  choisir  la  valeur  de  x  on  celle 
de  y.  L'équation,  pour  celte  raison,  est  dite  inilélerminée  (')  :  elle 
Jidmet  une  infinité  de  solutions  (il  existe  une  inrinîté  de  couples  de 
valeurs  x  ely  qui  la  vérîfîeni). 

322.  SjrsUmea  d'équationa  aimu  lia  nées,  —  Nous  serons, 
par  contre,  en  présence  d'un  problème  en  géuérnl  déterminé  si 
nous  nous  proposons  de  trouver  un  couple  de  valeurs  de  x  et  y 
qui  vérifisnl  ù  la  fois  (soient  solutions  de)  den\  équations 

En  effet  ('),  considérons  provisoirement  y  comme  connu  :  alors 
l'équation  F  ^  o  est  une  équation  en  x.  dont  la  ou  les  racines  /si 
on  sait  les  calculer)  s'expriment  en  fonction  de  y  et  des  lettres 
a,  b,  c,  ...  (représentant  des  nombres  connus)  qui  lîffurent  dans  F. 
Il  en  est  ainsi  quel  que  soit  y.  Mais  nous  voulons  que  y  et  la 
valeur  corres[)ondante  de  x  soient  solutions  de  l'équation  G  =^  o. 
La  lettre  y  doit,  par  conséquent,  avoir  une  valeur  telle  que, 
lorsque  dans  la  fonction  G  on  remplace  x  par  une  des  racines 
■rfe  F  ^  o  exprimées  en  Jonction  île  y,  l'équation  G  =  o  soit  vé- 


l'i  Les  équations  indc terminées  ont  Jlé,  depuis  Diopb.vnte  {voir  p.  li, 
note  •i\,  l'objet  de  nombreuses  recherches  :  ou  s'ett  proposé  en  particulier 
{le  trouver  les  valeurs  entières  (nombres  entiers)  de  x,  y  qui  peuvent  »a- 
lisfaire  i  une  équation  indéterminée  â  deux  inconnues  jr,  y  Icf.  37].  Ces 
mîmes  équalions  indc terminées  se  trouvent,  comme  nous  le  verront 
plus  loin,  k  la  liase  de  In  Kcomctrie  analytique  |voir  chnp-  iv.  %  %].  — 
Notons  que  l'cpithèlo  indélerminée  ne  parait  pas  avoir  èié  employée 
Jivant  le  xvuie  siècle  [on  la  rencontre  chez  Lagha:<ge,  et.   supra,  p.  3'l, 

(*)  La  lecteur  qui  voudrait  éclairer  cette  déduction  par  un  exemple 
pourra  se  reporter  tout  de  suite  au  n"  t{». 
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rifiée.  Or,  lorsqu'on  substitue  à  x  une  expression  fonction  Aty, 
liquation  G  ^  o  <Jevicnt  une  équation  à  une  inconnue.  Sa  ou  ses 
racines  sont  les  valeurs  cliercli^es  de  7  :  on  en  déduit  les  valeurs 
correspondantes  de  x  [données  en  roncLion  de  y  par  l'équation 
F  =  ooù  y  est  désormais  connu].  Ainsi,  les  couples  de  valeurs 
associées  de  a;  et  j-  qui  rendent  nulles  les  deux  fonctions  F  et  G 
sont  en  général  délermiiiées. 

Remarque.  —  La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  pour 
étudier  le  système  F  =  o,  G  ^:  o  est  appelée  «  méthode  de  sub~ 
stUadon  u  ;  elle  consiste,  a-t-on  coutume  de  dire  à  »  tirer  x  de 
la  première  équation  »,  puis  à  «  porter  l'expression  trouvée  dans 
la  seconde  équation  ». 

323.  —  D'une  manière  générale,  considérons  un  ensemble 
d'équations. 

[K  {'>■.}•.=.«....)  =  0 
G(,,j..=,.,....)  =  o 
'''  H(«,.v,  «..,...)  =  o 


f 


contenant  plusieurs  inconnues.  Si  nous  pouvons  trouver  un  ensem- 
ble de  valeurs  déterminées  des  inconnues,  soit  {')  x^,  j",.  z^,  u,,,... 
telles  que  toutes  les  fonctions,  F,  G,  H..,  soient  nulles  lors- 
qu'on y  fait  (')  à  la  fois  x  ^  x^,  y  =  y»,  etc,  nous  dirons  que  l'en- 
semble des  valeurs ;£o'  /o.  ^o>  u<>, ...  est  un  système  de  solutions  ou 
de  racines  des  équations  (3). 

L'ensemble  des  équations  (3)  est  lui-mt^me  appelé  système 
itêqaatlons  simultanées.  Si  p  est  le  nombre  des  équations,  n  le 
nombre  des  inconnues,  on  précisera  en  disant  que  le  système  (3) 
est  un  système  de  p  équations  simultanées  à  n  inconnues. 

Un  système  contenant  autant  d équations  que  d inconnues  est  en. 
général  (')  déterminé  fa  des  solutions  déterminées,  cf.  n"  362- 
67),  —  Un  système  contenant  plus  d'inconnues  que  déqualions 

(')  Ces  valeurs  —  que  je  représenlo  par  les  lettrea  x^,  y^,  i,,  ...  —  sont 
des  nombre»  ou  des  expressions  algébriques  ne  dépendant  qu  des  quan- 
tités fines  (supposées  connues)  qui  figurent  dans  les  équations. 

l'I  C'est-à-dire  a  lorsqu'on  y  donne  a  x  \a  valeur  i,,  i,  etc. 

(^1  Voir  à  ce  sujet  le  S  fl  du  présent  chapitre  et  le  §  -i  du  cbap.  v. 
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est  en  yânéral indélerminé .  —  Un  système coitlenanl pltts  irèijualiuiis 
f/ac  d'Inconnues  n'admi-l  en  (jénérdl pnt  île  solutions. 

324  Syatëmsï  impossibles.  ~  Nous  dÎ!«ons  tl*un  s^slèiiicdé- 
^joiirMi  de  solutions  qu'il  csl  imftossible  (il  ti'eat  alors  ni  iléferminé, 
□  i  uirltUerminé).  Culte  circonstance  peut  se  pn'sentcr,  lois  milmc  que 
l'on  n'a  pas  plus  d* équations  que  d'inconnues,  si  les  équations  du 
sjstèmc  expriment  des  faits  contradictoires.  —  Ain^^î  le  syjlème 
2X-+-  y  =  1,  -ÀX  -1-  j'  ^=  2  est  linpossîhle,  car,  quelles  que  soient  les 
valeurs  dunnces  à  x  et  à  y.  lit  sonmc  ax  +  y  ne  peut  |»ns  cire  à  la 
fois  égale  à  i  et  égale  à  a. 


5.  —  Transformation  des  équations 

32^.  RéBolutiou  d'une  équi.tion.  —  Comment  trouver  la  ou 
les  valeurs  de  x  qui  l'^n'yicrif  une  équation,  par  exemple  l'équalion 
à  une  inconnue 

Lea  exemples  donnés  au  n°  319  montrent  que  le  problème  est 
parfois  aisé  à  résoudre.  Supposons,  plus  (généralement  que  nous 
ayons  alTaire  à  une  fonction  F(x)  de  la  forme  (') 

\x—  H),  ou  A(j:  —  K)lx~  Ci.  ou  A  (a-  -B)(.)-  —  C;.(j>~D)  ...; 

remarquant  qu'un  piïMinit  de  plusieurs  nombres  ne  peut  être  nul 
que  si  l'un  des  fadeurs  est  nul,  nous  voyons  qu'il  faudra  et 
sullira.  pour  que  l'(a;)  soit  nul.  que  x=^h,  ou  x  =  C,  ou 
X  =Vi  ...  ;  donc  les  nombres  B,  ou  B  et  C,  ou  B,  C>t  D,  ... 
seront  des  racines  (et  les  seules)  de  l'équation  (i). 

Lorsque  la  fonclion  I-'  (x)  ne  se  présente  pas  sous  l'une  des 
formes  indiquées  ci-dessus,    on    jreut   chercber  à   l'y    ramener 

l'I  II  n'y  aurait  nature-Ile  ment  rien  à  changer  aux  concluiions  que 
nous  niions  énoucer  si,  dans  l'expression  de  F(x  ,  les  grandes  lettret 
A,  II.  C,  ...  étaient  remplucces  par  des  expressions  algébriques  quel- 
conqucï  formées  avec  des  lettres   qui  représentent  toutes  des   nombres 
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par  uae  transformation  algébrique  (')  (voir  S  J)  :  sî  pareille  trans- 
formation est  possible,  l'équalion  peut  âtre  «  résottic  it. 

Muis  les  transformations  que  l'on  sera  en  droit  d'utiliser  |X)ur 
résoudre  lequalion  (i)  ne  sont  point  seulement  celles  qui  rem- 
placent l'expression  F  (x)  par  une  expression  iiienlique  (voir  S  J  et 
S  4).  D'autres  transformations  sont  éj^aleuient  légitimes,  qui  sont 
propres  à  la  théorie  des  équations  algébriques  ;  c'est  de  celles-là 
que  nous  allons  maintenant  nous  occuper. 

326.  Equations  équtvaleates.  —  Soit  F  (a;,  y,  z,  ...)  =^  o 
une  première  équation  dépendant  des  inconnues  x,  y,  z,  ...  Nous 
dirons  qu'une  seconde  équation  G[x,  y,  Z,  ...)■=  o  e?t  équiva- 
lentes la  première  «ïou(  ij-j^me  de  valeurs  <tes  \nconnacsx,y.z,... 
satisfaisant  à  Cune  des  éijualionj  satisfait  également  à  Caalre. 
Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  a  le  droit  de  remplacer  l'équation  (') 
F  :=  o  par  l'équation  G  =:  o  :  on  dit  alors  que  l'on  effectue  une 
iransformation  de  l'équalion  F  ^=  o. 

La  même  terminologie  s'applique  aux  équations  qui  n'ont  pas 
^lé  ramenées  à  la  forme  F^o  [voir  p.  3i5,  note  .'ij  et  qui  se 
présentent  sous  la  forme 

(2)  {{x.y.z....)=f,{x.y.i....). 

Toute  équation  ayant  les  mêmes  racines  que  l'équation /^^  ^  lui 
■est  équivalente. 

Signalons  quelques  transformations  fréquemment  utilisées  (^)  ; 

1°  Si  l'on  ajoute  une  même  quantité  aux  deux  membres  de 
'l'équation/ ^^,  on  obtient  une  équation  équivalente:  ainsi  les 
équations  3»  -t-  ay  -t-  i  =  5  —  x  et  'ix  -*•  ay  -t-  i  =;  5  sont 
équivalentes. 

C'est  en  vertu  de  ce  principe  que,  lorsque  les  deux  membres  de 
4'équation  (c'est-ik-dire    les  deux    expressions  f  et  g)  sont   des 


Cl  Si,  par  exemple,  Y  x,  ^  a:'  — o',  on  remarque  que  F.x,  est  iden- 
tique k  [x  —  a]  IX  +  a;,  et  l'on  en  conclut  quo  l'équation  i:i  udmet  pour 
TBciiin  at\  —  a. 

Cl  J'êcrit,  pour  abroger,  F  =.  o  «u  lieu  do  V[x,  y,  i,  ...]  =  o. 

l'i  Toute*  CM  irantlormation*  ont  été  pratiquées,  plus  ou  moins  liabi- 
lement,  dèt  le*  premien  temps  de  l'algèbre,  mais  elles  ne  trouvèrent  leur 
io nu ule définitive  qu'an  xviii*  siècle  \dans  l'œuvre  d'Ei;LEB  en  particulier). 
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sommes.  0/1  peut  faire  passer  un  terme  quelconque  d'un  membre 
dans  t autre  en  en  changeant  le  signe  ;  l'opciation  ainsi  eflectuée 
est  la  djebr  (267)  [exemple  ;  les  équations  2X  —  y  —  2  =  0, 
ou  —  y  ^^  t  —  2X  sont  équivalentes]. 

3'  Les  deux  équations 

¥i:r.y,z....)  =  o.       \.F(x,  y,  z,  ...)  =  O. 
où  A  esl  un  nombre  constant  (ou  une  expression  algébrique  ne 
dépendant  pas  des  inconnues)  xont  équivalentes. 

i'  Considérons  l'équation  ù  une  inconnue  t'(x]  ^  o  et  un  poly- 
nôme en  X  [que  nous  désignerons  par  V  (x)\ne  prenant  la  voleuro 
pour  aucune  des  l'aleurs  de  x  qui  snnl  racines  de  Véquation.  Quelle 
que  soit  la  valeur  finie  (non  infiniment  grande,  n'  134)  donnée 
à   la  quantité  X,   la  valeur  du   polynôme  P  (2:)    ne  peut  pas  êlie 

F(k) 
infiniment  grande  (').  Il  en  résulte  qne  la  fraction  n)  \    ne    peut 

V  \X) 

âlro  nulle  que  st  son  numérateur  est  nui.  Par  contre,  lorsque  l'on 
prend  pour  valeur  de  x  une  racine  de  l'équation  ^(^i:)  =^  o,  la 
fraction  cit  nulle.  J'en  conclus  que  les  deux  équations 

sont  équivalentes  ('). 

Ainsi,  pnr  esemple,  les  deux  équations 

x'-Hi  — 3 

=  0       et       x'    V-  X  —  J^o 
X  +  a 

sont  équivalentes.  Pour  résoudre  la  première,  il  suffira  de  résoudre 
ta  seconde,  qui  est  mantfeslemcnt  ]>lus  simple. 

4"  On  peut  cllectuer  une  transformation  analogue  sur  les  équa- 
tions à  plusieurs  inconnues  qui  appartiennent  à  un  système  d'équa- 
tions simultanées.  Soit,  par  exemple,  proposé  le  système 

1  !■■('.  .<■;  =  » 

'G(r.  ,)=,». 

('f  Puisque  celle  valeur  eit  le  rcsullat  d'une  combinaison  d'additions  et 
de  mulliplicalioiia  ellecluécs  sur  la  quantité  x  et  des  quantités  fixes. 

i')  Il  l'ii  est  du  môme,  d'une  manière  Kcnérale,  si  P  x.  est  une  (onction 
quelconque  qui  n'est  infiuimeul  grande  pour  auuune  valeur  de  x  et  ttlle 
que  les  racines  de  K  x.  =  u  ne  soient  pua  racine*  de  P,xj  =  o. 
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Appelons  P{x,y)  une  fonction  de  x  etyqa'i  ne  soU  jamais 
inrmimcDt  grande  et  no  soit  pas  nulle  lorsqu'on  y  remplace  3:  et  y 
par  un  système  de  solutions  du  système  proposé  (voir  323)  : 
alors  les  équations 

sont  deux  à  deux  équivalentes. 

327.  Remarque  sur  les  Bystémes  Indéterminés.  —  Les 
remarques  que  nous  venons  de  faire  sur  les  équations  équivalentes 
nous  avertissent  qu'un  système  de  n  équations  ù  ;i  inconnues 
pourra  exceptionnellement  ne  pas  admettre  un  système  de  solutions 
-déterminées  (voir  n"  323).  Supposons,  en  clfel,  que  les  équations 
A  deux  inconnues  F  (x,  y)  =  o  et  G  (x,  y)  -—  o  soient  éqaioalenles 
[la  fonction  G  étant  par  exemple  le  produit  de  t'  par  un  nombre  A]. 
Eu  ce  cas.  il  revient  au  même  de  nous  donner  les  deux  équations 
ou  d'en  donner  seulement  une  ;  les  solutions  du  système  F  —  o, 
G  ;=  o  ne  sont  donc  pas  plus  déterminées  que  celles  de  l'équation 
«inique  F  =  o  (voîm*  321)- 

328-  Systèmes  d'équations  équi-valenls.  —  lin  système 
d'équations  tel  que  le  système  (3)  du  n°  323  sem  dit  équivalent  à 
un  autre  système  déi)eDdant  des  mêmes  inconnues,  si  tout  système 
de  solutions  du  premier  système  est  sy^itème  de  solutions  du  se- 
cond, et  réciproquement. 

Un  système  formé  d'équations  respectivement  équivalentes  aux 
équations  (3)  est  étidemiuent  équivalent  au  système  (3);  ainsi 
les  systèmes 

:      ^[x^y)--=o  ^  x-Hy  =  0 

]-'-rJ.±J:=o  l_T-y+  1=0 


sont  équivalents.  —  Mais  on  peut  aussi  obtenir  des  systèmes 
équivalents  au  système  (3)  en  combinant  convenablement  les  équa- 
tions de  ce  système. 

Je  dis  par  exemple,  que  le  système  tle  deux  éi/tialions  à  deux 
inconnues 

(G(i.j)  =  o 

BovTiiDUi.  —  1^1  pcii  âpM  de  l'Anatjw  aialbiouliquc  ii 
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ett  éijuiealent  aax  xystimex 

iF  =  o  lG=o 

;  ou     { 

UV  +  bG^o  (  oF  -t-  6G  =  o 

ot)  le^  IcUres  a,  b  représentent  des  qiianlitcs  connues  (ifldé|)en- 
dantes  de  x  e\  y). 

En  ell'el,  il  est  clair  que  si.  pour  iin  certain  système  de  valeurs 
deo:  et  y,  les  l'onctions  I''  et  G  !<ont  nulles,  il  en  est  de  niâmc  de  la 
fonction  aF  m-  M!.  Kéciproqiie nient  si  F  et  aV  -\-  6G  sont  nulles, 
la  fonction  aV  est  aussi  nulle  et  la  dilTérence  hG  des  fonctions 
((iF  +  tG)etab' est  nulle;  donc  C  est  nulle.  Si  G  et  «F -+- iG  sont 
nulles,  F  est  nulle  pour  la  mflme  raison. 

Plus  généralement,  nous  constatons  <|ue  le  système  (3)  est  équi- 
valent an  système  (') 

U..  FCx.j-)-  h.ii(j:.y)  =  o 

OÙ  a,  6,  n' .  b'  sont  des  quantités  connues  (*). 

L'étude  d'un  système  d'équations  dépendant  de  3,  j,  etc.,  incon- 
nues nous  conduirait  à  des  conclusions  analogues. 

320.  Ëlimination  d'une  ou  plusieurs  quantités  entra 
plusieurs  équations  sixultsnées-  —  Considérons  un  système 
de  deux  équations. 

-4)  VU.  y.  z,  „....)  =  0,       G  (x.r.  --,  «,...)  =o 

dépendant  de  plusieurs  quantités  inconnues  ou  variables  x.  y. 
z,  «,...  [système  en  général  indéterminé,  si  le  nombre  des  incon- 
nues on  variables  est  supérieur  h  a],  et  appliqons  à  cj  système  la 
méthode  dite  de  xabslilulion  dont    nous   avons   déjà   donné    un 

j'j  L'équation  oF  +  W3  =■  o  wt  appelée  combituttaon  liniainàti  équa- 
tions F  ^  [I,  G  =c  II  [le  mot  linéaire  indique  (voir  n°  ii.fx\  que  la  comln- 
naisoQ  cal  un  polynôme  du  premier  degré  par  rapport  à  F  et  pnr  rapport 
i  G]. 

(')  Ces  quaniiléa  no  sont  cependant  pas  absolument  arbitrairct  :  il  faut 
que  la  qiianliié  ab'  —  ba  ne  soit  pa  nulle  ;  on  constate  on  elTet  que,  *i 
aV —  ba  =  o,  les  deu.t  nouvelles  équations  sont  équivnlontcs  cl  se  ré- 
duisent ù  une  (n"  ^27). 
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exemple  au  n*  333.  INous  tirons  l'expression  de  x  de  la  première 
équation  (')  comme  si  y.  z,  a,  ...élaient  connuti  et  nous  portons 
celle  e\pression  dans  la  seconde  éqvation.  Nous  obtenons  ainsi 
une  nouvelle  équation 

G,  Cv.  :."..-)  =  o 

qui  ne  contîeiU  i>lta  riiiconnue  x. 

Il  est  clair  que  l'équation  G,  ^=  u,  jointe  k  l'équation  F  ^  o 
constitue  un  système  équivalent  au  système  proposé.  Mais  il  y  a 
plus  :  si  l'on  fait  abstraction  de  la  quantité  x,  Céqaatioa 
G,{y,z,  u)=  o  esl  à  elle  seule  équivalente  au  système (^)\&d  eflet, 
tout  système  de  valeurs  de  y,  z,  u,...  qui  salis/ail  au  système  (4) 
salisfait  également  à  l'équation  d  =  o,  et  réciproquement.  Nous 
dirons  que  l'équotîon  G,  =  o,  équivalente  au  aystènie(^),  esl 
Céqaaltou  obtenue  par  élimination  (')  de  x  entre  les  deux 
équations  Pt=  o  eld  ^=o. 

CeLte  déPmition  et  les  remarques  qui  l'onl  amenée  peuvent  être 
gcnérAlisécs,  Considérons,  d'une  manière  générale,  p  équations 

(5)  F,  (x.j-,  :.«,...)  =  0,       F,  =  o,...      F^  =  o, 

dépendant  de  n  quantités  inconnues  ou  variables  x.  y,  z,  u,  ...  et 
Suit  le  nombre  ft  supérieur  à  p. 

Applicpmnl  la  méthode  Ae substitution,  tirons  la  première  incon- 
nue xde  lu  première  équation  et  portons  l'expression  trouvée  (c'est- 
à-dire  reniplai;oiisx|>ar  cette  expression)  dans  les  au  très  i^uatioas; 
noua  obtenons  un  système  de  (p  —  i)  équations,  i'^u(i'a/«ii  uu 
système  (  j),  qui  ne  contient  plus  x,  soit  le  système  : 

*i  ty.  î.  ".  .  )  =  o.        *,  ^=  o,.,.        '^,,_^  =^  o. 

Nous  dirons  que  ce  système  est  obicnu  par  élimination  de  x 
entre  les/>  équations  (5). 

De  la  première  équation  du  nouveau  système,  tirons  y  et  por- 
tons dans  les  aulres.  Nous  obtenons  un  système  de  (p  —  2)  équa-- 


('}  A  suppoicr  que  celte  opéralton  Eoit  pogaiblo  ,voir  la  lin  du  présent 
numéro) 

I*)  Newton  disait  :  ftrl«rniitM]fion(G.ilerininalio);  le  mot  élimination  tut 
introduit  par  Eu  le  a. 
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tions  équivalent  au  système  (5),  qui  ne  contient  plus  ni  x  iiï  y.  Et 
ainsi  de  suite.  Nous  aboutissons  finalcrhent  à  une  équation  unique 
par  élimination  de  p  —  i  inconnues  entre  les  p  équations  (i)  : 
cette  équation  ne  contient  plus  que  n  — p  -+-  i  quantités  incon- 
nues ou  variables. 

Remarque.  —  Il  importe  cependant  de  noter  que  le  procédé 
iT élimination  que  nous  venons  de  définie  n'a  le  plus  souvent  qu'un 
intérêt  théorique  (l'indication  de  ce  procédé  sert  à  établir,  d'une 
façon  simple,  la  possibilité  de  l'élimination).  Dans  la  pratique,  la 
métbode  de  subslilalinn  sera  inapplicable  "si,  comme  il  arrivera 
fréquemment  (voir  n"  340  ,  la  première  équation  (t>),  V,  =o, 
considérée  comme  étjualion  à  une  inconnue,  ne  peut  pas  être  résolue. 
On  démontre  cependant  qu'il  est  toujours  possible  d'éliminer  p  —  i 
inconnues  entre  p  équations  algébriques  en  combinant  ces  équa- 
tions d'une  manière  convenable  au  moyen  d'opérations  algébri- 
ques ;  nous  ne  pouvons  exposer  la  métbode  générale  de  calcul 
qui  conduit  h  ce  résultat,  maïs  nous  en  donnerons  plus  loin  un 
exempte  au  n°371. 

330.  Ghangatceat  d'inconnuâ.  —  On  peut  regarder  comme 
une  II  transformation  »  d'équation  une  n|)éi-ation  dont  l'algébrisle 
fait  un  fréquent  usage,  et  qui  consiste  à  a  changer  d'inconnues  d 
ou  à  11  prendre  une  inconnue  auxiliaire  ». 

Soit  par  exemple,  À  trouver  la  ou  les  racines  d'une  équation  en  x. 
Il  est  clair  que  le  problème  sera  résolu  si  nous  savons  calculer  la 
dilTérence  x  —  a  ;  de  même,  si  nous  savons  calculer  x'  (les  racines 
del'équntion  étant  en  ce  cas  les  racines  carrées  des  v;i leurs  trouvées 
pour  x^)  ;   pareillement  si    nous   connaissions   la    valeur   (dési  - 

guotisia  par  «)  de  la  fraction  —  -  ,^ ,  nous  en  dédiiliious  sans 
puinc  la  valeur  inconnue  de  x,  car  nous  aurions  : 


Ainsi  nous  pourrons,  si  cela  nous  est  commod«,  substituer  h  la 
reclicrcbe  directe  de  l'inconnue  x  la  reclicrclie  d'une   inconnue 


auitbaire  telle  que  x  —  3,  ou  x*, 
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Exemple.  —  Pour  résoudre  l'éqnation 

U  -<-  -j  ~  '  J  ~  ' 

on  prend  pour  inconnue  auxiliau-eu  ^=         -  ;  on  a  : 

(u  —  i)'  =  3;       d'où       u  — I  =3*        ou       u=  i  +3"'; 


on  en  déduit: 


.(.-^3^) 


—  3^ 


331.  —  D'une  manière  générale  le  changement  d'inconnue 
consiste  ù  remplacer  l'Inconnue  a;,  dans  une  équation  donnée,  par 
une  certaine  expression  algébri()uc  dépendant  d'une  variable  u, 
c'est-à'dii-c  fonction  de  h;  l'équation  se  transforme  en  une  nou- 
velle équation  qui  ne  contient  plus  x  et  dont  l'inconnue  est  (')  u. 

La  règle  de  celle  transformation  est  appelée  par  Cardan 
Hegula  de  duplice  (')  :  Cardan  s'en  servit,  en  particulier,  |>our 
simplilier  l'équation  polynomale  du  traisième  degré  [vide  in/ra 
n'*347  et  349  :  le  lecteur  trou  vera-là  les  exemples  les  plus  simples 
de  changements  d'inconnues). 

Cbrsque  l'on  a  affaire  h  plusieurs  équations  simultanées,  on 
peut  faire  un  changement  portant  sur  plusieurs  inconnues  (voir 
plus  bas,  au  n°  368  un  exemple  emprunté  à  Cardan). 

332.  —  Ainsi  nous  voyons  apparaître  pou  ji  peu  les  avantages 
de  celte  trituration,  de  cet  «  apprëtement  n  des  formules,  qui  est 
la  pierre  de  touche  de  l'algèhre  (n°271).  »  Mais  si  l'équation. — 
disait  Albert  fiirard  (')  —  esl  désordonnée,  prolixe  et  vitiée.  il  la 
faut  préparer  par  la  réduction,  et,  l'ayant  polie,  l'appeler  équation 
ordonnée  » . 


(')  La  règle  du  cbansement  d'inconnue  lera  énoncée  en  cea  tertnet  par 
l'algêbriate  moderne  :  Poton»  *  »«  /  u)  ;  li  wi  est  une  racine  de  l'ëqualion 
tranilormée,  le  nombre  /  u,)  sera  racine  de  l'équalion  proposée. 

0  Pratica  arithmtlicx  generalia  omnium  copiosaima  et  utUisiima, 
B.  Nel.,  V.  i()i^8,  Milan,  iTi^t),  ch.  ii.  Opéra,  t.  IV,  p.  86. 

t')  Invention  nouvtUt  en  l'algèbre,  Amsterdam,  163g. 
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Le  bon  algébiiste  csl  celui  qiiî  transforme  habilement  ses  équa- 
tions sans  s'inquiéter  du  sens  concret  des  opérations  qu'il  eflcctne. 
St.  pnr  exemple,  au  lieu  de  calculer  directement  le  prix  de  loo 
moulons,  il  trouve  |iIhs  commode  de  clierclier  d'abord  le  prix 
de  —  loO.  /^  moutons,  il  prendra  ce  prti  pour  inconnue  auxi- 
liaire sans  se  préoccuper  de  savoir  ce  que  cela  jteut  bien  èlre  que 
—  loo  .  \'a  moulons.  C'est  ainsi  qu'il  parvient  h  résoudre  avec 
aisance  des  problèmes  qui  paraissaient  inextricables  aux  i 
loj{isticiens. 


6.  —  Résalatloa  des  équations  polynomales 

333.  Équations  polyuomalei.  —  Considérons  une  équation, 
relative  à  une  ou  à  plusieurs  inconnues  x,  y,  z  ...,  et  mise  sous  la 
forme  (330) 

(<)  t\x.j.:...)  =  o. 

où  F  est  une  expression  qui  contient  x,  y,  z,  ...  et  aussi  des  nom- 
bres arilbinétiqiieson  des  lettres  a,  6,  c,  ...  rcprésenUinl  des  nom- 
bres connus.  >oiis  classerons  les  dilTércnles  équations  (i)  d'^rés 
\&  forme  qu'a  t expression  P  par  rapport  aux  lellres  x,y,  z  ... 
L'expression  F  peut  être,  |»ar  exemple,  un  polvnomeenx,  y,  z  ,... 
(281)  de  degré  plus  ou  moins  élevé;  elle  peut  aussi  être  définie  par 
des  opéralions  plus  compliquées,  ainsi  qu'il  arrive  pour  l'équation 
X  H-  (y  -H  '')"  —  I  ^  o  :  d'oi'i  plnralilc  de  ty|)ea  d'équations 
qu'il  laudi-a  étudier  les  uns  api-ts  les  autres.  Quelle  que  soU, 
cependant,  la  Torme  prcmièie  sous  laquelle  se  présente  une  équa- 
tion, nous  cliercbcrons  toujours  \  la  transformer  en  une  a  iqaa- 
tion  polynomalc  a,  c'est-à-dire  en  une  é({uation  F  ^  o,  où  F  est 
un  polynomecii  j;.  y.  ;,...  Comment  cette  transforma  tien  se  trouve 
être  possible,  c'est  là  un  fait  que  nous  devons  renoncer  a  expliquer 
ici.  Notons  seulement  qu'avec  plus  ou  moins  d'adresse,  les  algé- 
brislcs  surent  de  bonne  Iieure  ramener  toutes  les  équaUons  aux- 
<piellcs  ils  avaient  alTaire  (')  à  des  équations  polynomales  :  de  U  vient 

l'I  On  peut  démontrer  rigoureuiemeiit  que  cette  traDsIonnatian  Mt 
toujours  pouible   ai  F  e«t    une  expression  algébrique  au  seiw  du  n°  37<| 
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que  la  résolution  de  ces  dernières  éqiialtons  (atixqueltes  fut  réservé 
le  nom  ttéqualions  adjêbriques)  Tut  longtemps  considérée  comme 
le  problème  fondamental  de  l'algèbre  (vide  supra  $  /). 

334.  —  On  dit  que  l'équation  polynomale  (')  F  ^^  o  est 
orrlonitée  lorsque  le  polynôme  F  est  lui-même  ordonné  (par 
rapport  aux  puissances  croissantes  ou  décroissantes  de  x,  ou  de  x 
et  y,  ou  de  x,  y  et  i,  etc.).  Le  de^ré  de  l'équation  (en  x  ou  en  x 
et  y.  ...)  est  le  degré  de  F.  D'ailleurs  on  reconnait  TacIIement  que 
l'étude  des  équations  est  d'autant  plus  compliquée  que  leur  degré 
est  plus  élevé  Nous  commencerons  donc  par  considérer  les 
équations  ou  syslt'ines  d'équations  polynonialcs  de  plus  bas  degré. 

335.  Équation  du  premier  degré  A  une  inoonniia.  —  J'ap- 
pelle ainsi  l'équation  F  (x)  =^  o  où  F  est  un  polynôme  du  premier 
degré  en  x.  Itéunissant  dans  le  polynôme  F  les  termes  qui  con- 
tiennent X  et  ceux  qui  ne  le  contiennent  {tas,  je  uicts  l'équation 
sous  la  forme  (') 

(a)  ax  -t-  b  =  o 

égalité  où  a  (coefficient  de  x)  et  6  (terme  indépendant),  peuvent 
être  des  expressions  algébriques  quelconques  dé|)endaiiL  de  nombres 
sup|>osés  connus  (\oir  n"  304)  ;  les  nombres  a  et  b,  considérés  en- 
semble,  sont  dits  coefficients  de  ('équation. 

L'équation  (i)  admet-elle  des  solutions?  On  voit  immédia- 
tement quelle  en  admet  toujours  une  et  une  seule,  et  que  cette 
solution  est  X  ^:  —  - . 


'cf.  infra  p.  386,  note  i);  les  équalions  transe  end  a  nies,  dont  noui  par- 
leraiu  au  S  i<i,  no  peuvent  pas,  par  contre,  Stre  transjorméea  en  équations 
polynomalei'. 

(')  Si  l'exprcsiion  do  F  no  contient  pas  d'autres  letlrrs  quo  cellei  qui 
rcpréientent  lea  inconnues,  l'cqualion  F  =  ii  est  dilc  numérique, 

(-)  Cette  forme  est  la  jorme  générale  de  [cquation  \n\  laquelle  sera 
■oiivcnt  appelée  équation  générale  de  premier  ilcgré  ;  il  suElit  de  donner 
k  aet  k  b  des  valeurs  purticiiliires  pour  que  l'équation  généralo  devienne 
telle  équation   numérique  du   premier  degré    que  l'on  voudra.  Ainsi  les 

sont  des  équalions  du  premier  degré  écrites  sous  la  forme  {■?.). 
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En  «tTet  l'équation  ax  +  6  ^  o  est  'uUnttque  (304)  à  l'équatioD 
a  (x  +  ~)  =^  o,  qui  est  elle  même  éqaîvaUnle  à  l'éfjuation 
a;  H —  ^^  o  (n°  330),  ou  a:  =^  —  - . 

336.  —  Ainsi  nous  obtenons  d'un  Irait  de  pliune  la  racine  d'une 
équHtion  mise  sous  la  forme  (2).  Comment  se  fail-il  donc,  se 
demandera- t-oii,  qu'il  ait  fallu  tant  de  siècles  (■)  pour  dégager  ce 
résultat,  et  que  l'cxpnsé  en  tienne  lant  de  («iges  dans  les  anciens 
ouvrages  d'algèbre?  La  réponse  est  facile  à  donner  si  l'on  se  rap- 
pelle ce  que  nous  avons  dit  au  $  /  du  présent  chapitre. 

La  difficulté  n'était  point,  pour  les  premiers  algcbristes.  de  tirer 
X  :=  —  -  de  ûj:  -t-  /»  =^  o  :  elle  portait  sur  la  préparation  que  l'on 

doit  faire  subir  à  «ne  équation  pour  la  mettre  sous  la  forme  (a). 
Cttte  préparation,  sans  doute,  s'effectue  fort  aisément  grilce  aux 
règles  de  Iranx/ormation  que  nous  avons  indiquées  au  S  ^  :  mais 
nous  avons  supposé,  en  énonçant  ces  règles,  que  nous  avions  le 
droit  de  traiter  de  la  même  manière,  dans  tous  nos  calculs, 
les  nombi-es  rationnels  et  les  nombres  irrationnels,  les  nombres 
positifsetlesnombresnégatifs.  Or.c'est  là  uneliberté  que  tes  disciples 
des  géomètres  anciens  ne  se  permettaient  pas  de  prendre.  C'est 
pourquoi  les  règles  de  transformation  étaient  pour  ces  savanis 
beaucoup  plus  nombreuses  et  plus  compliquées  que  pour  nous  (')  : 
on  pourra  s'en  rendre  compte  en  lisant  ci-dessous  les  n"  339 
et  343. 


I<)  La  concoplioD  nette  et  dcfinilive  de  l'équalion  générale  du  premier 
degré  à  rncine  positive  ou  négative,  ne  le  dégagea  qu'au  xvii*  sièdi!; 
elle  apparut  diiiis  la  Céomélrie  de  Descautls  (  i^jj). 

{']  Nous  avons  vu  d'ailleiira  que  la  rcprcscnlnlion  par  des  lettres  d» 
quantités  connues  mais  indéterminées  —  tdlca  que  les  coefdcienls 
a,  b  de  l'équation  ax  +  b  :=  u. —  [quantités  dont  la  valeur  numé' 
rîquQ  n'est  pas  spécifiée',  était  l'une  des  innovations  introduites  par 
ViÈTE.  Avant  la  fin  du  \vi'  siècle,  il  pouvait  ^trc  question  de  réaoudrft 
des  équations  du  premier  degré,  mais  non  de  formuler  des  règles  appli- 
calilcs  à  Viquation  générale.  Comme,  d'ailleurs,  on  ne  réunissait  pas 
d'ordinaire  les  termes  en  .r  en  un  seul  ainsi  que  nous  l'avons  fait  ci- 
dessus,  les  équations  résolues  se  prisontaieiil  sous  des  formes  diverses  telle* 
^    —  -  — 
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Une  A nlkolo;jie  composée  au  m'  oiiiv*  siècle  après  J.-C,  nous  a 
conservé  de  curieux  énoncés  d'cijualions  du  premier  degré  résolues 
par  l'école  de  DiopLante  ('). 

Un  énoncé  présenté  sons  forme d 'épi ta phe  nous  dit,  par  exemple, 
(r  que  Dioplinnle  pasisa  la  sixième  partie  de  son  Âge  dans  la  jeunesse, 
un  douzième  dans  l'adolescence,  qu'après  une  septième  partie  de 
son  ^ge  passée  dans  un  mariage  stérile,  et  cinq  ans  de  plus,  il  eut 
un  nis  qui  mourut  après  avoir  atteint  la  moite  de  l'âge  de  son  père, 
et  que  celui-ci  ne  lui  survécut  que  de  quatre  ans.  Ainsi  il  s'agit  de 
trouver  un  nombre  tel  que  son  tt*'"»,  son  la*"",  son  "*'""  avec  û,  sa 
moitié  et  4.  tassent  ensemble  lo  nouibre  tout  entier(').  »  .\pj)elant 
X  le  nombre  inconnu,  nous  avons  l'équation 


La  solution  est  x  :=  8'|. 

Autre  exemple  :  «  Dis-moi,  illustre  Pvthagore,  combien  de 
disciples  r^qucntenL  ton  école  et  écoutent  les  instructions.  Le 
voici,  ré[iond  le  ptiiloso|>lic  ;  une  moîtiéctudieles  mnlhématiques; 
un  quart  la  musique,  un  7*  garde  le  silence,  et  il  y  a  trois  femme» 


(1)  Parmi  les  malliématicîens  grecs  que  nous 
est  le  «eut  qui  nit  posé  le  problèmo  de  la  résolution  îles  équations  en 
termes  arilhniéliques  et  non  géométriques  jet,  supra,  372]  ;  Dîophante  ne 
consiiléro  que  dc:t  tiqiiations  numériques  t^^i)  '•  m.<is  ses  résultais  n'en 
ont  pas  moins  une  portée  générale  (et.  p.  -i--;,  note  1!.  Ajoutons  que 
Diophante  avait  siirtout  en  vue  la  rcclierche  des  solutiuns  entières  ou 
rationnelles  [vide  »"  ■t6). 

l'i  Traduction  MoiHiicla  lliat  dti  math.,  i7r>R,  I,  p.  3iS:,  Voici  la  tra- 
duction laiine  du  même  cnonié  donnée  par  BacheC  de  Méziriac  [Dio- 
phanti  Alej.  quatî.,  iH'o,  I.  v,  p.  'J70  . 

Hic  Diophanlus  habet  lumulum,  qui  Untpora  vita 

Itlius  mira  dénotai  arle  libi. 
Egit  ttxlaniem  juvenis,  lanugine  mataa 
Vettire  hinc  cœpit  parle  duodecima. 
Seplanle  usori  poal  htec  sociaiur,  et  anno 
Formosu^  quinto  naacitur  inde  puer. 
Semiisem  xlalia  postquam  alligil  ille  paternx, 

Infetix  subita  morte  peremplu»  obit. 

Quatuor  asiates  geiiitor  lugere  auperste» 

Cogitur  ;  hinc  annos  iUiua  aasequere. 
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par  dessus.  Ainsi,  il  s'ugit  de  Irouvci-  un  nombi'c  dont  la  moitié,  le 
qimi't,  le  7°  et  3  Tassent  le  nombre  liiï  môme  ».  On  11  : 


<I'oii  l'on  Lire  x  ^  a8.  —  «  L'Anessc  cl  le  MuleL  faisnieiit  voyage 
(ensemble  ;  l'Ancsse  se  plaignait.  De  quoi  te  plains- tu, dit  le  Mulet? 
Si  lu  me  donnais  une  de  tes  mesures,  j'en  aurais  le  double  de  loi;  et 
si  je  t'en  donnais  une,  lu  en  aurais  autant  que  moi.  Combien  en 
avaient-ils  clincun?(')i). —  Tels  était  les  problèmes  qui  se  trans- 
mirent pendant  des  siècles  dans  les  écoles  d  arîtbméliqne  de  l'Orient 
et  de  l'Occidcnl.  On  remarquera  que  luus  ces  pix)blèmcs  ont  pour 
solutions  des  nombres  positil's  rationnels. 

337.  —  Moins  Rcrupnleux  que  les  Grecs,  les  Hindous(')  n'bési- 
t'iicnt  pas  à  introduire  des  nombres  relatiTs  dans  leurs  calculs;  ils 
avaient  imoginé,  d'autre  [larl,  tin  gmnd  nombi-e  de  i-ègles  ou  pro- 
cédés pratiques  qui  fucililent  et  accélèrent  dans  certains  cas  la 
recliercbe  des  racines  des  équations.  Voici,  [tar  exemple,  une  de 
leurs  règles  usuelles,  règle  qui  était  déjà  familiùtc  aux  calculateurs 
de  l'ancienne  Egypte  |  le  Papyrus  Hhind  en  fait  foij  :  c'est  la  règle 
de  la  fausse  position  {régula  JiiUi)  : 

Soit  ti  résoudre  une  équation  de  la  tonne 

ax  -i-  lij'  -\-  ex  -t-  dx  ^  t, 

où,  a,  h,  c,  (/.  e  Font  des  quantités  connues  (lu  règle  est  la  même 
quel  que  suit  )u  nombre  de  ces  quantités).  Prenant  au  lissard  un 
nombre  que  nous  désignerons  par  x,,  on  le  porle  &  la  place  de  x 
dans  le  premier  niombrc  do  l'équalion.  Si  X\  élait  racine  de 
l'équation,  la  somme  «c,  -t-  Ax,  -H  ex,  -+  dx\  ourait  pour  va- 
leur e  ;  mais,  au  cas  où  x,  n'est  |)ns  racine,  celte  somme  se  trouve 
avoir  ime  valeur  e\  (que  l'on  calcule),  ditTércnle  de  c.  Cela  posé- 
la  règle  est  la  suiv.tntc  :  la  valeur  inconnue  de  x  esi  égale  à  texpres- 

sion  e'  '  :  en  effet,  l'inconnue  x,  délinie  par  l'équation   pro|>osce, 
Ci  TraductiDn  Monlucln,  loc.  cil.,  p,  Isa-îal. 
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a  évidemment  pour  valeur  ~~—l 1;  or.  d'autre  [inrt.  nous 

avons,  par  liy|)olIièse  (a  +  b  -\-  c  +  d)xi  =  i;. 

La  valeur  e  ~  est  facilement  calculable  lorsqu'on  a  déterminé 
la  valeur  e^  ;  en  choisissant  convenablement  le  nombre  arbitraire  Xi 
on  peut  souvent  rendre  les  calculs  très  simples.  La  régala  falsi, 
cependant,  n'est  plus  enseignée  aujourd'hui,  car,  (Ktur  nous  qui 
connaissons  la  théorie  générale  de  l'équation  du  premier  degré, 
elle  n'a  plus  aucune  vertu  spéciale. 

338.  Equation  du  BeooDd  degré  A  une  Inconnus.  —  J'appelle 
ainsi  l'équation  F  (j;)  ^=  o  où  F  est  un  polvnoaie  du  second  degré 
«n  X.  En  ordonnant  ce  polynôme,  je  puis  uiettre  l'équation  sous  la 
forme 

(3)  ax*  •+■  bx  -i-  c  ^^=  o. 

égalité  où  les  coefltcïents  a.  b,  c  (appelés  coefficienls  de  l'équation) 
peuvent  èlre  des  expressions  algébriques  quelconques  dépendant  de 
nombres  supposés  connus. 

L'étude  de  l'équation  (3)  sera  facile  si  l'on  utilise  les  identités 
.<XVI)  et  (XVII)  données  au  n"  306. 

I"  Supposons  que  le  nombre  b*  —  ^ac  soit  positif.  Alors  l'iden- 
iilé  r  Wll)  nous  montre  que,  pour  que  le  trinôme  ax'  +  6;r  +  c 

soit  nul,  il  fautetilsuflilque  l'onait:  soit  x+  -"^^ — ^ — ^^^o, 

soit  :  X  - 


Nous  en  concluons  que  l'équation  (1)  a  deux  racines  (' ) 

(4)    y  = 


-  /(*'  —  i  ac  , —  6-1-  ijb* 


Remarques.  —  Pour  abréger  on  convient  souvent  d'écrire  que 
les  racines  de  l'équation  (^}  ont  pour  valeurs  ~  ,   le 


l'I  Pour  calculer,  dans  la  pra  ique,  les  racines  il'uno  équation  du 
second  degrë,  il  aurfira  da  mettre  l'équation  loua  l.i  forme  (?).  On  aura 
alors  ieà  valeurs  de  a,  b,  c  ot,  en  parlant  ce*  vaUurt  dan$  let  exprtuions 
dei  racine  donniet  par  Us  formula  (4' .  on  aura  lei  valeun  de»  racines   x' 
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symbole  +  (qui  se  Ht  plus  ou  moins)  indît)(iant  que  l'on  peut 
prendre  devont  le  radical,  soit  le  signe  -)-,  soit  le  signe  — . 

Il  résulte  immédiatement  des  expressions  des  racines  que  la 
aommejj'  +  x'eslégaleà  ^^.  D'ailleurs,  d'après  l'identité  (XVIl) 
et  la  définition  des  nombres  jf  et  x'.  nous  avons  l'identité  : 
(5)  aa*  -t- tu-  c  =  a{r  —  y^)(r  —  x'). 

En  développant  le  second  membre,  nous  obtenons  : 

ax'  -\~  bx  -i-  c  =^  ax'  —  a(x'  -(-  x" 1 1  ■+■  ax'i', 

el  nous  concluons  alors  du  n°  313  que  —  a{3^  -+-  x')  est  égal  à  b 
et  que  ax'x'  est  égal  à  c.  —  Ainsi  la  somme  des  racines  de  téi/aa-' 

U'on  (3)  est  égale  à  —    ;  leur  produit  est  égal  à    ■ 

a"  Supposons  niaintenant  que  le  nombre  6'  —  4"^^  ^''''  'tégatî/. 
Alors,  dans  le  second  membre  de  l'identité  (XVI)  [n°  305],  l'ex- 
pression eulrc  crocliets  eil  la  somme  d'un  carré  (toujours  positif, 
n"  135;  et  d'un  nombre  positil  :  cette  expression  ne  peut  être  nulle 
pour  aucune  valeur  de  x,  et  Véquation  n'a  pas  de  racines. 

3»  Soit  enfin  6'  —  liac  égal  à  zéro.  Alors  l'identité  (XVI)  se 
réduit  h 

„-  +  fe  +  ,  =  ,,(»+>-V. 

Pour  que  le  trinôme  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  x  soit  égal  à 
—  —;  donc  l'équation  a  une  racine  unique.  On  dit  souvent,  en  ce 
cas  (pour  des   raisons   que   nous    expliquerons  plus    loin)    que 

et  X.  Il    est    parfois   commode  d'iillliaer  d'autres  formulci  que  les  {or- 
mules  (4).  Posons,  par  exemple,  6  =-  aft'  :  alors  notre  équation  s'écrit 


iules  (i)  donnent  pour  expressions  des  r 


—  6'  ±  l/fî^ 


trinôme  par  a  et  posons  -  »=  p,  -  ^  q  :  noire 
équation  est  évidemment  équivalente  à  l'équatjon  x-  +  px  +  g  =;  o,  qui 
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l'équation  (3)  a  une  racine  double  ou  deux  racines  égales  (ayant 

pour  valeur 1  :  on  peutalorscontinucràdéclarerque  In  somme 

des  racines  Idotiblede  —  —1  est  égale  à ,  et  que  leur  produit 

(carré  r-ïj  estégalï  -    dans l'hjpothèse actuelle, -^^t—î puisque 
4  ac  —  6'  ==  o). 

339.  —  La  résolution  des  équations  du  second  degré  donne  lieu 
aux  mËmcs  remarques  que  celle  des  équations  du  premier  degré. 
Les  formules  (i)  sont  faciles  à  obtenir  ;  elles  étaient  familières  aux 
Hindous  (')  et  les  Grecs  en  avaient  l'équivalent;  mais  l'interpré- 


l')  Bbaikara  dit  iVija-Ganila,  cfa.  v,  trad.  Colebrooke,  p.  3ifl)  que  la 
règle  lournissant  les  deux  racine*  a  été  formulée  par  l'algébriite 
P&DHANABBA.  La  nature  des  problèmes  qu'ils  traitaient  —  problème! 
concret!  pour  la  plupart  • —  empêchaient  cependant  les  algëbmtcs  hindou* 
-de  regarder  comme  i-(;alcment  acceptables  deux  «olitlions  ou  racines  de 
signes  difféTenls,  et  îla  ne  retenaient  donc  que  les  racines  positives.  Voici 
un  exemple  ilVqualion  du  Eci:orid  de(>rè  résolue  par  Bhaskaha  {LHatali, 
«hap.  III.  trad.  Colehrouke,  p.  6N  ;  ct.Vija-Ganita,  chiip.  v,  ibid.,  p.  313)  : 
«  La  racine  carrée  de  la  muilic  d'un  essaim  d'abeilles  s'est  rendiic  sur 
une  touffe  de  JHiinin,  et  les  huit-neuvièmes  de  l'essaim  s'y  trouvent 
aussi  ;  une  femelle  seulcmi'nt  est  resli:c  et  bourdonne  autour  d'un  mfile 
<|ui  hume  uno  fleur  du  lotus  dont  le  partum  l'a  attiré.  Dis,  charmante 
femme  [Lilavati,  vide,  p.  277,  noie  'j  ,  quel  est  le  riotnbrc  des  abeille* >. — 

Appelant    x   ce    nombre,    nous    avons   l'équution   k/^-  -|.    .^  -f.  3  ^  x, 

ou,  (en  retranchant --(- 3  des  deux   membres',    l'équaiion   équivalente 

4/-  ^ 3.  Si  les  deux  membres  de  cette  dernière  égalité  sont  égaux. 

Va        9 

il  en  est  de  même  de  leur*  carrés,  donc 


len  Yertu  de  l'identité  (I)  du  n"  agG,    appliquée  à  (     —  ^)   1-  Nouse: 
déduisons  l'équation  du  second  degré 

dont  l'inconnue  x  sera  racine.  En  appliquant  les  formules  {i}  on  lrouv< 
que  celte  équation  a  uue  racine  enliùre  (ut  une  sculemoutj  égale  i  7:). 
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latîondeces  formules  pour  toutes  valeurs  positives  ou  négatives 
(Icscoeiricienis  a,  b,  c,  ne  pouvait  pas  être  faite  —  ou  du  moins 
regardée  comme  ayant  une  valeur  et  une  significalion  rationnelles  — 
avant  Descarles  et  Fermai.  C'est  pourquoi  les  traités  classiques  du 
ivi*  siècle,  se  conformant  en  cela  aux  traditions  de  l'algèbre  géo- 
mL-trî<]uc  [ulilc  infrn.  n°  521  et  suiv.)  distinguaient,  et  étudiaient 
l'un  après  l'autre,  plusieurs  types  d'équations  du  second  degré  : 

i*  Ei/aalioits  qui  se  ramhienl  à  la  forme  A'x'  -t-  IVx  ^=  C 
(.V,  K,  C  étant  des  nombres  positifs),  ou,  si  l'on  veut,  A  lajorine 
X*  i-Hx  =  C  [car  en  divisant  les  deux  membres  de  l'équation  par 
un  môme  nombre  A',  on  obtient  une  équation  équivalente,  et  l'on 

peut  poser  ^,  —.  B,  ,,  ;=  C|.  D'après  ta  formula  (i).  où  l'on  fait 

«  ^=  I ,  fc  =  B,  c  =:  —  C,  l'équation  de  la  forme  x'  -^  B.r  =  ;  C  a 

,,,       .  -,       ■     I    •  v^H'V^G—  H 

toujours  une    ')  racine  positive  égale  a  —  -  -      . 

a"  Eiiualions  r/iii  se  ramènent  à  lu  forme  lix  -h  C  -=  x*  (B,  C 
[msilifs'.  L'équation  de  c?tte  forme  a  toujours  une  racine  positive  : 

—         --      .  \Jn  («ut  reinar(|iier  que  celte  racine  est  toujours 
»ui>crictire  à  B. 

3"  Ef/iiallons  qui  se  ramènent  à  la  forme  x'  -i-  (^  =  Bx,  Trois 
possibilités  se  présentent  alors.  Si  B'  >  .\C  l'équation  a  dcuï  ra- 
cines iMsitivcs  égales  à  -  .^^         ■' ,  Si  B'  ^=  4C,  l'équation  a 

uni-  racine  unique     .  Si  jC  >  B'.  l'équation  n'a  pas  de  racines  (').   • 


340.  Les  Irois  Ij-pes  d'équations  ninai  dislingues  par  les  Grecs 
sont  aujoiird'liui  fondus  en  un  seul  type,  et  les  formules  (4)  siif- 
liscnt  il  l'nlgéliriste  nioilcrne  pour  calculer  les  racines  d'une  équo- 
tion  quelconque  du  second  degré.  Mais  ces  formules  appellent  une 
remarque  que  noua  avons  déjà  faite  au  n"  279.  Lorsque  nous  écri- 
vons les  foruiEiles  .'(),  nous  nous  intenllsons  de  faire  aucuue  hjpo- 
tlièse  sur  la  nature  des  nombres  n,  b,  c.  Il  se  peut  donc  que  nous 
écrivions  des  choses  dépourvues  de  sens,  puisque  si  le  nombre 

l'I  L'algùbrislo  moderne  njoiiic  qu'elle  a  aussi  une  racine  né^tive. 
l'!  Voici  comment  LtCA  Pacii'olo  énonce  le*  règles  rclalires  à  la  riio- 
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b'  —  iac  est  oégalif,  le  symbole  /b'  —  ^e  ne  rcpi-ésente  rien  do 
tout.  Cette  éventualité  ne  nous  empécliero  pas  d'écrire  les  for^ 
■oules  (4)  et  de  les  considérer  comme  i-cprésentant  en  tout  cas  les 
racines  de  l'équation  du  second  dc^'ré.  Lorsque  le  symbole 
^b'  —  hae  sera  déjxiorvu  de  sens,  nous  dirons  que  les  racines  sont 
i<  imaginaii-es  »,  ce  qui  équivaut  h  dire  qu'elles  n'existent  pas. 
Grâce  il  ces  conventions  nous  pourrons  rassembler  dans  un  seul  et 
mëroc  éDoncé  tous  les  cas  qui  peuvent  se  pi-éseuter  : 

Qaels  que  soient  les  coefficients  a,  b,  c,  Féqaallon  (3)  a  pour 
racines  les  nombres  x'  et  x'  donnés  par  les  formules  {!i).  Ces  nombres 
sont  réels  et  itifférenls,  réels  el  éijnux,  ou  imaginaires  suivant  que 
lu  quantité  b*  —  àac  {appelée  discriinÎDaQt  <le  téqualion)  est  posi- 
tire,  nulle  ou  négative. 

34i.  —  Nous  pouvons  ajouter  que  les  racines  ont  même  signe 

ou  des  signes  contraires  suivant  que  leur  produit  ~  (voir  n°  338) 

est  positif  ou  négatif.  Si  elles  ont  méniu  signe,  ce  signe  est  celui  de 

I  ^ 

leur  somme  -- 


I  ilion  do  ces  troH  types  il'cqualiaiii    Summ/i  dé  Arithm.,  i^iil,  loi.   i^ri). 
Prim  i  canonis  ver$u«. 
Si  r«s  et  eenaua  numéro  coiequanttir,  à  rebu» 
Dimidio  tumplo  eensum  producere  dtbes. 
Addereque  numéro,  cu/'im  à  radiée  totiena 
Totle  semis  rerum  :  eeiiaus  latusque  redibit. 
Secundi  canon»  >w«u.i. 
.  El  ai  cum  rebut  dragma  quadrato  parée  aint, 

Adde  ticut  primo  nunurum  producio  quadrato. 
Ex  rébus  mediii.  ejusque  radice  reeepl/i. 
Si  rebut  mediis  addei,  eensus  patefiel 

Tenu  canonia  versus. 
At  si  eum  numéro  cenaus  radicea  scquabit, 
Dragma»  à  quadrato  deme  rerum  medietaruni, 
Cujusque  aupererit  radicem  adde  trahere 
A  rebut  mediii;  au  cenaua  coata  noieacet. 
Traduction  :  Si    l'inconnue   lun   multiple   de    l'Inconnue,    llx]   cl     on 
carré    égalent    te    nombre    connu   tC',    torme    te    carre  de   la  moitié  du 
nombre   dii    prcmièrci    puiuances    do    l'inconnue   [c'esl-a-dire   le  carré 
de   B>,   ajoulo  ce  carré  ou   nombre  connu   (C',  et  de  In  racine  carrée  de 
l'expression   oblenue  retranche  la    moitié   des    premières   puissaoccs   de 
l'inconnue  {de   B)   :  le  résultat  donnera   le    carré    inconnu   <j^']   et   ion 
c6t«   ix''',   etc.  —  Le  mot  dragma  est  synonyme  de  numerua  et  gipiific  : 
nombre  connu  (C}. 
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342.  ËquattoQ  du  troisième  degré  —  .l'appelle  ainsi  l'équa- 
tion V{x)  =  o,  où  F  cal  un  polynôme  du  Iroîsième  degré  en  x. 
Les  Grecs  et  les  Aitibes  (')  ont  étudié  plusieurs  équations  du  troi- 
sième degré  qu'ils  ont  rattachées  h  des  problèmes  géométriques. 
Mais  c'et>l  au  xvi'  siècle  seulement  que  l'ut  constituée  la  théorie 
générale  de  ces  équ.ilions  ('). 

Le  savant  italien  Scipion  Ferro,  qui  professa  à  llolognc  de  1^496 
à  i[)26,  trouva  le  moyen  de  résoudre  al^'ébriquement  l'équation 

(6)  x'  -t-  Ai  =  Il         (A  et  B  positifs) 

et  il  en  avisa  quelques  amis.  Quelque  vingt  ans  plus  tard,  Nico- 
las Tartaglia  de  Itrescia  entendit  parler  du  résultat  obtenu  par 
Scipion  Ferro  et  se  proposa  de  le  retrouver.  Il  résolut  ('),  à  son 
tour,  l'équation  (6),  puis  le  lendemain,  nous  dit-il,  l'équation 

<7)  i"  =  Ai  -H  B; 

quant  h  l'équation 

(8)  X'    h  B  =  \r, 

elle  lui  parut  pouvoir  être  ramenée  k  l'équation  (7)  par  une  trans- 
formation facile. 

343.  L'équation  (6).  —  La  solution  que  Tartaglia  a  donnée  de 
t'éqiiatioii  (G)  est  voisine  de  celles  que  formulent  aujourd'hui  encore 
nos  traités  d'algèbre.  Pi-enons  provisoiiemenl  deux  inconnites  auxi- 
liaires y  et  2  telles  que  y  —  ;  =  lï  et  jr  =  U  )  ■  Ces  deux 
inconnues  seront  déterminées  par  une  équation  du  second  degré 

(I)  Fil  particulier  Omar  Al  Khavïam  yide  supra,  p.  278,  noie  j]. 

(-)  Nous  verrons  plus  loin  iii°  ïj;)  commmit  toute  équation  du  troî- 
aième  degré  peut  Strc  trunsfonnée  en  une  dqualion  {(i),  I7I  ou  [H'.  C'esl  là 
une  propriété  qu'on  avait  sans  iloute  remarquée  de  Lonua  heuru  el  que 
Cardan  a  précisée. 

1')  Les  reclierches  de  Tabtacli  a  sur  l'équation  du  troisième  degré  et  acs 
répliques  &  Cardan  [vitU  infra  n"  iVil  se  trouvent  dans  un  ouvrage  inti- 
tule :  Delli  quesiti  et  imientioni  diveru  dt  Nicolo  Tartaglia  Bresciano, 
Venise,  i537,  réimprimé  danali:»  Opéra  del  jamosUsimo  Nicolo  Tarlaglia, 
Venise,  i6oli,  Bibl.  N.,  V.  Oj-fi  [Voir  le  Liv.  iX,  sur  l'Algèbre  .  et  mai- 
sime  EOpM  le  Regole  d»  cose  u  cubi  eguali  a  numéro,  dal  présente  Autoro 
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que  l'on  sait  résoudre  :  en  effet,  si  l'on  remplace  z  par  y  —  B  dana 
l'égalité  yz  =  (  3  )  .  on  a  l'équation  du  second  degré  en  y, 

qui  donne  pour  l'inconnue  y  une  valeur  (racine)  positive  supé- 
rieure à  B  (voir  n°  339,  a');  il  en  résulte  pour  z  une  valeur  positive 
(y  —  B).  Cela  posé,  je  dis  q»ie  le  nombre  x'  =  \/y  —  y/z  est  ra- 
cine de  léqaalion  (6).  Calculons  en  effet  le  cube  de  ((/y  —  \/î) 
[ou  \y'  —  z  *)J  en  appliquant  le  formule  (III)  du  n*  396  ;  nous 
avons  : 

et  par  conséquent  j  puisque  y  —  z  =^  B,  y'  z^  ^  ^  j  : 

x"  =  B  —  Ar'         ou         a:'  ■+-  Ai'  =  B, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée  ('). 

344.  Ii'Aqnation  (7).  -~  L'équation  (7)  peut  être  résolue,  elle 
aussi,  par  un  procédé  analogue.  On  détermine  tes  valeurs  de  y  et  z 
par  les  conditions 


(')  Tabtaglia  résume  dam  les  vers  Buivanti  la  règle  qui  donuâ  la  solu- 
tion de  l'équation  (6)   {Opère  del  Famoaiasimo  NicoUt  Tartagtia,  p.  366)  : 

Quando  che'l  cuba,  can  le  co>e  oppressa. 

Se  agguaglia  à  qualche  numéro  ditcreto  : 

Trovan  dui  altri,  di/Jerenli  in  eiso 

Dapoi  terrai,  queato  per  eoneueto, 

Che'l  lor  produtlo,  sempre  sia  eguaU 

Al  lerso  cubo,  délie  coae  neto, 

El  residuo  poi  auo  générale, 

Delli  lor  lati  eubi,  bene  soatralli, 

Varrà  la  tua  Case  principale  ; 
ce  qui  lignifie  (traduction  libre)  :  Si  Je  cube  [x'),  plua  un  muliple  [Ax]  de 
la  chose  {inconnuel  rat  égal  à  un  nombre  B,  déterminona,  par  les  mé- 
thodes habituelles,  deux  nouveaux  nonibres  différant  l'un  de  l'autre  de  B 
nnitéa  et  dont  le  produit  sait  le  cube  du  tiers  du  coefficient  de  la  chose  b 
alon  la  diOérence  des  racines  cubiques  de  ces  deux  nombres  auxiliaires 
est  la  chose  principale  cherchée  [l'incomiue  se]. 

Bouimem..  —  Lm  Prioaipei  i»  I'AmI^  mithémitiqug.  ii 
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et  l'on  constate  que  le  nombre  x'  =  \/y  +  \fz  est  racine  de  l'équa- 
tion (7). 

Mais  ici  se  présente  une  difficulté  que  Tartaglia  n'a  pas  appro- 
fondie. L'inconnue  auxiliaire  doit  être  racine  de  l'équation  du 
secoad  degré 

or,  cette  équation  ne  peut  être  résolue  que  si  B'  >  M3  1  [voir 
les  remarques  faites  à  la  fin  du  n"  339  sur  l'équation  x'-l-  C^Bœ]. 
Lorsque  B*  est  inférieur  à  M  j  I  ,  la  valeur  de  y  n'existe  plus  (est 
B  imaginaire  n).  Faut-il  en  conclure  qu'en  ce  cas  l'équation  du 
troisième  degré  (7)  n'a  pas  de  racine  ?  Ce  serait  se  tromper  grave- 
ment :  non  seulement  l'équation  a  une  racine  positive  comme  au 
cas  oîi  l'on  supposait  B'  <  4( ,  )  ,  mais  elle. possède  en  outre 
deux  racines  négatives  qu'elle  n'avait  pas  alors.  C'est  ce  que  nous 
allons  vérifier  en  suivant  la  voie  indiquée  par  François  Viète  ('). 
On  déduit  des  formules  de  la  trigonométrie  que,  si  l'on  désigne 
par  II  un  nombre  positif  quelconque,  on  a  (') 

(9)  cos  3u  =  4  cos'  «  —  3  eoï  u. 
Mettons  alors  l'équation  (7)  sous  la  forme 

(10)  :r'  -  3r*x  =  kr^ 

en  posant  r  =  i/^        h  =  ^  ,  d'où  A  ^  Sr',  B  =  Ar». 


(')  Franeitei  VieUe'Fonlerueeruù  De  mquationum  recognitione  et  emenda- 
(ûrne  |i5g]),  publ.  en  itiiS,  ■  At  elegantius,  dit  Viàis  (p.  12,  cf.  Optra, 
éd.  Schooten,  p.  qi),  et  piCBstantiu*  ex  andyticis  Angularium  lectianum 
hujut  modi  «qualitatum  coutitutio  eruitur  >.  Et  il  indique  comment 
l'équation  3ooa:  —  x*  =  433,  par  exemple,  a  pour  racines  les  nombres 
9T+  ^^  ^t  9  —  v^  l'a  troisiime  lacine  ett  —  18)  [guwn  diettur  3oo  N 
(3oa  fois  le  Nombre  inconnu)  —  1  C  (Cube  de  l'inconnue]  «qumi  4I3,  fiel 
vnu»  nununu  g  +  ^'37  vel  g  —  /Ï7; . 

(*)  On  obtient  cette  égalité  en  appliquant  à  cos  3U,  sin  -JU,  cos  3u,  1m 
fonaules  du  a"  iG!i  donnant  cob  (a  +  bf,  sin  (a  +  t),  et  remplaçant  sin*  H 
pwji  —  coi»  u  [n"  i53).  -  Cf.  in/ra,  a"  382. 
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Dans  l'hypothèse  oùB»<4t  j)  ,  on  a  (/ir')'  <iir*;  d'où  l'on 
conclut  (en  extrayant  les  racines  carrées  et  divisant  par  r*  les 
deux  membres  de  l'inégalité)  :  A  <  ar  ;  donc  le  nombre  —  est, 
dans  le  cas  considéré,  inférieur  à  i ,  et  l'on  peut  toujours  trouver 
une  abscisse  curvilique  v  dont  le  cosinus  soit  égal  k  —  ;  nous 
détermineroDS  celte  abscisse  curviligne  au  moyen  d'une  table  tri- 
gonométrique  et  nous  remplacerons  h  par  l'expression  3  r  cos  v 
dans  l'équation  (lo).  Cela  fait,  je  constate  que  l'équation  (lo) 
[équivalente   à    (7)]    sera    satisfaite  si  je  donne  à  x  le  valeur 

X  '=  i2r  cos  ~  ;  j'aurai  en  ^let  : 


-  ir'x  =  8r'  cos'  5  —  61^  o 


-[hcos^l-icosiy. 


or  Ar',  égal  à  2  r'  cos  i'  par  hypothèse. se  trouve  égal  à  ar"  { 4  cos'  « 

—  3  cos  «j  d'après  l'égalité  (9)  :  j'en  conclus  que  x'  —  3r»x 
est  bien  égal  è  kr'  comme  le  demande  l'égalité  (10). 

Tel  est,  traduit  en  notations  modernes,  lecalculefTectuépar  Viète. 
Ce  calcul  nous  montre,  si  nous  nous  référons  &  la  trigonométrie 
moderne,  que  réqualion(io)possèdefroùrac//ies.  EnefTetO.siun 

arc  V  a  pour  cosinus  le  nombre  — ; ,  les  arcs  v  ■+-  afcit  et  —  c  +  aht 
(où  k  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  quelconque)  ont  aussi 
le  même  cosinus  et  peuvent  remplacer  l'arc  ti  dans  notre  raisonne- 
ment. Nous  en  concluons  que  toutes  les  valeurs 

u  ■+  afen     ,              —  u  -*-  afrtt           ,,,                  v  —  a/m 
ar  oos =, et  ar  cos « — ^       ou(  1       ^f"  cos s 

sont  racines  de  l'éqnation  (10).   Ces  valeurs  se  réduisent  ii  trois  : 


(')  C«tt«  dkcuMion  ne  put,  bien  entendu,  être  faite  que  longtemps 
après  VÙTE,  qui  no  dbposaitpaa  de  la  notion  générale  d'abscisse  curvi- 
ligne a9eet4e  de  signe  ;  elle  lut  donnée  par  Claibaut,  Ekmena  d'algèbre, 
Paris,  1746,  Part.  V,  chap.  vu,  p.  3(18-9. 

(')  On  sait,  en  eQet,  que,  quel  que  soit  l'arc  u,  on  a  cos  ( — u)  =  coa  u. 
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en  effet  tout  arc 5 (où  k  est  un  nombre  entier  quelconque) 

est  égal  à  l'un  des  arca  a  ■  — ^ —  .  — ^ —  plus  ou  moins  on  mul- 
tiple de  an,  et  a  par  conséquent  mfime  cosinus  que  l'un  de  ces  trois 
arcs  (')  (cf.  n-  159). 

345.  L'équation  (S).  —  En  cherchant  k  ramenei  l'équation  (8) 
k  une  équation  de  la  forme  (7).  Tartaglia  devait  se  heurter  h  des 
difficultés  plus  graves  encore  que  celles  dont  nous  avons  parié 
tout  à  l'heure;  aussi  est-il  permis  de  douter  qu'il  ait  eETective- 
ment  accompli  I4  transformation  qu'il  indique  (voir  n*  343).  Pour 
mettre  hors  de  doute  l'existence  des  racines  (positives  ou  néga- 
tives) de  l'équation  (8)  il  faut  employer  d'autres  méthodes  que 
celles  dont  disposait  Taitaglia;  on  pourra,  par  exemple,  suivre  ta 
voie  indiquée  par  Viète  et  recourir  k  un  calcul  trîgonométrique  : 
on  constatera  alors  que,  suivant  les  valeurs  relatives  des  nombres 
(positifs)  A  et  6,  l'équation  (S)  a  une  ou  trois  racines. 

346.  ReotaerchM  de  Cardan;  notations  modernes.  —  C'est 
en  i535  que  Tartaglia  s'est  occupé  des  équations  du  troisième 
degré.  Cependant  il  se  refusa  à  publier,  ou  même  à  communiquer, 
ses  résultats;  en  i539,  seulement,  cÂdant  k  l'insistance  de  Jérdme 
Cardan,  il  livra  à  ce  savant  les  vers  quelque  peu  énigmattques 
que  nous  avons  reproduits  plus  haut,  tout  en  lui  faisant  jurer  de 
ne  jamais  divulguer  son  secret. 

Sur  les  indications  qui  lui  furent  ainsi  fournies.  Cardan  se  mit 
au  travail.  Il  montra  comment  toute  équation  du  troisième  degré 
peut  être  transformée  en  une  équation  de  l'un  des  types  (6),  (7), 
(8);  il  approfondit  l'étude  de  ces  types  avec  son  disciple  Laigi 
Ferrari  (i522-i565),  et,  en  maniant  sans  scrupules  —  fort  habi- 
lement d'ailleurs  —  les  quantités  négatives  et  môme  imaginaires 
(racines  carrées  de  nombres  négatifs),  il  surmonta  certaines  difB- 
cultés  dont  certainement  n'avait  pas  triomphé  Tartaglia.  En  i5i5. 


(*)  On  p«ut  remplacer  le  troisiâme  par  la  valeur  égale  v  coa  -■  ^-- 
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Cardan  Gt  coDnaltre,  dans  son  Ars  Mag/ia(videchBLp.  zi  et  suivants, 
p.  So-sqq.),  ce  qu'il  savait  de  l'équatîoa  du  troisième  degré.  Esti- 
mait-il  que  l'importauce  de  ses  recherches  personnelles  sur  cette 
équation  lui  en  donnait  le  droit  P  Ou  croyait-il  savoir  que  le  secret 
de  1539  —  qui,  après  tout,  appartenait  aux  amis  de  Scipion  Ferro 
avant  d'appartenir  à  Tartaglïa.  —  avait,  après  six  ans  écoulés, 
cessé  d'être  un  secret  i*  Quoi  qu'il  en  soit,  Tartaglia  accusa  Cardan 
d'avoir  violé  son  serment,  et  il  s'ensuivit  une  ftpre  polémique  entre 
les  deux  savants  et  leurs  disciples  ('). 

Après  les  recherches  de  Cardan,  cependant,  et,  surtout  après 
celles  de  Viëte,  les  principales  questions  soulevées  par  l'équation 
du  troisième  degré  se  trouvèrent  résolues,  —  du  moins  résolues 
autant  qu'elles  pouvaient  l'Être  avant  que  fût  constituée  une  théorie 
rigoureuse  des  quantités  imaginaires. 

347.  —  Énon^ns  les  résultats  fondamentaux  qui  furent  le  prix 
de  ces  longs  efforts. 

L'équation  du  troisième  degré  a  pour  forme  générale  : 

(11)  ax'  +  6»'  -t-  ca:  -t-  rf  =  o, 

les  coefficients  a,  b,  c,  d  pouvant  être  des  expressions  algébriques 
quelconques  dépendant  de  nombres  supposés  connus. 

Une  transformation  simple  permet  de  passer  de  la  forme  (n)  & 
la  forme 

(la)  i'  -h  px*  +  5  =  0. 

En  effet,  l'équation  (11)  est  équivalente  è  le  suivante  : 


(')  Entre  Tartaolia  etlFEniuRi,  eu  particulier.  Dans  cette  polé- 
mique, Tartaglia  n'eut  pai  toujoun  le  beau  rAle.  Ansii  n«  manqua- 
t-on  pas  de  l'accuaei  d'avoir  fait  passer  pour  sien  ce  qu'il  tenait  des 
digdplea  de  Scipioh  Fehro.  — Les  pièces  principale»  de  la  polémique,  qui 
■ont  des  lettres  échangées  par  Tartaglia  et  Ferrari,  ont  iXé  imprimées 
(un  exempbire  du  recueil  de  ces  lettres  «e  trouve  au  BritUh  Mutaum^ 
8533,  bbb,  17). 
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Faisons  le  changement  d'inconnue  x  :=  t  — *-;  l'équalidn 
devient 

/,       6\'      b/,       b\*      cl,       h\       d 

Développant  le  cube  et  le  carré  d'après  les  formules  du  d'  396, 
et  ordonnent  par  rapport  &  i,  nous  constatons  que  le  coefUcient 
du  terme  en  i*  est  nul,  et  nous  obtenons  l'équaUon  : 


équation  qui  est  de  la  forme  (la)  [l'inconnue  s'appclant  i  au  lieu 
dex].  Si  donc  on  sait  résoudre  l'équation  de  la  forme  (la),  on 
saura,  du  même  coup  résoudre  l'équation  (ii).  Nous  pouvons,  par 
conséquent,  nous  borner  à  l'étude  de  l'équation  (la). 
L'équation  (i3)  a  toujours  ane  ou  trois  racioes. 
Od  démontre  qu'elle  a  une  racine  lorsque  4/)*  -*-  27^'  >  o,  et 
trois  racines  lorsque  kp*  -+-  37*^'  <  o. 

Pour  résoudre  l'équation,  en  emploie  d'ordinaire  dans  le  second 
cas  une  méthode  trigonométrique,  (elle  que  celle  de  Viète,  et,  dans 
le  premier  cas,  la  méthode  de  Tartaglia,  que  l'on  applique  généra- 
lement comme  il  soit  (')  : 

Posons  y-\-t  =  x,  Zyz  ^p,ce  qui  revient!  faire  le  changement 
d'inconnue  (n°  330)  x  =  y  +  ^  ■  Remplaçant  x  par  cette  valeur 
dans  (12)  ou  a  une  équation  en  y  qui,  si  on  y  regarde  y'  comme 
l'inconnue,  est  du  second  degré  (cf.  344)  ;  on  remarque  que  le 
cube  z'  {z  étant  défini  comme  il  a  été  dit)  satisfait  h  la  même 
équation,  en  sorte  que  les  deux  racines  —  "  ^^~\\  "*"  ^  *^*  ^'^ 
équation  donnent  les  valeurs  cherchées  y'  et  z*  ;  donc,  on  a  : 

x  =  y  -\-  î 

Dans  le  cas  où  4P'  ~*~  ^7?*  =^  '3>  '^^  constate  que  l'équation  a 
une  racine  double  (comptant  pour  deux)  ;  elle  a  en  outre  ane  ra- 
cine simple. 

{')  Cf.  une  lettre  de  Huygbnb  àSchootbn,  Œw.  deffi^geiu,  La  Haya^ 
1888,  I,  p.  33o. 
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348.  Propriété*  des  racinas.  —  Plaçons-nous  dans  l'hypo- 
thèse où  l'équation  du  troisième  degré,  mise  sous  la  forme  (i  i),  a 
trois  racines  et  désignons  ces  racines  par  les  lettres  affectées  d'in- 
dice X,,  Xt,  Xi,  ... 

On  vérifie  (')  que  (quelle  que  soit  la  valeur  de  x)  l'on  a  l'iden- 
tité : 

(i3)        ax*  ■+■  fee'  +  ex  -^-  d  =  a(x  —  Xi)(3;  —  x^{x  —  Xj), 

D'ailleurs,  si  l'on  développe  le  produit  du  second  membre,  les 
coefScients  dm  mêmes  puissances  de  x  sont  nécessairement  égaux 
dans  les  deux  membres  (cf.  338)  :  on  déduit  de  là  l'énoncé  suivant  : 

Quelle  que  soit  l'équation  proposée  (ii)  la  somme  des  racines 

(xi  -f-  a;,  +  xt)  est  égaie  à ,  (a  somme  de  leurs  prodails  deux 

à  deux  {xiXi  +  XtXi  +  XiXi)  est  égale  à  - ,  leur  produit  (xxX^t) 


349,  —  Nous  n'étudierons  pas  en  détail  l'équation  du  qualrième 
degré 

ax'  •+■  bx'  ■+-  ex'  +  dx  +  e  ^  o. 

Nous  nous  bornerons  h  indiquer  (aux  notations  près  que  nous 
modernisons)  la  première  méthode  de  résolution  de  cette  équation 
générale  qui  ait  été  proposée,  celle  de  Luigi  Ferrari,  élève  de 
Cardan  (•). 

Divisons  l'équation  par  a  et  faisons  le  changement  d'inconnue 
x^  t  —  j-  (cf.  n"  347)  ;  un  calcul  facile  montre  que  l'équation 
transformée  est  une  équation  polynomale  en  t,  du  quatrième  degré 
et  ne  contenant  pas  de  terme  en  ('.  i4[rui,  moyennant  an  change- 
ment  d'inconnue,  la  résolution  de  toute  équation  du  quatrième  degré 


V(')  Catte  vMfication  tjmlta  des  valeun  des  racinM  que  l'on  a  calcu- 
Ues,  Noua  reviandroni  d'ailleon  au  g  6  lur  l'identité  (i3)  [que  I'ob 
peut  établir  a  priori]  et  sur  tes  cou  séquences. 

(*)  ■  Qui  tara  —  dit  Caidon  —  nu   roganla   iiwtnit  i  [An    mapu, 
idi.  XXXIX,  p.  73J. 
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peut  être  ramenée  h  la  résolution  d'une  équation  du  quatrième  degré 
de  la  forme 


Pour  résoudre  cette  équation,  je  l'écris 

(i5)  X*  ^  —  mx*  —  m  —  p 

et  j'ajoute  &  chaque  membre  le  même  quantité  ^x'z  ■+■  z',  z  étant 
un  nombre  que  je  vais  déterminer  (définir)  dans  un  instant. 
L'équation  (i5)  peut  s'écrire  : 

{16)  a:'-Haa:»r  +  i'={sr  —  m)i«  —  nx  +  (*'  —  p). 

]>  premier  membre  est  le  carré  de  (x*  +  z).  Cherchons  alors  à 
déterminer  z  demani&re  que  le  second  membre  soit  le  carré  de 
l'expression  ^ar  —  m  x  ■+-  \/z*^  —  f  :  ce  dernier  carré  a  pour 
expression  (a  z  —  m)  x'  +  a  ^/(a  2  —  m)  (2'  —  f)  ie  -1-  (2*  —  p)  ; 
le  nombre  z  satisfera  donc  &  la  condition  voulue  s'il  est  tel  que 


Cette  dernière  égalité  détermine  la  valeur  que  nous  '  devons 
donner  &  z  ;  elle  s'écrit,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré,  puis 
développant  et  ordonnant  : 

81'  —  4  niî*  —  8pî  -t-  (4  mp  —  n*)  =:  o, 

équation  du  troisième  degré  par  rapport  k  l'inconnue  z  ;  la  valeur 
requise  pour  2  est  une  des  racines  de  cette  équation  (on  choisira  celle 
que  l'on  voudra).  Une  fois  qu'on  l'a  calculée  d'après  les  méthodes 
exposées  aux  n<"  343  et  suivants,  l'égalité  (16)  donne 


-)•=(/ 


;  qui  exige  ('),   soit  i* 


(')  D'une  manière  gtnérale,  pour  que  leg  carrés  A'  et  B'  de  deux  quan- 
titca  soient  égaux,  il  faut  que  ces  quantités  soient  égalea  ou  égales  et  de 
signes  contraires  [puisque  le  carré  de  —  A  est  égal  au  carré  A*  de  +  A]. 
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Cef  deux  égalités  (puisque  z  est  cou  nu)  soDt  par  rapport  à  l'in- 
connue X  des  équations  du  second  degré  que  l'on  sait  résoudre  (<). 
Nous  laissons  de  cAté  la  discussion  k  laquelle  donnent  lieu  les 
calculs  qui  précèdent.  Remarquons  seulement  que  ai  les  deux  équa- 
tions du  second  degré  en  x  ont  chacune  deux  racines,  l'équation  du 
quatrième  degré  se  trouve  BToir  quatre  racines. 

350.  E^qaHtion  de  degré  queloonqna.  —  Les  algébristes  des 
ivi*  et  XVII*  siècles  ont  pu  résoudre,  comme  nous  l'avons  vu, 
l'équation  du  troisième  degré;  ils  ont  résolu  également  l'équation 
du  quatrième  degré;  mais  ils  n'ont  pas  réussi  k  calculer  les  ra- 
cines des  équations  de  degré  plus  élevé,  et  c'est  qu'en  effet  la 
chose  n'était  pas  possible  avec  les  moyens  dont  ils  disposaient. 

Nous  comprendrons  la  raison  de  cette  impuissance  si  nous  réflé- 
chissons au  sens  très  particulier  que  les  algébristes  attachent'  à  ces 
mots  :  ('  résolulion  d'une  équation  ».  Résoudre  une  équation 
polynomale,  c'est,  par  définition,  trouver  l'expression  algébrique 
des  racines  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  (n°  318)  ;  or 
est-il  certain  que  l'on  puisse  effectuer  sur  les  coefficients  d'une 
équaUoD  quelconque  une  combinaison  d'opérations  algébriques  qui 
fournisse  les  racines  de  l'équation  (')i*  A  priori  il  n'y  aévidemment 
aucune  raison  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  et  de  ce  qu'une  chance  heu- 
reuse se  présente  pour  les  équations  des  quatre  premiers  degrés 
nous  ne  saurions  conclure  que  cette  chance  nous  favorisera  jusqu'au 
bout.  Et  de  fait,  la  proposition  suivante,  pressentie  par  Gauss,  a 
été  démontrée  en  toute  rigueur  par  le  mathématicien  norvégien 
Abel  (*)  :  L'équation  générale  du  cinquième  degré 
(i;)  a,ï»  ■+■  ffl.a*  ■+■  a,x'  -+-  otx*  ■+-  o,»  -h  a„  =^  o, 

(*)  Il  Mt  un  cas  où  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  se 
ramène  immédiat ernsnt  à  la  résolution  d'une  équation  de  gacond  degré  : 
c'est  le  cas  où  l'équation  ne  contient  ni  terme  en  x*,  ni  terme  en  x,  et  est 
de  la  forme  ax^  +  bx*  -\-  c  ^  o;  prenant  pour  inconnue  auxiliaire  y  ^ x', 
l'équation  s'écrit  ay*  +  by  -\-  c  ^  a  et  eat  da  deuxième  degré. —  L'équa- 
tiou  de  la  forme  ox*  +  &e'  +  c  ^  o  eit  dite  bicarrée. 

(*}  C'est  ce  que  (ait  obierver  Leibmz  à  eou  ami  Tschibnbaus,  qui 
taifait  des  e&orts  dcaespérés  pour  transformer  les  équations  générales  du 
doquième  et  du  aixième  degré  en  équations  suBceptibles   d'être  résolues, 

(')  Ditermittation  de  Vimpossibililé  de  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions géniales  qui  passent  le  quatrième  degré  (iSsBj  [Œu>'.  d'Abd,  éd. 
Sylow-Lie,  t.  I,  p.  66]. 
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étant  donnée,  il  n'est  pas  possible  de  former  (en  combinant  des 
opérations  effectuées  sur  les  coefficients  «g,  ...  n,)  une  expression 
algébrique  qui  représente  une  racine  de  cette  équation  ;  il  n'est  pas 
possible,  en  d'autres  termes,  de  trouver  une  expression  algébrique 
des  racines,  qui  soit  composée  de  nombres  aritbmétiques,  des 
lettres  a,,  ai,...  ti,,  et  des  signes  opératoires  classiques -i-, — ,  x.etc. 
Nous  comprendrons  facilement  la  sigaiûcation  de  cette  propo- 
sition d'Abel  si  nous  nous  reportons  aux  n"  67  et  122  de  notre 
Premier  Livre.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  cocHicients 
Oo,  ...  a,  d'une  équation  (17)  soient  des  nombres  rationnels;  les 
valeurs  des  racines  (')  seront,  ^  comme  il  arrive  pour  toute 
équation,  —  déterminées  par  les  valeurs  des  coeiKicients  a^,  .,.%,: 
mais,  en  général,  ces  racines  sont  —  comme  les  nombres  r  et  «  — 
des  nombres  qui  ne  peuvent  pas  être  définis  comme  résultats  d'opé- 
rations connues. 

La  recherche  do  critères  permettant  de  recoonaître  si  une 
équation  polynomale  donnée,  de  degré  supérieur  à  ^  est  résoliAle 
par  radicaux  (*),  —  c'est-à-dire  a  des  racines  calculables  par 
radicaux  (voir  p.  77,  note  i)—  est  l'un  des  prolèmes  les  plus 
importants  de  l'algèbre.  Pour  en  venir  à  bout  il  fallut  recourir  à 
une  méthode  en  apparence  fort  détournée,  dont  l'invention  est  due 
principalement  à  un  jeune  mathématicien  parisien  du  xi\*  siècle, 
Evariste  Galois  ('),  mort  à  vingt  ans  en  i83a. 

361.  —  Etant  donnée  une  équation  polynomale  de  degré  quel- 
conque, la  méthode  de  Galois  nous  apprend,  pourrait-on  dire  (*), 
quels  sont  les  nombres  qu'il  faudrait  adjoindre  aux  nombres  «  or- 
dinaires a  (nombres  rationnels  et  nombres  calculables  par  radicaux) 

(')  Nous  admettons  que  l'équation  dont  il  s'agit  a  des  racines.  D'aprèt 
la  a9  35s,  elle  en  a  toujours  au  moins  une. 

(*}  Précisant  la  question,  on  devra  distinguer  entre  te  cas  où  toutes  le* 
racines  et  le  cas  où  une  partie  seulement  des  racines  de  l'équation  sont 
calculables  par  radicaux. 

(^j  Le  mémoire  fondamental  de  Galois  sur  la  théorie  des  équations  ne 
fut  publié  qu'en  1846  :  ■  Mémoire  sur  les  conditions  de  résolubilité  des 
équations  par  radicaux  c  {Journal  de  Liouville).  La  méthode  de  G:IL0H 
fait  intervenir  la  théorie  des  groupes  dont  nous  parlerom  ultéijeuremenL 

(')  Nous  ne  pouvons  pas  préciser  ici  cette  indication  très  vague.  On 
trouvera  l'exposé  de  la  théorie  de  Galois  dans  les  traités  d'algèbre 
■upéii.».. 
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pour  que  les  racines  de  l'équalion  puissent  être  exprimées  par  des 
formules  algébriques  au  moyen  des  nombres  ordinaires  et  nombres 
adjoints.  Mais  ce  sont  là  des  questions  de  haute  arithmétique  qui 
dépassent  de  beaucoup  le  cadre  du  présent  chapitre.  Notons  seu- 
lement que  l'étude  de  ces  questions  a  conduit  à  préciser  la  défi- 
nition du  nombre  algébrique  :  nous  appellerons  désormais  ainsi 
tout  nombre  relatif  qui  satisfait  à  une  équation  polynomale 
(d'ailleurs  quelconque)  à  coefficients  rationnels,  —  c'est-à-dire  tout 
nombre  a  tel  que  l'on  puisse  former  une  équation  polynomale 

{18)  a^x"  -+-  a„„|3^-'  -y-  ...  -f-  a,a^  -)-  o,  =:  o, 

dont  les  coefficients a„  ...  a,  soient  de  nombres  rationnels  el  qui 
admette  a  pour  racine.  Si  «  n'est  pas  calculable  par  radicaux,  ce 
nombre  ne  pourra  être  racine  que  d'une  équation  polynomale  de 
degré  supérieur  à  4t  on  cherchera  alors  une  équation  (18)  de 
degré  5  [n  =  5]  ;  s'il  n'en  existe  pas  qui  réponde  à  la  question,  on 
cherchera  une  équation  de  degré  6,  ou  7,  ou  de  degré  plus  élevé. 
Si,  quelque  grand  que  l'on  prenne  le  nombre  n,  il  n'existe 
aucune  équation  polynomale  de  degré  n  à  coefficients  rationnels, 
admettant  a  pour  racine,  le  nombre  x  n'est  pas  at(jébrique  ;  on 
dit  alors  que  ce  nombre  est  transcendant  (').  * 


-  Pn^riétés  tondamentales  de  i'éqaatlon  de  degré  a. 
Interpolation. 


352.  —  Considérons  l'équation  k  une  inconnue,  de  degré  quel- 
conque n,  mise  sous  ta  forme  générale 

(')  On  remarquera  que  lea  dâfinitions  et  recherche*  auxquelles  nous 
faisons  ici  alliuion  ont  un  caractère  purement  théorique.  L'algâbriite  qui 
a  en  vue  la  r£aolutioa  de  prohlâmes  pratiques  n'a  nullement  besoin  de 
GOBnattre  l'axpression  algébrique  exacte  des  racines  d'une  équation.  Il  lui 
sntât  de  déterminer  des  êxpretaion»  algébriques,  fonctiom  des  coefficitntt 
«., ...,  Og,  qui  représentent  les  racines  de  l'équation  avec  une  approximation 
arbitrainnienl  grande.  Nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  des  procédés  que 
l'on  peut  eroploj'er  pour  former  de  telles  expressioui. 
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Nous  avons  dit  que,  si  n  est  supérieur  i  4i  il  n'est  en  général  pas 
possible  de  calculer  algébriquement,  en  fonction  des  coefficients 
a„,  ...  Ou,  les  racines  de  l'équation  (i).  Cependant  on  peut  énoncer 
au  sujet  de  ces  racines,  plusieurs  propositions  ijui  sont  souvent 
plus  utiles  k  connaitre  que  la  valeur  même  des  racines. 

Et,  tout  d'abord,  combien  l'équation  {i)  a-t-elle  ou  peut«lle 
avoir  de  racines?  L'algébriste  de  Leyde,  Albert  Girard,  fut  le  pre> 
mier  à  déclarer,  dans  son  invention  nouvelle  en  C Algèbre  (Amster- 
dam, i6a9),queréqUBtiondedegrénpossèd6nracines('),  certaines 
de  ces  racines  pouvant  d'ailleurs  être  »  imaginaires  >.  Girard  allait 
un  peu  vite,  et  la  signification  des  u  quantités  imaginairas  »  (voir 
n°  340  et  Chap.  t,  i  3)  n'avait  pas  encore  été,  de  son  temps,  suf- 
fisamment tirée  au  clair  pour  que  son  théorème  pût  être  rigoureu- 
sement établi.  Cependant  on  le  pouvait  déjà  pressentir. 

363.  —  Posons,  pour  abréger  l'écriture, 

(a)  P(:r)  =  a,^-+  ...  +  a.i  +  o,. 

et  supposons  que  le  nombre  Xi  soit  une  racine  de  l'équation  (i)  : 
je  dis  que  ^on  a  ridenlité 

(3)  PW  =  (i--x,)-QM, 

Q{x)  étant  an  polynôme  en  x  de  degré  n  —  i. 

Faisons,  en  effet  ('),  le  changement  d'inconnue  x  =  x,  +  u 
(voir  n°  330  et  comparer  n'^347  et  349)  :  le  polynôme  P(a;)  devient 
un  polynôme  en  a  (dedegrén)  ;  b^u"  -h  b„_iU''-'  -h  ...  -f-  6io  -t-  V 
[les  coeFlicients  b„,  ...  6o  sont  des  polynômes  en  a„,  . ..  a«  et  x,]; 
et  ce  polynôme  en  a  doit  être  nul  lorsqu'on  y  fait  u  :^  o,  ce  qui 
prouve  que  6„  est  nul  [le  lecteur  vérifiera  sans  peine  que  l'expres- 
sion de  6o  est  a„x^,  -h  a,_ix7~'  ■+■  .-.  +  Co.  quantité  qui  est  nulle 
puisque  Xt  est  racine  de  l'équation  (i)].  Ainsi  nous  avons  : 

?{x)  =  b„w-f^...  -i-  b,a  =  a[b„a-" -h  ... -h  b,]. 

(')  (  Toutes  lea  équations  d'algèbre,  dit  Gibard,  revivent  autant  dt  «olu- 
tiona  gue  la  dénomination  [degréj  de  la  plut  haute  quantité  fpuisBanee]  Is 
démontre  o. 

t'i  La  méthode  exposée  plus  bas  aux  n°'  373-73  conduit  aux  mimas 
réaultab. 
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Remplaçant  u  par  sa  valeur  2  —  x,,  noua  transformons  le  cro- 
chet en  un  polynôme  en  x  de  degré  n  —  i ,  —  polynôme  que  nous 
désignerons  par  Q(x)  :  nous  obtenons  ainsi  l'idenUlé  (3). 

Nous  énoncerons  ce  résultat  en  disant  que,  si  Xi  est  une  racine 
d*  l'équation  P(x)  =;  o,  le  polynôme  P(x)  est  divisible  [')  par 
(x  —  Xi),  le  quotient  élant  un  polynôme  Q[x)  de  degré  n  —  i . 

Cela  dit,  appelons  xi  une  seconde  racine  de  l'équation  (i).  Les 
deux  membres  de  l'identité  (3)  seront  nuls  lorsqu'on  y  remplacera 
l'inconnue  x  par  le  nombre  Xi.  Maïs  (xi  —  Xi)  n'est  pas  nul.  Donc 
le  polynôme  Q(x)  est  nul  pour  x  :=  xi  [pour  qu'un  produit  tel 
que  (x  —  Xi)  ,  Q(x)  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  de»  deux 
facteurs  soit  nul]  ;  j'en  conclus  que  xi  est  une  racine  de  l'équation 
de  degré  n  —  i ,  Q{x)  ^=  o,  et  que,  par  conséquent 

Q(.:)  =  {:r  -  x,)  .  R{x), 

R(x)  étant  un  polynôme  de  degré  n  —  3.  On  a  donc  l'identité  : 

P(x)  =  (x  -  X,)  (x  -  X,)  .  R(x). 

En  répétant  le  même  raisonnement,  nous  constatons  finalement 
que,  si  r^çuadon  (i)  a  p  raci'nw  X,.  ...  x^,  on  a  l'identité 

(4)  P(ï)  =  (^  -  ^.)-  -  (^  -  *f)  ■  SW. 

S(x)  étant  un  polynôme  de  dggré  n  —  p  ;  on  dit  que  P(x)  est  dioi- 

tible  par  le  produit  (x  —  x,).  ...  (x  —  x,).  le  quotient  étant  S{x). 

354.  —  Ilrésulte  de  cesfaitsquer^^uafi'on  (i)  aauplas  n  ra- 
cines :  car  si  elle  en  avait  davantage,  le  degré  de  S(x)  devrait  être  plus 
petit  que  o,  ce  qui  est  impossible.  Si  elle  en  a  n,  savoir  Xi  ....  Xn, 
le  polynôme  S(x)  est  de  degré  o  en  x  :  il  se  réduit  donc  k  «n 
nombre  constant,  indépendant  de  x;  d'ailleurs  ce  nombre,  étant  le 
coefficient  de  x"  dans  le  développement  du  second  membre  de  (5), 
est  égal  au  coefficient  a.  de  la  même  puissance  de  x  dans  le  po- 


(')  a.  La  Giomilrie  de  Descahtbs,  liv.  III  {Œw.  de  Detcarlu,  III, 
p.  445)  :  ■  que  la  «omme  ^le  premier  membrej  d'une  équation  qui  contient 
piuMeui»  racines,  peut  toujours  Sire  divisée  par  un  binôme  composé  de 
la  quantité  inconnue,  moins  la  valeur  de  l'une  des  vraies  racine»,  laquelle 
que  ce  scàt...  ■. 


.ï  Google 


35o  tx  c\.u:vL  alcébhique 

lynome  identique  P(x)  [voir  n°  312]  ;  par  conséquent,  on  a 
Tidenlité  ; 

{^)P{x)=a„^-^...-\-a,a:^<i^  =  a„{x~x,)(x-T,)  ...  [x-xj). 

355.  Relations  entra  les  raoinea  et  les  ooeflioients  de 
l'éqaatlon.  —  En  développant  le  second  membre  de  (5)  sous 
forme  d'un  polynôme  en  x  et  écrivant  (n°  3i3)  que  les  coefficients 
de  x",  x"~'  ...  sont  les  nombres  a,,  a>,  i  ...,  j'obtiens  les  égalités 

ou  relations  : 

^''î  ...,a,=±a„x,x,.-.x., 

le  dernier  cocflicient  étant  alTecté  du  signe  -4-  ou  du  signe  —  sui- 
vant que  le  nombre  des  racines  est  pair  ou  impair  [un  produit  de  n 
facteurs  tous  négatifs  est  en  effet  positil  ou  négatil  suivant  la  parité 
du  nombre  n  :  on  peut  remarquer  que  le  signe  d'un  tel  produit  est 
le  signe  de  ( —  i)";  on  écrira  alors  a,,  ^  ( —  i)'  a„x,x,  ...  x„\. 

Les  "  relations  n  {')  (6)  permettent  d'énoncer  les  propositions 
suivantes  \compurcr  a"  338  et  348 1  :  Si  téqualion  [i)an  racines, 

X,,  X, x„,  la  somme  de  ces  racines  esl  égale  à ^' ;  la 

somme  de  leurx  produits  deux  à  deux  est  éfjale  ù   "  ' ,   ...  ;  lear 

produit  est  égala  (_  i)»  .  îï. 


366.  Baoiues  multiples.  —  En  désignant  par  Xi,  ....  x„  les  n 
racines  de  l'équation  (i),  nous  avons  supposé  implicitement  que 
ces  racines  étaient  distinctes  (différentes)  (').  Il  est  cependant  ma- 
nifeste que  les  conclusions  auxquelles  nous  sommes  parvenus  sub- 
sistent intégralement  si  plusieurs  de  ces  racines  sont  égales,  par 
exemple  si  x,  =  x-i  ou  si  Xi  ^=  xi=^  Xs.   D'une  manière  générale, 


(')  Ces  relations  sont  formuléea  par  Albert  Girard  (op.  cil.}. 

I')  et.  HuDDE,  apud  Ceometria  â  Renato  Descartes  \vide  aupra,  p.  a84, 
note  i],  2^  ùd.,  Amsterdam,  iGSg,  p.  ,VJ3  :  Rcgula  qute  rnodum  doeet 
reducendi  omnem  tequationem,..,  cujua  iruogiiila  qiianlîtaa...  duos  tvl 
plures  teiiuale$  habet  çalorea,  et  plus  loin  p.  riu7-y. 
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supposons  que  le  polynôme  P(x)  satisfasse  i  une  identité  de  la 
forme  suivante  : 

(7)  P(^)  =  a-  {X  -  ^i)''  (x  -  x,)'> ...  (X  -  T,)'', 

où  at ,  Oj, . . . ,  «p  soni  des  nombres  entiers  positifs  dont  la  sommeégale  n 
(«1  +  a^  H-  .-.  H-  ce,  ^  n).  Il  nous  est  loisible  d'admettre  que  cette 
identité  n'est  autre  que  l'identité  (5)  dans  laquelle  et,  racines  ont 
la  même  vaUur  x,,  t%  racines  ont  la  même  valeur  x^,  etc.  C'est 
pourquoi  nous  dirons  en  ce  cas,  que  t'équation  (i)  a  n  racines, 
mais  que,  parmi  cet  racines,  il  y  en  a  ai  égales  à  Xi,  at  égales  à 

tCi,  etc.;  les  racines  a:i,  Xt seront  dîtes  «  racines  multiples  d  ('), 

les  nombres  correspondants  cl,,  a^,  ...,  étant  appelés  «  ordres  de 
multiplicité  n  des  racines  ;  en  particulier  une  racine  multiple 
d'ordre  3  sera  dite  double,  une  racine  multiple  d'ordre  3  sera  dite 
triple  ;  une  racine  non  multiple  sera  dite  simple. 

Moyennant  ces  conventions  [c'est-à-dire  :  à  condition  de  regar- 
der une  racine  multiple  comme  consistant  en  pli/sieurs  racines 
confondues),  les  propositions  énoncées  aux  n*"  354-6B  subsistent 
dans  le  cas  où  tes  racines  de  l'équation  ne  sont  pas  toutes  simples. 

367.  Racines  imaginaires  et  théorème  d'Euler.  —  Suppo- 
sons maintenant  que  l'équation  (i)  ait  moins  de  n  racines  [chaque 
racine  multiple  étant  coiwptée  pour  autant  de  racines  que  son 
ordre  de  mutliplicité  contient  d'unités]  :  alors,  pour  sauvegarder  le 
théorème  de  Girard,  nous  sommes  amenés  à  dire  que  l'équation  a 
des  <(  racines  imaginaires  ».  Mais  c'est  là  une  locution  qui  actuel- 
lement n'a  pour  nous  qu'un  sens  négatif.  Mieux  vaut  donc  laisser 
provisoiremenl  de  côté  le  théorèmede  Girard  (nous  y  reviendrons  au 
chap.  v)  et  le  remplacer  par  le  théorème  suivent  qui  fut  énoncé  par 
Euler  (')  [nous  omettons  la  démonstration  de  ce  théorème,  —  dé- 

(')  Il  résulte  de  cette  définition  qu'une  racine  z,  eat  multiple  d'ordre  3,, 

siP{x)«atdif'isibl4pax{'B — «i)  ' ,  le  quotient  -.^  j_^  v^  étant  un  polynôme 

en  X  de  degré  n  —  a,, 

{*)  ■  Omium  expretiionem  algebricam  a  +  ^y  +  fX*  +  Sx'  4-  fx*,  etc. 
—  dit  EuLEB  —  vel  in  factarti  realea  [non  imaginaires]  simptiees  p+qx, 
f^l  sallem.in  faclores  reaûs  quadratoa  p  +qx  +  ri'  resolvi  posae.  »  [Corres- 
pondance, éd.  Fusa,  St-Péteisbouig,  i84^>  I.  p.  171,  lettre  à  Goldbach]. 
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monstratîon  qui  d'ailleurs  n'est  pas  complète  chez  Euler  et  que 
seule  l'introduction  systématique  des  imaginaires  en  algèbre  a 
permis  de  rendre  rigoureuse]  : 

Quel  qae  soii  le  polynôme  de  degré  n,  P(x).  ce  polynôme  satis- 
fait toujours  à  une  identité  de  la  forme  ci-dessous  : 

(8)P(x)=Vx-a;.)''...(3.-^,)''f.r'  +  S.i+fcOP>...{x>-Hs,x+fc,)?' 

oà  les  nombres  «i , . , . ,  a„  ^i .  . . . ,  |3,  sont  des  entiers  positifs  tels  qtie 

«!  +  «»  +  .-.  +  »,  +  ap,  -t-  a^i  -+-  ...  +  a?,  =  n. 

En  d'autres  termes,  P{x)  est  le  produit  d'un  nombre  a„  par  des 
binômes  de  la  forme  (')  {x  —  x,)  [ou  par  des  puissances  de  ces 
binômes]  et  par  des  trinômes  de  la  forme  (x'  +  gjx  +  kj)  [ou  par 
des  puissances  de  ces  trinômes]. 

D'ailleurs,  en  écrivant  l'identité  (8),  nous  supposons  que  les 
équations  x'  -t-  gtX  -t-  /ci  ^=  o,  x'  ^-  gtsc  -i-  Ar,  ^  o,  etc., 
n'ont  pas  de  racines  [et,  par  conséquent,  que^'  —  4A"i  <  o, 
g'  —  4^1  ■<  o,  etc.].  Si  en  effet,  x'-h  jix  +  fr,  =o,  par  exemple, 
avait  des  racines,  nous  aurions  [en  désignant  ces  racines  par  Xfi+i, 
Xf+t]  :  i'  +  9,1  -hk,  =(x  —  Xf_^.,)  (x  —  x,+,),  et  (')  nous  rem- 
placerions (x"  +  jix  -+-  k,y'  par  le  produit 

(x-x,+,)^'-(=^-*,+,)^' 
dans  l'identité  (8). 

Chaque  facteur  tel  que  (x  —  x,)*'  du  second  membre  de  (S) 
fournît  une  racine  multiple  d'ordre  a^  de  l'équation  (t),  ou  (d'après 
le  n°356)  ccj  racines  confondues.  Convenons  de  dire,  d'autre  part, 
que  l'équation  du  second  degré  x'  +  j,x  +  /cy  ^  o  a  deux  racines 
imaginaires  [voir  n°  340]  :  il  est  alors  naturel  de  considérer  que  le 
facteur  [x' -»- 3ji -»- fcj)'^-' de  l'identité  (8)  fournit  a  racines  ima- 
ginaires multiples  de  l'équation  (i)  dont  chacune  a  pour  ordre  de 
multiplicité  j3j  ...  Si  l'on  fait  ces  conventions,  on  attribuera  fina- 
lement  a,  +  «j  -^  ...  -i-  a,  +  aj3i  -f-  ...  -+-  aj9j,  c'est-à-rfire  n 
racines  à  C équation  de  degré  n. 

(^  J'écris  Xj  pour  lignifier  :  l'un  qutleonqu*  des  nombres  x,,  x^, ...,  x,. 

(*)  Ce  n'est,  en  d'autres  termes,  que  lorsque  nous  y  serons  lorcé- 
{g',  —  4/c,  étant  négatil)  que  nous  laiueron»,  dons  l'ideotitc  {H),  un  tris 
nome  de  la  forme  (2'  +  gtx  +  k,)  au  lieu  de  décomposer  c«  trinôme  en 
un  produit  de  deux  biaomes  (x  —  Xf+\)  (x  —  Xp+i). 
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35S.  Critères  retatll*  A  t'axi«t«noe  des  racines  réelles.  -^ 
Etant  donnée  une  équation  polynomale  de  degré  n 

a^x"  -H  a,_,x»''  -f-  ...  -h  a,  =  o, 

dont  les  coerScients  sont  des  nombres  donnés  quelconques,  existe- 
t-ii  des  critèreH  simples  permettant  de  reconnaître  rapidement  si 
cette  équation  a  des  racines  réelles,  combien  elle  en  ^  et  quels  sont 
les  signes  de  ces  rsciues  ?  Les  critères  ont  été  proposés  en  grand 
nombre;  les  plus  importants  sont  ceux  qui  résultent  des  propriétés 
des  ■  dérivées  n  dont  nous  nous  occuperons  au  chapitre  ii  du  pré- 
sent livre  ;  bornona-nous  pour  l'instant  i  énoncer,  sans  démonstra- 
tion, une  règle  classique  que  l'on  appelle  d'ordinaire  riyle  ou 
théorème  de  Descaries. 

Laplace  énonce  cette  règle  comme  il  suit  dans  les  leçons  qu'il 
donna  à  l'Ecole  Normale  en  1795  (Journ.  de  t'Ec.  Polylechn.,  7' 
cahier,  p.  43).  i<  Deux  termes  consécutifs  d'une  équation  qui  ont 
le  même  signe  forment  Mae  permanence;  s'ils  ont  diiïércnts  signes, 
ils  forment  une  variation.  Par  termes  consécutifs,  j'entends  ceu% 
dans  lesquels  les  exposants  de  l'inconnue  ne  ditTèrent  que  d'une 
unité. 

«  Il  ne  peut  y  avoir  dans  une  équation  plus  da  racines  réelles 
positives  que  de  variations;  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  racines 
réelles  négatives  que  de  permanences... 

«  De  U  suit  que,  si  toutes  les  racines  sont  réelles,  il  y  a  autant 
de  racines  positives  que  de  de  variations  et  autant  de  racines  né- 
gatives que  de  permanences.  C'est  la  fameuse  règle  deDescartea  ». 

Conjointement  avec  ce  théorème,  on  peut  établir  nombre  de  pro- 
positions relatives  à  l'existence  des  racines  réelles  et  à  leurs  signes, 
par  exemple  celles-ci  : 

Une  équation  de  degré  impair  a  toujours  au  moins  une  racine 
réelle  [cf.  p.  54o,  note  i]. 

Une  équation  dont  tous  les  coejjîcienls  ont  le  même  signe  n'a  pas 
de  racine  positive. 

Une  équation  dont  tous  les  premiers  termes  ont  le  signe  +.  tous 
les  termes  suivants  ayant  le  signe  — ,  a  une  racine  positive  et  une 
seule. 

359.  Baclnea  d'an  polynôme.  —  Observons,  avant  de  quitter 

BooTiotii.  —  Lbi  PrincipM  di  l'AatljM  DulhtauUigus.  jl 
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la  théorie  des  équations,  que  les  propriétés  dont  noue  oomb  & 
occupés  sont  souvent  présentées  comme  d«s  propriété*  défi  poly- 
nômes en  X,  sans  que  le  mot  «  équation  n  soit  prononcé.  Ainsi  les 
racines  de  l'équelion  P{x)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  un 
polynôme,  sont  souvent  appelées  simpleraaDt  racMet  da  polynôme 

p(«). 

360.  Interpol atfaMi..  —  Le  (iroblËme  aie  l'tnterpoUboB.  qui  se 
rattache  à  la  tbéocle  des  équations  tlgébciques,  est  l'an  de  «eux 
^ue  l'on  a  ieplus  aoiivent  l'occaïua  «le  résoudre  en  pfayiique. 
On  fMut  renoncer  comme  ûl  soit  .  Tmaver  un  palyname  «a  x  f  w, 
fiour  des  valears  doHnées  de  x,  soit  p,  tj,  r,  (,  etc.,  prenne  respecti- 
vement des  valeurs  données  P,  Q,  R,  S,  etc. 

Newton  réec^ot  ce  problèsH.  mais  la  solutioa  la  ^us  «impie  en 
fut  diKuiée par  Lagrange lia  fm  du  xmi°  siècle. 

u^ienl,  ditLa^ran^^e  ('),  P,  Q,  R,  S,  etc.  les  valeurs  des  of- 
donnéeedu  polyaoine(*)  y  qui  répondent  aux  valeurs  f>,f,r,c,  etc. 
tk«  abscisses  x. 

Puisque  y  doit  devenir  P,  Q,  R,  -etc.  lorsque  x  devîmt  p,  9,  r, 
etc. ,  il  est  aisé  de  voir  que  l'expression  de  y  sera  de  cette  forme, 

y  =  AP  -1-  BQ  -1-  CR  -+-  DS  H-  ... 

où  les  quantités  A,  B,  C,  etc.  doivent  «tre  exprimées -en  x  <)e  ma- 
nière qu'en  taisant  x=^  p,  on-  ait 

A=  1,       B  =  0.      G  =  o,  etc; 

que,  de  même,  en  faisant  x  =  9,  on  ait 

A  =0,       B=  I,      G  =  o.       D  =  o.  etc.; 
qu'en  faisant  x  ^  r,  on  ait  pareillement 

A  =0,      B  =  o,      C  =  i,      D  =  o.  ete.; 


CI  Lfifon*  JUm«nlaù-M  sur  Us  miOhbïUUlùquea  donniu  à  l'EeoU  JVormab 
tn  i-jg^  par  J.  L.  Lachance  (Journal  de  l'Ee.  polyt^chn.,  cah.  ft,  tome  II, 
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d'où  il  est  facile  de  conchiTe  que  les  valeoTB  de  A,  B,  C,  etc. 
doivent  être  de  cette  forme  : 


(X 

-?)(«- 

-r)  (.-.,)... 

-«)(f 

-r)ip-.)... 

'^ 

(9 

-p>(.q- 

-r)(,-.)... 

-q)(x-,)... 

(■■- 

-PH'~ 

-,)(r-,)... 

Exemple.  —  Soit  i  trouver  un  polynôme  qui  prenne Tespectîve- 
inent  les  valeurs  3,1,^  pour 


Ce  polynôme  sera 

J^-  '  (.  ~  a)  (I  _  3,  ^  (»  -  1.)  {a  -  3)  +  *  (3  -  ,)  (3  _  s) 


j.  =  (a:-2)(*-3)-(*-.){x-3)  +  3(x-i)(x-a) 

361 .  —  D'après  la  règle  de  LagrAQge,  on  sait  former  un  poly- 
nôme y  dont  le  degré  est  inférÎAar  d'une  unité  au  nombre  des 
vakurs  p,  q,  r,  s.,  ...  île  a:  indiquées  par  l'énoncé.  -Ce  n'est 
qn'eKceptionnellcmfint  qu'on  pourrait  former  un  polynôme  de 
degré  jnoindre  répondant  à  la  question.  11  existe,  en  revanche,  une 
infinité  de  polynômes  de  degré  supérieur  qui  satisfont  aux  coadi- 
ùcttM  cequiees.  Ainsi  le  polynôme  du  troisième  degré 

ax»  -  7a:  +  7  -1-  «(a:  -  1)  (^  -  a)  (:c  -  3). 

OÙ  a  «  une  valeur  quelconque,  satisfait  comme  aie*  —  71c  +  7  anx 
«enditiom  -énonoées  dans  l'exemple  donné  cï^eseus  [an  afiet, 
l'expression  ajoutée,  a{x  —  1)  (i»  —  2)  (a:  —  3),  .s'annule  pour 
a=  i,  x  =  2  et  X  =  3]. 
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8.  —  Systèmes  d'équations  simultanées. 

363.  Emploi  d«  la  méthode  de  eubstltntlon.  —  Nous  avons 
montré  (n°*  222  et  320)  comment,  par  la  méthode  dite  de  iobsli- 
talion,  ia  résolution  d'un  système  de  n  équations  gimultanées 
[à  n  inconnues]  peut  être  ramené  à  la  résolution  de  systèmes  de 
n  —  I  équations  an  —  i  inconnues  (').  Ainsi,  par  l'application 
répétée  de  la  même  méthode,  on  parvient  de  proche  en  procbe  à 
éliminer  toutes  les  inconnues  sauf  une  et  l'on  est  ramené  h  la  réso- 
lution d'équations  qui  ne  contiennent  plus  qu'une  seule  inconnue. 

La  méthode  (le  substitution,  il  est  vrai,  ne  pourra  pas  toujours 
être  appliquée  dans  la  pratique,  ainsi  que  nous  en  avons  fait  la  re- 
marque à  la  iin  du  n°  320.  Mais  elle  nous  montre  immédiatement 
que  le  nombre  des  solutions  d'un  système  de  n  équations  polyno- 
maies  augmentera  très  rapidement  lorsque  les  degrés  de  ces 
équations  iront  en  croissant.  En  effet,  supposons  que  la  première 
équation  du  système,  traitée  comme  une  équation  eux,  soit  de 
degré  m  par  rapport  à  x,  et  ait  m  racines  :  j'en  tirerai  alors  m 
expressions  différentes  de  x  qua  je  porterai  successivement  dans 
les  n  —  I  équations  restantes  du  système,  et  je  ramènerai  ainsi 
la  résolution  de  mon  système  à  celle  de  m  systèmes  de  n  —  i 
équations  en  —  i  inconnues;  cela  posé,  si  chacun  des  m  sys- 
tèmes auiiqucts  nous  a  conduits  la  première  élimimilion  (élimi- 
nation de  x)  n'admettait  qu'un  système  de  solutions,  le  système 
proposé  en  admettrait  m;  mais  si  les  équations  de  ces  systèmes 
sont  de  degré  p,  supérieur  è  t,  par  rapport  à  la  seconde  inconnue- 
à  éliminer,  soît  y,  chacun  d'eux  se  décomposera  k  son  tour,  et  l'ob 
aura  è  envisager  (après  l'élimination  de  y]  mp  systèmes  d'équa- 
tions à  (n  —  s)  inconnues.  Et  ainsi  dp,  suite.  C'est  pourquoi,  dès 
que  l'on  a  affaire  à  des  équations  de  degré  supérieur  à  -i,  la  réso- 
lution des  systèmes  ne  peut  être  en  général  effectuée  exactement, 
parce  qu'elle  nécessiterait  la  résolution  d'une  ou  plusieurs  équa- 
tions à  une  inconnue  dont  le  degré  surpasse  4  (voir  n°  360). 

Nous  considérerons  exclusivement,  dans  les  pages  qui  vont 
suivre,  d^s  systèmes  d'équations  du  premier  et  du  second  degré. 

i')  Un  tel  Byïtème  est  en  général  déterminé  (voir  a"  3a3).  ce  qui  ne  veut 
pas  dire,  bien  entendu,  qu'il  admette  un  aystènte  de  tolutlans  uniquei, 
mais  seulement  que  l'on  ne  puut  choisir  arbitrairement  la  valeur  d'au- 
cune des  inconnues. 
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363.  —  Dans  la  Géométrie  de  Descartes  {CEav.  de  Descaries, 
t.  X,  p.  673).  les  systèmes  d'équations  et  la  méthode  k  suivre 
pour  les  résoudre  sont  définis  dans  les  termes  suivants,  qui  ré- 
sument l'essentiel  de  ce  que  nous  avons  dit  et  allons  dire  sur  eux  : 

«  Mais  lorsque  le  problème  proposé  est  tel  qu'une  seule  lettre 
inconnue  n'a  point  assez  de  communication  avec  celles  qui  sont 
connues,  en  sorte  qu'elles  ne  sauraient  s'entraider  pour  faire  trouver 
l'équation,  ou  bien  que  par  la  supposition  d'une  seule  lettre,  on 
s'embarrasse  dans  un  trop  gros  calcul,  on  se  doit  servir  de  plusieurs 
lettres  inconnues,  et  chercher  aussi  autant  d'équations  qu'on  a 
supposé  de  lettres,  et  par  le  moyen  d'icelles  équations  réduire 
toutes  ces  lettres  en  une  seule,  qui  porte  la  solution  du  problème. 
Et  pour  venir  à  bout  de  ces  réductions,  il  est  besoin  de  considérer 
si,  par  une  équation  ou  par  la  comparaison  de  deux  ou  plusieurs, 
en  les  ajoutant  ou  soustrayant  l'une  de  l'autre,  on  ne  pourra  con- 
naître une  lettre.  Et  si  cela  ne  se  peut  ('),  il  faut  venir  à  l'extraction 
de  la  racine  pour  en  trouver  une  ;  puis  après,  on  doit  6ter  cette  lettre 
de  l'une  des  autres  équations,  et  en  son  lieu  mettre  la  valeur 
trouvée;  et  ainsi  on  sera  quitte  d'une  lettre  inconnue.  Puis,  com- 
parant cette  équation  avec  une  autre  dont  on  aura  aussi  àté  cette 
même  lettre,  si  elle  y  était,  on  se  défera  d'une  seconde;  et  ainsi 
des  autres,  jusqu'à  ce  qu'il  n'en  reste  plus  qu'une  inconnue  parmi 
toutes  les  connues,  dont  on  mettra  les  termes  par  ordre.  Et  on 
connaitrn,  par  extraction  de  racine,  quelle  est  la  valeur,  comme 
devant  ;  et  ainsi  le  problème  sera  résolu .  » 

Les  premières  lignes  de  ce  passage  contiennent  une  remarque 
utile  à  faire  :  c'est  que  c'est  souvent  de  son  plein  gré,  et  pour  la 
commodité  des  calculs,  que  l'algébriste  considère  un  système  de 
plusieurs  équations  à  plusieurs  inconnues  au  lieu  de  raisonner  sur 
une  équation   unique  à   une  inconnue.    Ainsi    la   résolution   de 


(')  On  voit  que  Obscastes  ne  précoaiEe  l'élimination  par  fuhttitution 
que  comme  un  pis-aller.  Il  est,  en  revanche,  partisan  de  la  méthode  de 
riduclim,  que  nous  déDnirons  aa  u*>  3(S5. 
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sont  deux  problèmes  équivalents  [car  sf  l'an  pose  -=  =  r>  c'est- 
i-dire  1  =^  xy*,  l'équatioa  devient  x*  +  y  =  a]. 

D'une  manière  générais,  toutes  les  fois  que,  pour  résoudre  une 
équation,  on  introduit  une  variable  auxiliaire,  on  se  trouve  sem- 
placer  l'^uation  par  un  système  équivalent. 

364.  I^ittota  d»  n  éqiisitloDa  polynomalos  dn  praoïUr  de- 
gré (')  à  n  inoonnnea.  —  J'appelle  ainsi  un  système  de  n  équa- 
tions de  la  forme  (*) 


(■) 


(  «iiX,  ■+-  a,iXi  -*-  ...   +  «u.X„  =  b, 
)«ïiX|  -+■  «i|Xs  ■+■  ..-   •+■  OtaXg  =  bt 


{  OrttX,  ■+-  a„jTii  -4-  ...  -4-  ««X^  1 


dootles  seconds  membres  (dits  termes  contlants)  aoai  iodépendaol» 
des  inconnues,  tandis  que  les  premiers  membres  sont  des  poly- 
nômes du  premier  degré  par  rapport  aux  »  inconnues  Xi,  ....  X, 
[nous  représentons  les  coefficients- par  des  lettres  affectées  de  deux. 

(<)  Un  tel  système  Mt  appoli  linéaire  [comparer  n"  agti). 

{*)  L'Alexandrin  Jambliqvb  (m"  ou  iv"  tiècla  ap.  J.-C.)  nous  a  oon- 
■err^  Ii'énoiicé  et  la  soi  ution  d'un  problème  qD'iLappell«JE{Mn(JUm«flIewr}^ 
et  Th^maryda»  et  q|ut  uiBiiate  dans  la  léaolution  du  Bystime  Himmt  (Ja 
~\i  Arithinttieam  labroductio,  éd.  Pistelli,  p.  6a  sqq.)  : 

/  x,+x,  +  ...  +  x.—  . 

^  X.  +  X,  =  a, 
{  X,  +  X,  =  a, 


\   X,  +  X. -a..,. 

Ce  Bystèms  est  facile  à  résoudre  par  la  miitbode  de  lubatitution  (i^oSo; 
YÀi^uputÎTi;,  méthode  très  élégante,  dit  .ramblique).  Traitant  [waviaoî-. 
reioent  X,  comme  une  quantité  connue,  nout  tirons  die  la  Hcoade  équa<- 
tion  et  des  luivantea  : 

Xî  =  fl,  —  X„        X;,  =  oj  —  X|,  ...        X.  —  a..,  —  X,. 
Portant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  noua  avon*. 
X.  +  a,  +  ai  +  ...  +o._,  — (n  — i)X,  «  «, 

éqtndoB  qui  donna  la  valeur  da  l'inconnue  X|.  L'vutaur  (TvYMAnvDAat 
auquel  Jambliquc  attribue  la  solution  de  aatte  queatioa  ne  noua  est  pas 
connu  :  ce  paraît  être  un  pythagoricien. 
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incKces  ('),  dont  le  premier  indique  le  numéro  de  l'équation,  et  le 
second  l'indice  de  l'inconnue  à  laquelle  est  attaché  chaque  coeffi- 
cient]. 

En  employant  la  méthode  de  subatittrtion,  on  voit  immédiate- 
ment qofl  la  résolutit»  du  système  (i)  se  nmine  h  ta  résotatioo 
d'une  séri«  d'équations  do  premier  degré.  Oo  constate  ainsi  qn» 
(sauf  dans  certains  cas  eiiceptionnels,  c'est-î-dîr»  pour  certams  sys- 
tèmes exceptionaelfl  da  valeurs  des  coefBcientapour  lesquels  le  sys- 
tème est  indéterminé  ou  impossible  ('))  U  syatèaia  <féqaalions  (i) 
adnut  an  et  un  seul  système  de  solationa. 

Nous  reviendrons  plus  loin  (chap.  v,  %  2)  sur  les  systèmes  (i),  et 
apprendrons  J  les  résoudre  par  une  méthode  plus  avantageuse  que 
la  métbodede  ■id>stitution.BoraoDS-aous.  paurrinstaDt^iétiadier, 
i  titra  d'eienf^  un  système  de  deux  éqiwtiona,  écrit  sous  1* 
forme 


(>) 


Îax  -\-by  -\ 


a,  b,  e,  a*,  h' ,  d  désignant  des   expressions   algébriques  quel- 
conques ne  contenant  pas  les  inconnues  x  et  y. 

365.  Réaolatioo  dnajratèine  (3).  —  Appliquant  la  méthode 
de  substitution,  nous  tirerons  de  hi  première  équation  : 

(3)  »=-6,_,;       ^  =  -?j-^ 

portant  dans  la  Becoode  équation,  j'ai  : 

y }-tfy-^é  =o    ow    ib' )y  ^\^ i=o. 

Résolvant,  et  nraplîfiant  la  ftactioR  qui  donne  la  valeor  iti  y, 
j'obtiens  : 

fl^  —  m' 

y  —  ah'  -  W  ■ 


{*)  L'emploi  lyitéinatiqne'  des  JoidtleB  indices,  qui  facî&tent  et  elari- 
Sent  l'exposé  ds  nombreux  oaleuli,  remonte  à  Lzibniz. 
(')  Vide  infra.  n"  366,  Î67. 
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Remplaçant  y  par  cette  valeur  dans  la  seconde  égalité  (3),  j'ai 


et  le  système  (a)  est  résolu. 

Nous  aurions  pu  employer,  pour  résoudre  ce  système  une  mé- 
thode plus  rapide  et  plus  élégante.  Nous  savons  (n*  328)  que  les 
équations  (3]  sont  respectivement  équivalentes  aux  équations 
. ,,  \i{ax-\-by  +  c)-h  Pia'x  +  b^y  +  c")  =  o 

'*'  }  ^'(ax  +  bj.  +  .)  -H  p'C'*  +  b'r  +  ^)  =  o 

où  a,  ^,  a',  ^'  sont  des  nombres  connus.  Faisons  en  particulier 

a  =  6'.        p  =  — fc;        a'  =  — a'.        P' =  a; 
alors  le  terme  en  y  de  la  première  équation  (4),  ayant  pour  coefiS- 
cient  [bb'  —  66')  va  disparaître;  de  même  le  terme  en  x  dans  la 
seconde  équation  (4)t  et  nous  avons  : 

l  {ab'  —  ba')x  -4-  (cfc'  —bc')  =  o 
f  {iifc'  —  b^)y  ■*■  {ic'  —  ea-)  =  o, 

d'ofl  nous  tirons,  pour  x  et  y,  les  valeurs  données  plus  haut  (■). 

La  méthode  ainsi  déûnie  est  souvent  appelée  méthode  de  ré- 
duction (cf.,  p.  157,  note  1).  On  en  peut  varier  l'application  en 
variant  les  combinaisons  des  équations  {a],  équivalentes  à  ces 
équations,  que  l'on  substitue  au  système  proposé. 

3M.  Disonulon.  —  Les  expressions  trouvées  pour  x  et  ^  n'ont 
un  sens  que  si  ab'  —  ba'  n'est  pas  nul. 

Lorsque  ab'  —  ba'  est  nul,  en  effet,  ces  expressions  sont  des 
fractions  de  dénominateur  o.  En  ce  cas,  si  leurs  numérateurs  ne 
sont  pas  nuls,  elles  ne  représentent  aucun  nombre  fini  (non  infmi- 
ment  grand)  et  nous  devons  considérer  que  le  système  d'équations 
n'a  pas  de  solutions;  ainsi,  par  exemple,  le  système 


î  ix  +  ay  —  3. 

(']   Conudérons   par   exemple   le  systèmo  dst   équatioiu  j:  -f   y  =  <, 
X  —  y  ^  d.   La  méthode  que  noua  indiquona,  conduit  immédiàtament  i 

la  solution  x  =  — ~ — ,  y  =  — - —  • 
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poar  lequel  a  =  a,  fr  =  i ,  a'  =  4.  6'  =  a  (ai'  —  6a'  =  4  —  4}, 
n'admet  pas  de  solulion  [et  il  est  clair,  en  effet,  que  si  la  somme 
■ix-hy  égale  i .  son  double,  ^x  -+-  ay  ne  saurait  être  égal  qu'à  a  et 
non  &  3]  (cf.  n°  324).  Supposons,  d'autre  part,  que  l'oa  ait  k  la 
fois 

ab'  —  bà  =o,      (m/  —  cf  =  o. 

On  en  lire  ^  =  r  =  r  et  par  conséquent  ca    —  ac'  =  o,  et 

bd  — Ob'  ^  o;  donc  les  expressions  des  racines  a:  et  y  sont  toutes 

deux  de  la  forme  -  et  n'offrent  aucun  sens.  Mais  il  se  présente  en 

ce  cas  une  circonstance  fort  remarquable.  Appelons  >.  la  valeur  des 

a'    h'    é 
trois  rapports  —  •  r-  ■  -■ ,  Notre  ayslème  d'équation  peut  s'écrire  : 

l       aa;-|-fr)'-Kc=^o 

on  voit  aloi's  que  la  seconde  équation  est  éqaivalenle  k  la  première; 
elle  peut  lui  être  substituée  (n*  336).  Ainsi  nos  deux  inconnues, 
liées  en  apparence  par  deux  équations,  ne  sont  en  réalité  liées  que 
par  une  seule  (cf.  n°  327). 

Sans  insister  sur  ces  anomalies,  nous  retiendrons  que  les  propo- 
sitions générales  énoncées  au  sujet  d'un  type  donné  de  système 
peuvent  être  en  défaut  dans  certains  cas  exceptionnels  :  on  ne  sau- 
rait, par  conséquent,  appliquer  ces  propositions  i  un  problème 
particulier  sans  s'assurer,  cbaque  fois,  par  une  '<  discussion  n  des 
données,  que  l'on  ne  se  trouve  pas  précisément  en  présence  d'un 
tel  cas. 

397.  System»  de  trois  équations  linéaires.  —  Soit  i  ré- 
soudre le  système 

lax  -hby    -hei    =  d 

(5)  )a-x  +  l^y-h(^z=d' 

t  a'x  ■+-  b'y  -\-t/'z  =  d'. 

Les  méthodes  de  substitution  et  de  réduction,  appliquées  h  ce 
système,  conduiront  aux  résultats  suivants  (')  : 

(')  Voir,  pour  plus  de  détail*  lo  S  2  du  chep.  v. 
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Appelons  A  la  quantité 

A  ^  a{b'd-  ~  6V)  —  a'(fcc'  —  b'c)  +  *'{be'  —  bc). 

dont  ta  valsa  r  est  dAerminée  par  Iba  valciirs  des  coefficients  dès 
incoiraues  dans  le  système  : 

i"  Si  la  quantité  A  est  non-nulle,  le  système  (5)  admet  un  sys- 
tème de  solutions  uniques;  dont  les  expressions  sont 

_   djb'c'  —  bV)  —  J (6c'  —  b'c)  -+-  ^{b<f  —  b'c) 
x_  - 

.ftcV  —  ■^e')  —  d'{a^  —  c'^  -4-  (f(«>'  —^a\ 
^~  A 

^  rf(o'y  —  <^b')  -  tf'(ay  —  a'6)  4-  tr(af  —  ^fc) 
'  A 

3°  Si  /a  quantité  A  esZ  nulle;  ou  bien  le  système  n'admet  aucun 
système  de  solutions,  et  il  est  dit  impossible  (cf.  n"  324);  ou  biea 
il  en  admet  une  infinité,  et  il  est  dit  indéterminé  [en  ce  cas  on  peut 
choisir  arbitrairement  &  valeur  db  l'iine  des  trois  inconmieB  et 
trouver  des  valeurs  corre^randanteï  des  deux  autres-  inconnues  qur 
satisfont  à  la  fois  aux  trois  équations  (5)]. 

3aa.  EzempU*  d»  ■sratèoMa  do.  saoond  dagM^  —  VoUR  w6- 
souiice  esrtaîns  systèmes  ds. degré  a«p^ieuraupraiai«r„aaHA'iiiiro- 
duice  inulilsmenLdes  équations  ds  degré  éUvé.  melniaéeftàntaaîer, 
l'algébriBlfl  «uploie  les  actiiices  les  plua  variés.  Lea  examples  sut:- 
vanta  donnent  une  idée  das  déDonrs  que  pacroia  iL  est  aniend:  &  bùnL 

Proposona-^oua  de  céaoui^  le  syatàme:  : 

(6)  3^  H-  J'  1=  <  XJ'  =  p. 

Nons  remarquons  que  les  racines  de  l'équation  du  second  de^ré 
X'  —  sX-i-p^  o  ont  précisément  fn'  338)  pouir  somme  a  et 
pour  produit  p.  Nous  en  concluons  que,  si  elles  existent,  les  ra- 
cines, X,  et  Xg,  de  cette  équation  sont  un  système  de  solutions  du 
système  (6).  Il  n'y  a  pas  d'autre  système  de  solutions  [mais  on 
petit  prendre  à  volontéaiégalàX,,  y^Xj, oubienx^Xi, y^Xi]. 
Si  s*  —  p  <;  o  lé  système  n'a  ptra  dfe  solutions  (cf.  n:*'338)\ 

Proposons-nous,  d'autre  part,  dte  résoudre  le  système  : 

(7)  x'— 7*  =  a>,       xy  =  p. 
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Noua.  ESBUKpooa  quft  (voir  □'  3M) 

{x-{-y)*-=3i'-i-y*  -\- xry  =  a* -+■  ip 
et 

(ir  —  y)*  =  x'  -i-y'  —  ixy  =  a'  —  4p 

le  système  (7),  é^Mif rat  donc  «1  s-yatàms 

X  +  J'  =  v'a'  +  ip,  a:  —  J-  =  /a»  —  4p, 

qw  est  du  pmnieE  degré  [les  ncuveilas  équations  a'«at  un  nos 
qu»9ia*-t-  4/>>-o  •6  a'  —  4p>oJ. 

360.  GhKDfmManl  i'imaoamiamm. —  Nous  svom  défini  au  nP  330 
le  changement  d'inconnue  dans  le  cas  d'une  équation  unique. 
Lorsque  l'on  a  affaire  à  pltisîeurs  équations  simultanées,  on  peut 
faire  un  changement  porCanfaur  plusieurs  inconnues. 

C'est  ainsi  gue,  voulant  résoudre  le  système  des  deux  équations 

où  a  et  b  sont  supposés  connus.  Cardan  (')  prend  comme  iaconnue, 
auxiliaire  le  produit  xy^  que  nous  désigoerons  par  Is  Uttre  z  ; 
ajoutons  ^xy  à  chacua  des  membres  de.  la  praonière  équatioUr 
retranchons  xy  des  membres  de  la  seconde  [ce  qui  ne  porte  pas 
atteinte  aux  solutions]  :  nous  avons  [puisquexj'^z,  par  hypothèse]: 
«'  -t-J-'-h-afly  =  0  -j-  2ioa(x  +  j-)'  =  aH-as;etar  +  j'  =  6  — E, 
d'où  {x  -H  y)*  ^  (fi  —  î)'  ;  ainsi  nous  avons  deux  expressions  dif- 
férentes de  la  même  quantité  inconnue  (œ  +  y)*;  ces  deux 
expressions  devant  représenter  le  même  nombre,  nous  ponvons 
écrire  l'égalité 

a  -+■  ai  =  (i  —  î)»,       ou       o  +  a;  =  fr'  —  aftî  -»-  z' , 

qui  est  une  équation  du  second  degiré  [elle  peut  s'éciire  z*  — 
a(6  +  t)z  +  (6'  —  a)  =  o]  déterminant,  si  elle  a  des  racines,  les 
valeurs  de  l'inconnue  z  qui  répondent  k  la  question.  Les  valeurs 
correspondantes  de  a;  et  /  se  calculeront  ensuite  comme  il  a  été  dit 
au  n°  368,  étant  donné  que  l'on  connaîtra  x  -v-  y  tl  xy. 

D'une  manière  générale,   ejfectaer  un  changement  (Tinconnues 

(').  Lac.  eiL  mpra^  p.  3ai,  aot    a. 
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(ou  varinbles)  sur  un  système  iCéquation  à  deux  inconnues,  c'est 
remplacer  ces  inconnues  xei  y  par  deux  fonctions  connues  —  soit 
Jix' ,  y)  el  f{a^ ,  y)  —  de  deux  nouvelles  quantités  x',  y'.  Les 
équations  se  transforment  en  un  système  d'équations  relatif  aux 
inconnues  Jc',  y.  Si  l'on  sait  trouver  deux  nombres,  x'  ^=  x\, 
y  =  j-'i ,  solutions  du  nouveau  système,  les  nombres  x,  =  f{x\ ,  /,  ), 
y,  =ç{x',,y,),  seront  solutions  du  système  proposé. 

370.  Raoin«  commoutt  &  danx  tqnaUonB  du  Becond  degré. 

—  Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  disant  quelques  mois  des 
systèmes  d'équations  simultanées  h  une  seule  inconnue,  nous  bor- 
nant d'ailleurs  aux  équations  du  second  degré.  Soient 


<8) 


A'x' 


deux  telles  équations,  It  est  clair  que  st  l'on  choisit  ou  hasard  les 
coeilicienls  A,  B,  C,  K',  B',  C,  les  équations  n'auront  pas  de  ra- 
cine commune.  Mais  nous  pouvons  nous  poser  la  question  sui- 
vante ;  Quelle  relalîon  doit-il  exister  entre  les  six  coeffîcienls  .\, 
B,  C,  A',  B',  C  pour  que  les  deux  équations  (8)  soient  vérifiées 
par  an  mime  nombre  que  nous  appellerons  x,  ? 
S'il  existe  un  tel  nombre  xi,  nous  aurons 

(8"")       Ai!  -h  Bx,  -h  c  =  o,         A'a:;  +  B'x,  -h  C  =  O  ; 

multiplions  tous  les  termes  de  la  première  égalité  par  .V,  tous  ceux 
de  la  seconde  par  A  et  retranchons  la  première  égalité  de  la  seconde, 
il  vient  : 

(g)  (AB'  —  BA')a-,  +  AC  —  CV  =  o. 

Multiplions  d'autre  part  tous  les  termes  de  la  première  égalité  (S*^*) 
par  C,  tous  ceux  de  la  seconde  par  C  et  soustrayons  ;  il  vient, 
en  mettant  Xi  en  facteur  commun  : 

(lO)  x,'{\C'  —  CA')a;,  ^-  BC  —  CB']  =  o. 

Le  nombre  x,  ne  peut  pas  être  nul  k  moins  que  C  et  C  ne 
soient  tous  deux  nuls  [ce  n'est  qu'en  ce  cas  que  les  deux  équations 
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(8)  sont  salisfaites  par  la  valeur  x  =:  o].   Donc  les  ëgalités  (9) 
et  (10)  prouvent  respectivement  que 


^'~       Aie  ~  BA'         *"         ^' AC  -  CA'  • 

si(')  toutefois  [ ')  AB'  —  BA'  ;i;  o  et  AC  —  CA'  jt.  o. 

Ainsi  noua  avons  deux  expressions  dilTérentes  de  même  nombreXf 
Exprimons  ((u'etles  sont  égales  :  nous  obtenons  une  égalité  qui 
peut  s'écrire 

(  1 1)  (AC  —  CA')'  —  (AB'  —  BA'}  (BC  —  CB')  =  o. 

Telle  est  la  relation  à  laquelle  nous  aboutissons,  &  condition  tou- 
tefois que,  comme  nous  l'avons  supposé  chemin  faisant,  CetC'n* 
soient  pas  tons  deux  nuls  et  que  AB'  —  BA'^o,  AC  —  CA'^o. 

Mais  si  l'une  des  quantités  AB'  — -  BA',  AC'  —  CA'  est  nulle, 
les  égalités  (9)  et  (10)  nous  montrent  que  les  trois  quantités 
(AB'  —  BA').  (BC  —  CB'),  {AC  —  CA')  sont  sûrement  nulles 
toutes  les  trois  [les  égalités  ne  peuvent  être  satisfaites  qu'à  cette 
condition]  ;  donc  la  relation  (11)  est  encore  vérifiée.  Elle  est  vé- 
rifiée également  si  C  et  C  sont  nuls,  car  alors  tous  ses  termes 
sont  égaux  ù  zéro.  Donc,  dans  tous  les  cas,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  les  deux  équations  (8)  aient  une  racine 
commune  est  que  l'égalité  (i  i)  ait  lieu  ('). 


('}  Si  leurs  dcnominateun  ctaient  nuU,  les  fractions  n'auraiciil  pas  de 

(■)  Le  signe  ^  rignifie  :  diffirent  de  séro. 

(■)  Le  premier  membre  de  la  Telalion  (11)  est  souvent  appelé  risuUanl 
des  deux  équations  (S).  On  énonce  alors  ia  proposition  suivante  :  Pour 
que  deux  égualionê  du  second  dtgri  en  x  aient  une  racine  commune,  U 
faut  et  il  suffit  que  leur  ri$ultant  aoil  nul.  Dana  le  cas  particulier  où  l'on  a 
à  la  fois  les  cgelitéi 

AB'  —  BX  =  o.        BC  —  CB'  =  o,        AC  —  CA'  =  o, 

„         ,  .A'       B'       C    , 

on  constate  immédiatement  que  1  on  a  les  proportions  v  =  h"  ~  r  ■     P" 

pelons  X  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports  :  la  seconde  équation 
(S)  qui  a  pour  coefllcients  AX,  BX,  CX  peut  s'écrire  X  (Ax*  +  Bx  +  C)  ^  o 
et  eue  «  les  mêmes  racines  que  l'équation  Ai'  +  Br  +  C  =  o  (n"  326). 
Donc,  en  ce  cas  particulier,  ces  deux  équations  ont,  non  pas  une,  mais 
leurs  deux  racii 
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371.  flamarqae.  —  La  question  que  nous  venons  âe  traiter 
peut  être  regardée,  ai  l'on  veut,  comme  un  problème  d'éHminatioa 
|339)  relatif  k  deux  équations  à  deux  inconnues  (du  second  degré 
par  rapport  à  l'une  des  inconnues). 

Supposons  en  effet  (')que  les  coefiicients  A,  B,  ...  G'  soient  des 
fonctions,  d'ailleurs  quelconques,  d'une  quantité}'  :  alors lee équa- 
tions (8)  constituent  un  système  de  deux  éqnations  à  deux  iocoit- 
nuès.  Si  un  couple  de  nombres  Xi,  yi.  eet  solution  de  ces  équa- 
tions, il  en  faut  conclure  que  pour  y  =^  yi,  les  deux  éqnatione  iflili) 
en  X  admettent  Xi  comme  racine  commune  ;  en  conséquence,  les 

coefQcients  A,  B,  C  doivent,  lorsqu'on  donne  à  ^  la  valeur^!, 

Mtisfaire  à  la  relation  (ii).  La  relation  (ii)  est,  dès  Ion,  une 
.équation  en  y  qui  admet  y,  comme  racine  :  c'est  le  résultat  de  l'é- 
Jinùnation  de  x  entre  les  deux  équations  ,(8,). 


-  DMsloa  des  polynômes  en  x  et  dOcomposltioa 
des  fonctions  rationnelles 


372.  —  On  peut  faire  de  la  division  des  polynômes  en  x  une 
théorie  qui  est  tout  à  fait  analogue  à  la  théorie  de  la  division 
arithmétique.  Appelons  A  'x)  et  B(ic)  deux  polynômes  en  x  dont 
les  degrés  soient  respectivement  n  et  m  et  supposons  n  supérieur 
ou  éifal  à  m.  Effectuer  la  division  de  A(3:)  par  B(j;)  ce  sera,  par 
.définition,  mettre  A(x)  sous  la  forme 

(1)  AM  =  B(x).Q(x)  +  Il(x), 

Q{x)  étant  un  polynôme  de  degré  n  —  m  (appelé  quotient  de  la 
division)  et  H(ir)  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  m  (appelé  reste 
de  la  division]  ;  ce  sera  donc,  en  d'autres  termes,  trouver  deux 
polynômes  Q{x)  et  R{x)  [l'un  de  degré  n  —  m,  l'autre  de  degré 
inférieur  à  m]  qui  satisfassent,  quel  que  soit  x,  à  l'identité  (i). 
On  démontre  que,  quels  que  soient  les  polynômes  A  et  B,  la 


(  <  )  Ct.BmzovT,  Btdierehes^w  U  degré  dea  équaUatwriMtttanlm  ds  l'éowiotàt- 
temmt  de»  incoimtut  et  »w  let  moytm  qu'il  tonfieiU  d'empbf/ir  pour 
trouver  cet  iqualiont,  apud  Hîsl.  de  l'Acad.  de  Pari»,  1 764. 
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détemûnation  des  polynômes  Q  et  R  satisfaisant  aux  conditioos 
requises  est  toujours  possible.  Soient,  en  effet,  A(x)  et  B(x)  ordon- 
nés par  rapport  aux  ^iesancee  décroissantes  de  ix  et  mis  sous  la 
forme 

A(x)  =^  o„x"    +  fl,i_jx"~'  -)-...  +  a,  X  H-  Oo 
B(a;)  =  b^x"  +  b^^^x--'  -^  ...  +  b,  x  +  b„. 

Supposons,  pour  art  instant,  qae  le  polynôme  Q  ait  été  trouvé  ('}, 
fit  écrivons-le  sous  la  forme 

Q{X)  =  in-^X"""  -H  ....  -rt-  »,iC  -i-  X,  ; 

nous  allons  chercher  quelles  valeurs  il  faut  donner  aux  coefficients 
Xi-m,  -;  It,  Xi,  pour  que  la  supposition  ainsi  faite  soit  légitime. 
Remplaçant  A,  B,  Q  par  les  développements  écrits  ci-dessus,  for- 
mons la  différence  A.(x)  —  B(a;)  .  Q(x},  et  ordonnons-la  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  x.  Cette  différence  6st  un 
polynôme  de  degré  n,  qui  s'écrit 

-t-  (a,  —  b,\,  —  l>al,)x  -h  (a,  —  6,lû)- 

Exprimant  que  k  polynôme  est  identiquemenl  lud  (313)  égalons 
à  zéro  ('),  les  coefficients  de  x',  x""',  ..,,  x"~"  ;  bous  avons 
n  —  m  -I-  I  égalités  qui  constituent  un  système  de  n  —  m  -i-  i 
équations  polynomales  simultanées  du  premier  degré  permettant 
de  déterminer  les  inconnues  ).«-».  ^di-m-i.  ■--.  Xi,  A«.  J'en  conclus 
que  si  je  donne  aux  coefficients  X  les  valeurs  définies  par  ce  sys- 


(')  Cette  méthode  de  démonstration  n'est  autre  que  la  1 
«MjljSeMnti  mdittnair»i»  que  nous  appliquerons  tout  à  l'heure  (n»  375)  dans 
on  oas  plus  oompliqué). 

{*)  Egalant  il  zéro  le  coefficient  de  x",  j'obiiem  À._  ^  r-  ;  portant 
«•tta  Talttir  dons  le  ooeffioîant  de  ir~'    et   igalattt  m  coefficient  à  o, 

j'obtiens  X,.__,  =  x-  (■»,_,  —  — —t 1  i  «t  ainsi  de  luita.  —  Dans  Js 

(iMtique,  pour  calculer  le  quotient  de  ia  division  de  A(x)  pac  Bix),  on 
4Tite  d'écrire  les  lettres  "i-,-^,  ....  Xo  (tepréientant  les  coefficients  inconnus 
audit  quotient)  en  adoptant  une  disposition  et  des  règles  de  calcul  qui 
rappellent  celles  de  la  divigiou  arithmétique  (voir  les  traitée  d'algèbre 
^émentaire). 
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tèine,  la  différence  A  —  lïQ  sera  un  polynôme  en  x  de  degré 
m  —  I  au  plas.  Appelant  R(a:)  ce  dernier  polynôme,  j'obtiens  ('), 
comme  il  était  requis,  une  identité  de  la  forme  (i). 

373.  Divisibilité.  —  Conformimenl  h  la  définition  de  la  divi- 
sion des  polynômes,  un  polynôme  en  x,  k(x),  aera  dit  divisible  (') 
par  un  autre  polynôme  R{x),  de  moindre  degri,  si  le  reste  de  la 
division  de  k{x)  par  B(x)  se  réduit  A  zéro. 

Il  est  manifcsle  que,  eî  h(x)  est  divisible  i>ar  B(a:).  toute  nwine 
de  B(a;)  [voir  n"  3B9],  est  aussi  racine  de  A(x),  Plus  précisément 
supposons  que  \{x)  et  B(^)  aient  été  décomposés  en  produits  sous 
la  forme  indiquée  au  n°  357  ;  nous  aurons 

{a)^x)=a„(x-x,)''...(x-x^f'{x'-hg,x+ki)9>...(x'+g^  +  k,)^' 

avec  »,  -r  ...  +  «p  -H  api  +  -.-  -i-  a?,  =  n.  et  une  identité  ana- 
logue pour  B[x).  Convcnonsdappeleryac/eurp/'f/m'e/'  de  .\{x)  [ou 
de  B(a;)]  tout  facteur  (')  de  la  forme  [x  —  Xj)  ou  (x*  -+-  gfc  -+-  fcj) 
[l'indice  j  élant  quelconque]  ;  nous  dirons  alors  que  l'égalité  (a) 
donne  la  décomposition  de  K{x)  en  facteurs  premiers.  Cela  posé, 
on  peut  démontrer  que  si  A  est  divisible  par  R,  tous  les  facteurs 
premiers  de  1i(x)  Jigurent  dans  la  décomposition  de  \(x)  avec  an 
exposant  au  moins  égal  à  celui  qu'ils  ont  dans  la  décomposition 
de  B  (comparer  n°  34). 

374.  Fonction  i^tionnello  d»  x.  —  Soit  -J'-J^  le  quotient  de 
deux  polynômes,  une  fonclion  (ou  fraction]  rationnelle  de  x  (voir 
D°  316).  Pour  faire  l'étude  générale  d'une  telle  fonclion,  on  a  tou- 
jours le  droit  de  supposer  que  le  degré  de  B  est  inférieur  à  celui 

(I)  Exemple.  —  La  division  do  ajt'  —  bx'  +  -jx  —  i  par  x*  +  s  +  i 
donne  comme  quolient  ai'  —  sx  —  5  et  comme  miCtis  +  ^.  On  a,  ea 
•flet  ;  ai'  —  ôi'  +  71  —  I  =•  i*'  +  I  +  I)    (ai'  —  21  —  5)  +  i^x  +  4- 

[■)  D'une  manière  générale  un  polynôme  portant  sur  un  nombre  quel- 
conque de  variables  —  par  exemple  un  polynôme  P',x.  y,  x)  —  en  x,  y.  i 
e(t  dit  divisible  par  un  polynôme  Fii,  y,  z',  sll  existe  un  polynôme 
Q'i,  y,  s)  tel  que  l'on  ait 

Q!x.y,z].Tx.y,z^  =  T,x,y.z:. 

l'I  Ces  tactuurs  sont  les  polynômes  les  plus  limplee  par  lesquels  A  i| 
soit  divisible.  Praliqucment,  pour  reconnaître  si  A'i)  est  divisible  par  un 
polynôme  donné  de  la  forme  i  —  /,  il  suffit  de  voir  si  I  est  racine  de  poly- 
nôme, c'c»l-à-diro  si  l'on  a  ou  non  :  a-t"  +  ...  +  a,l  +  <h  =  »■ 
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de  A.  En  elTcl,  s'il  n'en  était  paa  ainsi,  nous  pourrions  etîectuer  la 
division  (')  de  B  par  .V,  et  nous  aurions  B(x)  =  A(a-).Q(i)  +  R(a;), 

d'oii  ,  ■'  , '^  QW  +  ,,--.  le  degré  de  R  étant  inrérieur  h.  celui 
de  A  :  la  fraction  proposée  serait  par  conséquent  la  somme  d'un 
polynôme  et  d'une  fraction  dont  le  numéralenr  a  sûrement  un 
degré  inférieur  au  degré  du  dénominaleur. 

Supposons  donc  cette  condition  réalisée  pour  la  fraction  i— ,  et 
proposons-nous  de  sioiplliier  l'étude  de  cette  fraction  en  la  décom- 
posant en  une  somme  de  Jraciions  plus  simples. 

Les  algébristes  ont  démontré  le  tliéorèmesuîvant(*)  :  Soit  effectuée 
la  décomposition  tie  \{x)  en  fadeurs  premiers  sous  la  forme  [i] 
\rC  373|  :  on  peut  trouver  des  nombres  (') 

(!!■  cn c,a ff ,  Cpi,.  ((il,  e„ d,^^,  c,p_ 

tels  4jue  l'on  ait  l'identité  (')  : 

■  X)       \.x  —  r,      .X— j 


(')  On  remarquera  qu'à  l'ii 
gnons  ici  lo  diviseur  pnr  A. 

(")  Co  théorème  fut  formulé  par  Euleh.  Lo  ca*  où  le»  racine»  do  8(3:) 
sont  toutes  simples  (et  réelles)  avait  été  traité  auparavant  par  Leibmi  et 
Jean  BEBNOtJiLU. 

(')  Le  premier  indice  dont  sont  affectées  les  lettres  e,  d,  t,  indique  quel 
est  le  facteur  [x  —  x,j.  ...  ou  (a'  +  f,*  +  Ai),  ...  auquel  se  rapporte  la 
lettre;  lo  second  indice  estégal  à  Vexpoiantde  la  puissance  (dudll  facteur) 
à  laquelle  est  associée  la  lettre  considérée  (voir  sur  le  double  indice  le 
n"36ii. 

(*)  Exemples  : 

__X+_' ^      .3    ._)_—".+-  ^- . 

_1iM-M-l-i  ^J-^  +       ''■^'      . 

[X  —:i)  [x^  +  X  -t  i]  "  X  —  1  '^  X'  '+  X  +  1 

BouiiLOui.  —  L»  PrincipBs  de  l'Apiljia  malhiaialiciua,  )i 
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La  possibilité  d'une  telle  décomposition  de  ta  fraction  tW  ré- 
sulte des  propositions  que  l'on  établit  dans  la  théorie  de  la  divi- 
sion. Nous  admettrons  ici,  —  pour  abréger  notre  exposé  — 
que  celte  }>ossibilité,  —  c'est-à-dire  l'existence  d'une  somme  de 
u  fractions  simples  »  répondant  à  la  <]uestion,  —  ait  déjà  été  éta- 
blie, et  nons  nous  bornerous  à  indiquer  comment  on  peut  calcaier 
efTecti veinent  les  valeurs  des  nombres  d,  etc.  qui  figurent  au 
second  membre  de  (3);  le  résultat  énoncé  se  trouvera  ainsi  vérilié. 

Nous  emploierons,  pour  faire  cette  vérification,  une  méthode  fort 
commode  dont  l'origine  historique  se  trouve  dans  ta  Génmâlrie 
de  Descartes  (>),  et  que  nous  avons  déjà  employée,  sans  le  dire, 
an  n*  373  :  la  méthode  dos  coejjicienls  indéterminés. 

376.  Emploi  de  la  méthode  des  coefficients  Indétertninéa. 
—  Développons  B(.c)  sous  la  forme 

h[x)  =  b„_,x"~'  -H  lin-iX""*  -+-  ...  -t-  b,T  H-  b^ 
polynôme  dont  les  premiers  coefficients  '),>_i,  ti,,-t  peuvent  d'ailleurs 
être  nuls  [ils  sont  nuls  si  le  degré  de  h(x)  est  inférieur  de  plus 
d'une  unité  au  degré  de  \(a;)  [. 

Admettons,  d'autre  part,  que  la  proposition  ci-dessus  énoncée 
soit  exacte  ;  t'crivons.  l'égalité  (3)  où  les  lettres  d,,  Cj,  etc.,  dé- 
signent des  nombres  (coefficients''  encore  inconn\is{indctcrmiiiés); 
et  effectuons  la  somme  indiquée  au  second  membi-e  de  (3),  en 
réduisant  toutcH  les  fractions  au  même  dénominateur.  Le  dénomi- 
nateur commnn  n'est  autre  que  A(3;)  [mis  sous  la  forme  du  pro- 
duit (a)  du  n"  373j.  Quant  au  numérateur,  c'est  un  polvnome  en 
X  de  degré  n  —  i  dont  les  coeilicients  sont  des  polynômes  du  pre- 
mier degré  par  rapport  eux  diverses  quantités  encore  inconnues 
(ou  coefficients  imléterminés]  c,i,  ...  e,^,-  D'après  t'ideulité  (3)  ce 
numérateur  doit  être  identique  à  B(a;),  et  par  conséquent  (n"  31i) 
ses  n  coeflicients  doivent  être  égaux  chacun  h  chacun  aux  coelB- 
cicntsiB_i,  ...b,,b^.  Ecrivant  explicitement  qu'il  en  est  ainsi,  j'ob- 
tiens un  système  de  n  équations  du  prcmierdegré  dont  les  inconnues 

(*)  I  Mais  je  veux  bien  aussi  vous  avertir,  —  dit  Dsscadtes  {\iv.  II, 
Œuv.,  VI,  p.  1)23]  —  que  l'invention  de  supposer  deux  équation»  de 
même  forme  pour  comparer  séparément  tous  les  termes  de  l'un  à  ceux 
de  l'autre...  n'est  pas  l'une  des  moindres  de  la  méthode  dont  je  me  sen  >. 
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«ont  C||,  ...  c,,3,.  Or  ces  inconnues  sont  précisément  au  nombre  de 
n.  En  efTel,  les  c  de  premier  indice  i  sont  au  nombre  de  a,,  les  c 
de  premier  indice  a  sont  au  nombre  de  «„  etc.  et  il  y  a  par  consé- 
quent {«I  +  «î  -1-  ...  -H  «^)  lettres  c;  on  voit  de  même  qu'il  y  a 
(^i  +  ...  -i-pr)  leltces  d  et  autant  de  lettres  a;  donc  le  nombre 
des  inconnue-s  est  («i  4-  ...  +«,  +  a,5t  -i-  ...  -h  a^,),  c'est-à- 
dire  n  [uofV  367  j.  Ou  voit  par  là  que  le  sysLème  d'équations  simul- 
tanées formé  comme  il  a  él^dit  est  un  système  de  n  équations  liné- 
aires à  n  inconnues.  Ce  système  admet  un  système  de  solutions 
unique  ('  'qui  doanelss  valeurs  cherchées  des  coe^cie/iLs  Cu ,  etc.  {'). 

376.  Réduotion  das  fonotionB  rationnelles  au  même  déno- 
miattteur.  —  I.a  composition  d'une  somme  de  fonctions  ralîon- 
nclies  (le  x  on  une  fraction  unique  ^cationneUe)  est  l'opération  in- 
verse de  la  décomposition.  Pour  l'effectuer,  il  sulBra  de  réduire 
les  fraclions  an  inâme  dénominateur;  après  quoi  on  formera  la 
fraction  qui  a  pour  numérateur  la  somme  des  numérateurs  des 
fractions  données  et  pour  dénominateur  le  dénominateur  commun. 

La  réduction  au  même  dénominateur  se  fait  en  algèbre  comme 
en  arithmétique.  Comme  dénominateur  commun  on  jieut  toujours 
prendre  le  produit  des  dénominateurs  donnés.  Mais,  si  ceux-ci  ont 
des  facteurs  communs  [c'est-à-dire  si  dans  leur  décomposition  fi- 
gurent des  facteurs  identiques  de  la  forme  (x— a:j)ou  [x'-i- ijx  +  k) , 


C)  En  énonçant  cette  conclusion,  nous  adm«tton(  que  nous  ne  nous 
trouvons  pas  en  prétenoe  du  cas  exccptiouiiel  où  un  ByttJme  d'équa- 
tions linéaires  e9t  indéterminé  ou  impossible.  On  peut  domontn;i-  a  priori 
que  ce  cas  ne  saurait  se  présenter  ici.  On  le  constatera,  d'ailleurs,  im- 
roidiatemeat,  si  l'on  eBectue  les  calculs. 

(*)  On  vériGera  facilement  que  pour  déterminer  les  coefficients  que  nous 
avons  appelés  c,,  ,  c,.  ,..,,  derniers  dans  chaque  crochet,  on  peut  appli- 
quer la  règle  suivante  : 

Désignons  par  Qfx/  l'ensenible  des  facteurs  autres  que  (x  —  x, .''  dans 
le  produit  (si,  expression  de  A(x)  :  le   coefficient   c,,     a   pour    valeur 

Qj— •-,  rapport  des  vaUura  priaes  par  Ua  polgnomta  B'j,  et  Qi)  lorsqu'on 
y  donne  à  x  la  vaUur  x,. 

Les  coefficients  Cl],  Cji, ...  dsB  puissances  d'exposant —  i  do   j:  — x,\, 

{x  —  Xj),...  sont  souvent  appelés  r^idu^de  la  fonction  rationnelle  , 
rapport  aux  diverses  racines  : 
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on  pourra  prendre  un  dénoniinateui-  coniiiiua  de  drgiù  moins  élevé, 
savoir  un  [iroduit 

{X  -  rc,)"  (:r  -  x,)''  ...  (ï'  +  g,x  +  kf'  .... 

où  l'on  fera  figuier  tous  les  l'aclciirs  qui  se  rencontrent  dans  le» 
décompositions  en  produits  des  divers  polynômes  dénom  ira  leurs, 
avec  un  exposant  an  moins  aussi  élevé  que  celui  (jn'il»  ont  dana 
ces  décomi)osilions.  Le  produit  ainsi  délini  sera  appelé  filus  petit 
'i  mutliple  des  dénominateurs. 


10.  —  Fonctions  et  équations  transcendsntes. 
Calculs  trigonométriques, 

377.  —  En  définissant  au  n"  142  le  logarithme  de  base  b  d'un 
nombre  positif  a  ijaelainque,  nous  avons  attribué  un  sens  aa 
symbole  6*  pour  toute  valeur  positive  de  h  et  pour  toute  valeur 
positive  ou  négative  de  «;  noua  avons  en  d'autres  termes  défini 
une  expression,  que  nous  convenons  d'appeler  «  puissance  d'expo- 
sant 7.  du  nombre  b  n,  que  nous  écrivons  6',  et  qui  a  une  va- 
leur déterminée,  variable  en  même  tempe  que  les  valeurs  de  b  et  a: 
(b  >.  o).  Si  nous  nous  reportons  à  la  terminologie  du  s  4.  nous 
serons  dès  lors  conduits  à  dire  que  la  valeur  de  b'-  est  une  roriahle 
dépeintanle,  qui  varie  en  fonclion  des  variables  i  cta  :  b'  est  une 
Il  fonction  >>  des  nombres  b  et  a.  Afin,  cependant,  de  rap[>eler  la 
différence  qui  sépare  la  fonction  6*  des  fonctions  définies  au  S  <, 
nous  dirons  quo  la  fonction  b"  est  une  fonction  transceiiilante  |ie 
mot  transcentlanl  s'opposantà  alijèhriijiie  (')]. 


j'  I  La  dêiiuitian  du  mot  transcendant  est  purement  négative  :  est  tranS' 
cendantc  une  quunlitc  ou  une  fonclion  dont  la  valeur  ou  l'expreasion  ne 
peut  pas  Sire  définie  par  la  combinaison  d'opiirations  arithnit tiques  ou 

nlgébriques  connues  'et.  supra,  n"  (iS,  Tii.].  s  Les  fondions,  dit  Eoi.Eti 
tlntroductio  in  Analysin  infinitorum,  ^-!\i*.  c[\.  i)  —  se  divisent  en  oljé- 
briques  et  transcendantes;  les  premières  se  forment  par  les  opérotiona  de- 
l'alEèbre,  eton  obtient  les  secondes  en  faisnnt  entrer  dans  leur  composition 
des  opérations  transcendantes  »,  Nous  préciserons  plus  loin  cette  distinction 
en  étendant  et  complétant  la  définition  de  la  classe  des  fonctions  algé- 
briques dans  laquelle  nous  ferons  rentrer,   non  seulemcat  les  fonctions' 
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Ici  comme  au  $  4,  il  nous  est  loisible  d'éLudier  l'expression  b' 
pour  des  valeurs  variables  des  deux  nombres  b  at  a  ou,  au  con- 
traire, de  laisser  fixe  (déterminé)  im  de  ces  nombres  (')  et  de  con- 
sidérer i'  comme  fonction  du  seul  nombre  A  ou  du  seul  nombre». 
En  particulier,  si  nous  donnons  à  b  une  valeur  positive  détermi- 
née, l'expression  h'  considérée  comme  fonction  du  nombre  positif 
4u  négatif  a  sera  appelée /o/ic<jVirt(transcendaD[e)  exponentielle  Q^j. 

378.  —  Los  remarques cfue nous  venons  de  faire  ne  s'appliquent 
pas  seulement  à  l'expression  A*,  mais  en  général,  aux  divers  sym- 
boles que  nous  avons  déCnis  aux  SS  9  et  10  du  chapitre  ii  de  notre 
premier  livre  pour  représenter  certaines  grandeurs  »  suppléant(!S  <> 
correspondant  h  des  grandeurs  variables. 

Ainsi  le  symbole  logt  a  peut  élue  considéré  (pour  une  valeur  dé- 
terminée, positive,  de  6)  comme  une  expression  dont  la  valeur  est 
une  foncli'iit  transcendante  du  nombre  variable  a  :  celte  fonction  a 
reçu  le  nom  de  fonction  logarithmique. 

De  même  les  symboles  sin  a,  cos  a,  ig  a,  colg  a,  sin  - ,  sin  aa, 
«te.  peuvent  être  considérés  comme  des  expressions  dont  les  va- 
leurs sont  des/onclions  transcendantes  de  a  :  ces  fonctions  portent 
le  nom  spécial  de  fondions  trigonomélriqaes . 

étudiées  au  §  4  ''o  ce  chapitre,  mais  aussi  les  fonctions  implicites  défînics 
par  des  équations  algébriques  {vide,  chap.  ii,  S  il.  Il  est  boa  d'observer 
que  lorsqu'on  parle,  non  pas  da  fonction,  mais  d'expression  algébrique, 
on  n'attache  pas  toujours  à  cette  formule  un  sens  restrictif  spécial;  il 
pourra  arriver  qu'on  t'applique,  par  extension,  à  un  symbole  tel  que  b' 
aussi  bien  qu'aux  expressions  de  jonction»  algihriquea.  Cependant  lorsque 
nous  voudrons  établir  une  distinction  entre  les  fonctioas  transcendantes 
«t  les  fonctions  algébriques,  nous  dirons  que  leurs  expressions  sont,  les 
unes  IranacendanUa,  les  autres  algébriques  proprement  dites. 

I')  Si  a  était  remplacé  par  un  nombre  arithmétique  rationnel,  la  fonc- 
tion considérée  serait  une  fonction  algébrique  ordinaire  de  b  au  sens 
du  S  i. 

(')  L'expression  quantilat  exponentialia  a  été  employée  par  Leibniz  et 
par  IcsBernouilli. Jean Bernouilii  avait  dit*d'abordigu(in(if(MperciiiT«n«>, 
et  il  expose  ainsi  le  point  de  vue  qui  justifiait  cette  dénomination  : 
<  Exponentialem  igitur  quantitatem  concipiebam  ut  médium  quid  intcr 
algebraicnm  Et  transcendentem  ;  accedit  enim  ad  algebraicam,  eo  quod 
terminis  finitis,  utut  indeterminatis,  constat;  ad  transcendentem  vero, 
quod  nulia  constructione  algebraicH  exbibcri  potest  >  {Prineipia  caicuH 
«xponmtialium  aeu  percurrentium,ap.  Acia  eriuJitorum,  Leipzig,  mars  1697; 
<£ui'.  dt  J.  BtrnouiUi,  I,  p.  iSi  sqq.j. 
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D'une  manière  générale,  supposons  qu'aux  signes  qui  servenl  à 
former  les  «pressions  algébriques  ordinaires,  nous  adjoignions  les 
symboles  introduits  par  la  notation  exponentielle  (a'  137),  le  sym* 
bole  log  et  les  symboles  trigonométriques  sin,  cas,  etc..  A  l'aide  de 
ces  symboles,  de  nombres  arithmétiques,  et  de  lettres  a,  b,  c,  ... 
nous  pouvons  former  des  expressions  (')  analogues  aux  expressions 
algébriques  du  J^  mais  plus  nombreuses;  nous  dirons  que  les  va- 
leurs de  ces  fx/)fess(on*  (variables  en  même  temps  que  les  lettres 
a,  b,  c,  ,..)  sont  des  fondions  Iransceiidanles  {'). 


379.  Fonotlona  algébriqn«s  ou  tiratucendantes  de  x.  — 
Désignons  par  f{x)  une  expression  transcendante  (')  dépendant 
d'une  quantité  variable  x  et  de  lettres  a,  b,  c,  ...  représentant  des 
□ombres  fixes  (supposés  connus),  La  valeur  de  cette  expression  sera 
une  fonction  de  x,  mais  il  importe  de  remarquer  qu'elle  n'est  pas 
nécessairement  une  «  fonction  transcendante  de  x  »,  Si,  par 
exemple,  /"est  un  polynôme  en  x,  dont  les  coellicienls  sont  des 
expressions  transcendantes  dépendant  des  lettres  a,  h,  c,  ...,  la 
fonction  f{x)  ne  doit  pas  dtre  regardée  comme  transcendante  : 
la  fonction  n'est  transcendante  par  rapport  à  x  que  si,  lors- 
qu'on suppose  connues  les  quantités  a,  b,  c,  ....  la  valeur  de 
f{x)  ne  peut  pas  se  déduire  de  celle  de  x  au  moyen  d'opéra- 
tions algébriques  (mais  seulement  au  moyen  d'opérations  dont 
certaines  sont  exponentielles  ou  trigonométriques,  voir  U  note  1 . 
ci-dessous). 

Lorsque  la  fonction  /(x)  n'est  pas  transcendante  par  rapport 
&  X,  elle  est  dite  algébrique.  On  peut  en  ce  cas  lui  appliquer, 
sans  exception,  toutes  les  propositions  établies  aux  i  4  at  suivants 
au  sujet  des  fonctions  /(x)  d'une  variable  x.  Ces  propositions,  en 
eBet,  sont  indépendantes  de  la  façon  dont  f{x)  est  fonction  de» 
lettres  qui  représentent  des  quantités  fixes. 


(■)  Noui  dironi  que  ces  expreisioni  sont  obtenue)  en  fln«ctuant  noe 
•ombinaiaon  d'opération»  algébriques,  exponantietlea  et  trigonomctrique*. 

(*)  Ainsi  le»  expressions  oo»  (a  +  6),  cos  V»  +  i'  c'e«t-à-diro  (a>M\lâ+li*)*^, 
log,  [b  +  a),  etc.  sont  des  fonciions  do  a  et  deioud'un  seul  de  ce*  nombres 
si  l'autre  a  une  valeur  fixa  (déterminée). 

(')  Voir  la  Un  de  la  noie  1,  p.  3. 
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Dans  ie  cas  où  f{x)  est  tranacentUnte,  nous  pourrons  encore 
étendre  k  cette  fonction  les  diverses  considérations  d'ordre  général 
que  nous  avons  développées  anx  S$  3-9,  en  exceptant  seulement 
lea  âéfiaîtiofis  et  propositions  où  îi  élait  spécifié  que  f{x)  avait 
une  forme  algébrique  parliculière  (polynôme  <n  x,  ou  fonction 
ralionnelte,  etc.). 

380.  Equations  transcendantas.  —  Appelons  f(x)  une  fonc- 
tion qui  soit  effectivement  fonction  transcendante  de  x.  L'égalité 

est  alors  dite  Être  une  équation  transcendante  (')  par  rapport  i  l'in- 
connue X.  La  valeur,  ou  les  valeurs  (exprimées  en  fonction  (')  des 
lettres  a,  b,  c,  ...,  figurent  dans  l'équation),  qu'il  faut  donner  à 
Hnconnue  x  pour  que  l'expression  j  prenne  la  valeur  o,  sont  ap- 
pelées 'I  racines  »  ou  u  solutions  »  de  l'équation  (on  dit  que  cea 
valeurs  satisfont  à  l'équation,  cf.  p.  Zil\).  Une  équation  non- 
transcendante  est  dite  algébrique. 

Il  n'est  en  généra)  pas  possible  de  calculer  cfTectivement  les  ra- 
cines d'une  équation  trnnscendanle  de  la  forme  (0,  c'est-à-dire 
qu'il  n'existe  pas   d'expressions   algébriques   ou   transcendantes, 

composées  avec  des  signes  connus  et  avec  les  lettres  a,  b,  c qui 

soient  égales  à  ces  racines  [comparer  n°  350).  On  devra  se  contenter 
de  déterminer  —  par  des  procédés  dont  nous  ne  nous  occuperons 
pas,  et  à  l'aide  de  tables  logarithmiques  ou  Irigonométriques  (n°*  145 
et  158)  —  des  valeurs  approchées  (arbitrairement  approchées)  des 
racines  de  l'équation. 

Cependant,  il  arrivera  dans  certains  cas  particuliers  que  l'équa- 
tion (i)  puisse  être  ramenée  à  une  équation  algébrique  ordinaire 


(*)  Toutes  les  définitions  et  liglee  générales  du  §  fi  relatives  aux  trans- 
formations des  équations,  au  changement  d'inconnues,  etc.,  s'appliquent 
Riaiûfestement  aux  équations  transcendants!  comme  aux  équations  algé- 
briques. Exempte»  :  L'équation  ax  —  log.  ;i:  ~  1  <=  o  «t  une  équation 
ttanscendante  ;  posons  log,  x  ^  f  ou  j:  k  «*;  en  elTectuant  ce  changement 
d'inconnue,  nous  obtenons  l'équation  "xe'  —  l  —  !t  ^    a,    iquivalerds  k 

l'éfMBlion  en  «.  —  Les  équations  ^L.' ;=  o  Bt  î«'  -i-  «•  +  2  =  o 

■ont  iquwatenU»  :  etc. 

(*)  C'est-à-dire  1  «ou*  forme  d*  fonetùm  à»,  voit  n"  3i8. 
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au  moyen  d'un  ckamjemenl  d'inconnue  in°  330).  Celle  circonstance 
se  présenlera,  par  exemple,  quandréqualioa(i),  outre  les  nombres 
connus  ou  considérés  comme  tels,  ne  contiendra  que  des  Uynes  Irigo- 
nomélriques  (166)  du  nombre  inconnu  x,  ou  des  lignes  trigonomé- 
Iriques  de  x  et  de  nombres  qui  sont  en  relation  simple  avecx, 

comme  :ix  o\i-o\xx  +  a.  (a.  élant  connu).  Nous  étudierons  tout 
&  l'heure,  à  titre  d'exemple,  quelques  équations  de  ce  type. 
Auparavant  il  nous  faut  revenir  un  iostant  sur  le  calcul  trigo- 
nométrique  dont  nous  avons  plus  liaut  posé  les  bases  'Premier 
Livre,  Chap.  11,  S  10)  et  montrer  comment  ce  calcul  donne  lieu, 
comme  le  calcul  algébrique  proprement  dit,  à  des  transformations 
variées  qui  se  traduisent  par  autant  d'identités. 

381. Rappel  dea  lormules  trigonométriqu«B  loiiâainentat«B. 
Addition  M  BouBtractloii  des  arcs.  —  De  la  définition  des  lignes 
trigonométriques  nous  avons  immédiatement  déduit  les  formules 
suivantes  où  a  désigne  un  arc  ou  abcissc  curviligne  quelconque  (')  : 

i  sin( — a)^=  —  sino.    sin("  —  a)  =  sin<ï,        sin(i;^-a!=i  —  wnii 
icosf — ul^coso,        cosiit  —  a'j:= — coso,  cos(«4-«.i^  — coso 
(3)       lg(-o!  =  -lga.       tg(«— «)  =  -tga,      ts{n-i-a;  =  tgo 
'  ^ia(l~a)  =  co>a.     co,  (^ -«)  =  sin  «. 

Nous  avons  déjà  donné,  d'autre  part,  les  identités  relatives  Ji 
l'addition  des  arcs  : 

I  coai'a  -I-  h]  =  cos  a  .  cos  b  —  sin  a  .  sin  6 
]  sio[a  ■+■  bi  ^  sina  .  co»fc-i-cosa  .  sin  6 

(  '«'>  +  ')    -r-i.gïTVi.- 

H  convient  d'observer  ici  que,  si  l'on  suppose  démontrée  la  pre- 

l'iBappelons  aussi,  que,  quels  que  soient  le  nomlirC' relatif  o  et  l'entier 
positif  ou  négatif,  fc,  on  a 
■ÏD  o  =  sin  ;a  +  aftir),      cos  a  i-  cos  [a  +  a/c"),      tang  a  —  long  {a  +  aftit) 
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mière  de  ces  trois  relations  (à),  les  deux  autres  en  résultent  immé- 
diatement en  vertu  des  formules  (3)  et  (3),  car  on  a,  parexemple 

ïin  (a  H-  b)  ^  cos  I (a  +  6  J  ou  cos  1  ( a  I  -i-  ( —  b)\; 


donc 


=  co»  (-  —  a\  .co»(6}  —  sin  ( ai  sin{— 


Les  identités  relatives  à  la  soustraction  des  arcs  se  déduisent  de 
la  mAme  manière  des  identités  (4)  :  car,  par  exemple  : 

co8(a  — t)  =  cos  [a  ■+- {— b]]  =  cos  a  .  cos(— 6j  —iinas\a(—b) 

■-^^  cos  a  .  cos  b  ■+-  lin  a  .  sin  b  ; 
on  obtient  pareillement 

tK(a-t)..-^g''-'g-^. 

'SI"       ")        ,.+-iga.  t?ï 

Les  formules  (3),  elles-mêmes,  pourraient  d'ailleurs  inverse- 
ment âtre  considérées  comme  des  conséquences  des  formules  (j), 
car  ces  dernières  formules  montrent  par  exemple  que 

un  ( —  a) ou  sin  (0  —  ni  ^  sin  0  .  cos  a  —  cos  o .  sin  a  =:  —  sin  a,  etc. 

382.  Haltlplîcatlon  d'an  arc  par  an  nombre  entier.  —  Si 
nous  y  donnons  à  b  la  valeur  a,  les  formules  (â)  nous  font  con- 
naître les  lignes  tri  go  no  métriques  de  l'arc  3  a,  c'est-à-dire  de  l'arc 
a  malUpliépar  2  ;  nous  avons  : 


(5)  cosaa^cos'a  —  sin*a;  sinaa^=isina.co»a;  tgaa 


-tg'a 


Si  maintenant,  nous  faisons  dans  les  formules  (4)  6  =  aa,  et 
remplaçons  cos  aa,  sin  Qd,  tg  2  a  par  les  valeurs  (5),  nous  obte- 
nons : 


-  cos  a. cos  3  a  —  si 


et  ainsi  de  suite. 

Les  formules  ainsi  obtenues  [qui  donnent  les  expressions  de 
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cos  na,  sin  na,  tg  ru  pour  toute  valeur  en^ère  positive  de  n] 
peuvent  d'aîUeura  être  transformées  de  pluaieurs  maaières.  Ainsi, 
en  tenant  compte  de  la  relation  sin*  a  4- cos' a  ^  i,  on  pourra 
déduire  de  (5)  les  identités 


que  l'on  peut  écrire  bous  les  formes 

(6)  sin'  a  ^  "  [c  —  cos  aa^;       cos*  0=  -  [1  -h  cos  ia\ 

Ces  formules  peuvent  être  généralisées  en  les  suivantes  (valables 
pour  toute  valeur  entière  positive  de  l'exposant  n).  que  nous  éta- 
blirons au  chap.  v  du  présent  Livre  : 

„    ^CMna  +  ncoB(n— a)o-HC:cog(»  — A)a  +  C;coa(n— 6)a+.- 

les  coefTicienls  Cl,  C^,  ...  étant  ceux  que  nous  avons  déjà  ren- 
contrés dans  le  développement  du  binôme  de  Nev\  ton  (n°  298). 

Si  n  est  impair,  le  dernier  terme  de  la  somme  figurant  au  nu- 
mérateur sera  C  '  cos  a.  Si  n  est  pair,  on  arrêtera  la  somme  au 
terme  C  '^  cos  3a  et  on  devra  y  ajouter  le  terme  complémentaire 
à  C  ; ,  On  établira  une  formule  semblale  pour  le  sinus  : 

.  ^     cos  na  —  coa(n  —  aja  H-  Cl  cos  (n  —  4)o  —  ■■■ 


383.  TransformationB  des  aommeB  et  produits  de  lignes 
trigonométriques.  —  Les  transformations  qui  suivent  ont  pour 
objet  de  transformer  un  produit  de  lignes  trigonométriques  en  une 
somme  ou  inversement.  Elles  donnent  lieu  (nous  le  verrons  plus 
loin)  k  de  nombreuses  applications,  de  même  que  les  formules  (6) 
qui  en  sont  un  cas  particulier  ('). 

En  additionnant  les  expressions  de  sin  («  -+.  h)  et  stn  {a  —  b), 
de  cos  (n  +  b)  et  cos  (a  —  b),  puis  en  soustrayant  l'une  de  l'autre 


(■)  On  obtient  les  {ormule»  |(>)  en  taisant  b  ^^a  dans  la  lecondc  ettoii 
)8  quatnime  I«miul«  (7). 
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les  expressions  de  sin  (a  —  b)  et  sîn  (a  +  b),  puis  de  cos  (a  —  6) 
et  cos  (fi  +  b),  on  obtient  (toutes  réductions  faites)  les  formules 
suivantes  : 

a  sin  a  cos  b  =:  lin  (a  -h  b)  -h  sin  (o  —  b] 
3  coê  a  etm  b  =  ixn{a  -I-  b)  -h  eo»{a  —  bj 
3  un  b  003  a  =  sin  (a  +  ()  —  sin  {a  —  6) 
3  nn  a  sin  6  ^  cos  (a  —  b)  —  cos  {a  -+•  b) 

Désignon»  maiotenant  par  p  et  ç  la  somme  a  +  6  et  la  diffé- 
rence a  —  b;  noua  aurons  (voir  p.   36o,  note    i)  a  ^- "> 

b  =  "  ^"  et  pourrons  écrire  les  formules  (7)  sous  la  nouvelle 
forme  suivante  : 

sin  p  +  sin  ff  r=  3  sin  £ ï  cos  °        ' 

ri  a  2 

lin  p  —  sîn  5  :=  3  sin  ^  "~  '  cos  ^ — -J 

cos  p  +  cos  q  ^^  3  cos  ^ J  cos  ° -' 

COip 


=  ..i„tt'î.i„lzzf. 


3&4.  EzpreaBiona  du  ligne*  trigonométriques  d«  l'arc  a  au 
lonotioa  de  tg  ~ .  —  Nous  avons  vu  que  les  lignes  trigonomé- 
triques d'un  même  arc  a  sont  fonctions  les  unes  des  autres;  ea 
d'autres  termes  toutes  les  lignes  trigonométriqnea  de  a  peuvent  &tre 
exprimées  soua  forme  de  fonetiona  de  l'une  d'entre  elles,  par 
exemple  : 

. __  gjp     g 

cos  o  ^  V  I  —  sin*  o ,       tg  a  ^ 

V^'  -  sin'  a 

Maia  ces  foactions  sont  en  général  irrationnelles  (leurs  expres- 
ûons  contiennent  des  radicaux).  De  là  l'intéiél  que  présente  la 
circonslance  suivante  :  les  trois  lignes  iri(/onométri(/ues  fondamen- 
tales de  lare  a  sont  des  fonctions  rationnelles  très  simples  de  la  tan- 
gente de  tare  ~  • 
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Nous  avons  en  effet  [d'après  (ô)] 


Divisons  les  deux  seconds  membres  par  l'expression  sin'  -  -f-  cos'  - 
qui  est  égale  à  tunilé,  et  posons,  pour  siinplilier,  -  ^  i  :  il  vient  : 


sin'  i  ■+-  cos'  L  '  sin'  b  ■+■  cos'  fc  ' 

divisons  encore  chacun  des  deux  termes  de  chacune  de  ces  frac- 
tions par  la  mime  quantité  cos'  b  [ce  qui  ne  change  pas  les  va- 
leurs des  factions]  ;  nous  obtenons 


mois  le  rapport  — r  n'est  autre  chose  tg  b  ;  d'où  les  formules 

'g      sina  = ^-n-     cosa  =  — jït;     Ig  <■  =  ^ —  rn.' 

''  1  -h  tg'  ti  1  -H  Ig*  6  '     ^  1  —  tg*  6 


386.  EqaatlooB  trigonométrlqnea.  —  Après  avoir  signalé 
quelques-unes  des  transformations  les  plus  importantes  de  la  tri- 
gonométrie, voyons  comment  il  sera  possible  de  résoudre  les  équa- 
tions transcendantes  les  plus  simples  oii  entrent  des  lignes  trigo- 
nométriques  (cf.  n*  380). 

Chetclions,  [lar  exemple,  è  résoudre  l'étiuation 

(lo)  a  sin  X  +  fc  cos  a-  =  e, 

où  a,  b,  c  sont  trois  nombres  connus  ;  il  est  facile  de  transformer 
cette  équation  en  une  équation  algébrique  ordinaire  en  faisant  le 
changement  d'inconnue  sin  x=u. 
Nous  aurons 
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et  l'équation  (lo)  deviendra. 


on  peut  l'écrire 

fc.v/r^^'«  =  c  — au. 

ou,  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  : 

i»'(i  —  a')  ^  e*  —  socu  -i-  n'u'. 

ce  qui  est,  par  rapport  k  a  une  équation  du  second  degré.  Mais 
nous  pouvons  aussi,  pour  l'ésoudre  l'équation  (lo),  employer  une 
méthode  purement  tri gonomé trique  qui  nous  permettra  de  discuter 
très  simplement  les  solutions  de  l'équation,  et  aussi  d'en  calculer 
facilement  la  valeur  numérique  (si  les  valeurs  numériques  de  a,  b. 
c,  sont  données)  au  moyen  d'une  table  tri gonomé trique. 

Nous  supposerons  que  a  et  b  sont  non-nuls  ('). 

Déterminons  d'abord  un  arc  z^  tel  que  tang  ^  :=  -  ;  cela  est  ]>03> 
sible  quels  que  soient  a  et  6  ;  car  quelle  que  soit  la  valeur  de  -,  il 
existe  toujours  (*)  des  arcs  ^  dont  la  tangente  a  cette  valeur  (oa 
trouvera  les  valeurs  <le  ces  arcs  dans  une  table,  si  a  et  6  sont 
connus). 

Déterminons  ensuite  le  nombre  r  égal  à  .    Nous    aurons 

r  cos  ç  =  a.  donc  r  sin  ç  ^  a  .  tg  ^  =^  *•>  et  par  conséquent  : 
a  lia  X  -h  b  coa  X  ^=  r(cos  9  sin  :c  +  sin  f  cos  x)  ^  r  sin  (f  ■+■  x). 

L'équation  (10)  se  réduit  donc  à 
(i.)  r  sin  (ç -+- :r)  =  r. 

Elle  aura  des  solutions  si  —  i  <  -  <  i  ;  en   effet  dans  ce  ca» 

(')  aoL  6  n«  peuvent  être  tous  deux  nuls,  car  si  n  =  fi  ^  o,  il  n'y  a  pat! 
d'équation  ;  ïi  a  ou  6  est  nul,  l'cqualion  se  réduit  à  a  sin  x  e=  c,  ou 
6  cos  I  ^  c,  et  »e  résout  immédiatement  au  moyen  d'une  table  donnant 
lei  arcs  dont  les  sinus  ou  cosinus  sont  coanua. 

(')  Cela  résulte  immédiatement  de  la  définition  de  la  tangente  qui 
prend  toutes  les  valeurs  comprises  entre  —  00  et  +  ae  lonque  l'arc 
prend  toutes  les  valeurs  comprises   entre  —  5  et  +  "  (voir  n"  lâa,  157). 
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(voir  n°  154)  il  existe  une   infinité  d'arcs  f  -t-  x   ayant   [wur 
sinus  le  nombre    - 

386.  Autres  ezempleB  d'équatlona  trigonométriques.  — 
Considérons  l'équation 

(il)  tt  tg  T  +  b  cotg  ar  -1-  r  =  o,         (o,  6,  c  connut).    . 

Pour  la  résoudre,  remarquons  qu'elle  peut  s'écrire  (d'aprc-s  la 
définition  de  1^  a;  et  cotg  x)  :  a  -  —  -t-  b  _j—  -\~c  =o,  équalloii 
équivalente  à 

a  sin*  3;  -H  ''  co«'  a;  ^-  c  cos  x  sin  i  ^o; 
on  aura  donc,  d'après  les  formules  (G)  et  (5)  [n'382]  : 
I  —  C08  ax        .  I  +  cos  30       e    . 

ou 

c  sin  aa-  +  (fc  —  a)  co»  aa-  -(-  m-  6  ;=  o. 


talion  quiestdu  t)pc(io)  par  rapport  à  l'inconnue  3x  et  se  résout 
e  il  a  été  dit  plus  haut. 

On  trouvera  dans  les  traités  de  trigonométrie  de  nombreux 
exemples  d'équations  plus  compliquées,  que  les  transformations 
indiquées  dans  ce  paragraphe  permettent  de  ramener  à  des  équa- 
tions non  transcendantes. 

Considérons  d'ailleurs  une  équation  quelconque  dont  le  premier 
membre  soit  un  pol)nouie  en  sin  x,  cos  a:,  tgx,  égalé  à  o.  Eu  pre- 
nant comme  inconnue  auxiliaire  u  =  tg  -  et  remplaçant  sin  x, 

cos  X,  tg  X  par  les  expressions  (y)  du  n"  384  [où  l'on  substitue  x 
&  uj  nous  serons:  ramenés  ù  la  résolution  d'une  équation  algé- 
brique dont  l'inconnue  sera  a. 
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CHAPITRE  II 


CALCUL   DES  FONCTIONS 


1.  —  Étude  des  fonctions  d'une  variable 

387.  —  La  théorie  des  équations  n'est  qu'une  application  par- 
ticulière d'une  théorie  plus  étendue  qui  a  pour  objet  l'étndo  géné- 
rale des  fonetions  (n"  3i8).  Chercher,  en  effet,  pour  ditTérentes 
valeurs  de  a,  les  valeurs  do  x  qui  sont  racines  de  l'équation 
f{x)  :=  a,  ou  bien  se  proposer  d'étudier  les  valeurs  de  y  [définies 
par  l'égalité  y  ^^/(a:)],  qui  correspondent  aux  difTércntes  valeurs 
de  x,  ce  sont  là  deux  problèmes  équivalents.  Cependant  l'état 
d'esprit  du  malliémalicien  qui  entreprend  d'étudier  les  fonctions 
pour  elles-Diânies  est  quelque  cliose  de  nouveau  en  algèbre  :  il 
ne  s'agit  plus  de  combiner  des  formules,  mais  d'analyser  à  priori, 
afln  d'en  déterminer  la  significalion  et  les  lois,  les  divers  modes 
de  correspondance  qui  peuvent  i^tre  étahhs  entre  des  quantités 
variant  simultanément.  Nous  reviendrons  plus  loin  {TroîsO'mc 
Livre)  sur  celte  étude  analytique  de  la  notion  de  fonction,  qui 
resta  fort  longtemps  vague  et  imprécise,  et  ne  devint  consciente 
qu'au  ux' siècle.  Pour  le  moment,  nous  ne  nous  occuperons  que 
de  la  technique  des  calculs  relatifs  aux  fonctions  ainsi  que  des 
quelques  propositions  d'ordre  général  qu'il  est  nécessaire  d'établir 
pour  étaler  ces  calculs. 

C'est  h  l'occasion  des  problèmes  posés  par  la  géométrie  et  la 
mécanique  (')  que  l'idée  de  fonction  fît  son  apparition  au  xvn' siècle, 

{')  Les  premières  loactiona  4]ue  NtwTOM  étudia  ae  présentèrent  dans 
des  problèmei  de  mécanique  :  c'étaient  des  quantités  variant  en  fonction 
du  Itmps  (lequel,  en  mécanique,  est  considéré  comme  un  nombre  positif. 
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dans  les  écrits  de  Descaites,  Leibniz,  Newlon.  C'esl  pourquo 
l'interprétation  géométrique  de  la  tliéoiie  des  fonctions  fut  origi- 
naircment  confondue  avec  la  tliéorio  elle-même.  De  nos  jours 
encore,  la  iîgure  géométrique  est,  pour  la  plupart  d'cnti-e  nous,  le 
vêtement  obligé  des  relations  fonctionnelles  abstraites  que  notre 
esprit  ne  parviendrait  pas  à  saisir  directement.  Le  lecteur  |>eu  fami- 
liarisé avec  la  notion  de  fonction  est  donc  invité  à  s'aider  du  cha- 
pitre m  de  ce  Livre  s'il  veut  suivre  facilement  le  présent  paragraphe 
et  les  suivants.  Comme  nous  l'avons  annoncé,  nous  irons  ici  droit 
au  but.  renvoyant  à  plus  tard  tout  ce  qui  a  Irait  à  l'évolution 
historique  de  la  fonction. 

388.  FonotloDB  algébriques  d'une  variable  x.  —  Soit  /{x) 
une  expression  qui  est  algébrique  au  sens  des  n°*  278  et  379  par 
rapport  à  X,  et  dépend  d'ailleurs,  d'une  manière  quelconque,  de 
nombres  connus  ou  de  lettres  représentant  des  nombres  connus  : 
cette  expression  est  une  fonction  alyébn'quc  de  x. 

Dans  l'expression /(jt),  x  est  la  h  variable  n  ;  les  nombres  con- 
nus (ou  (!xes;  qui  no  varient  pas  avec  x,  et  toutes  tes  expressions 
formées  avec  ces  nombres,  sont  appelés  cunslanles. 

Nous  avons  défini  aux  n°*  311  et  31S  les  fonctions /(x)  les  plus 
simples  :  fonlions  enlii-res  ou  poiynomalcs  'polynômes  en  a:  dont 


nombre  de  minutes  ou  de  Eccondo»  ou  do  fraciioni  Ao  secondes  écoulée* 
depuis  UD  instant  initial  donné,  cf,  inira,  n"  396  et  Trois.  Liv.).  Mail 
Newton  observa  tout  de  suite  quo  tous  les  réaultuts  qu'il  obtenait 
restent  exacts  dans  le  cas  où  la  variable  indépendante  n'est  plus  le  temps 
{qui  .intervient  dans  les  pticnomèr.e»  physiques),  mais  bien  une  quan- 
tité variable  quelconque  dont  dépendent  d'autres  quantités  variables 
(et.  ch.  I,  §  4).  ■  Idcirco  in  iis  qu»  sequuntur,  tempus  formaliter  non  cou- 
sidero,  sed  suppono  quod  una  ex  propositis  quantitatibuihomogcnacum 
aliis  crescat  atquabili  Fluxu,  ad  quam  ceters  tanquam  ad  Tempui 
referanlur,  quce  ideci  pcr  Analogiam  non  inconciune  dici  potcst  Ttmpua. 
Quoties  igitur  vo:c  lanpua  in  sequenlibus  inveuietur,  ..  hoc  verbum 
sumendum  uat,  non  quasi  Tempua  intellcxistcm  in  sua  formali  signî- 
ficatione,  set  tanquam  Bignifictins  quantitatem  illam  à  Tcmpore  di- 
versani,  cujus  a;quabili  Incremento  vcl  l''luxu  Tempus  «xponitur  et 
mensuratur  0  ûl/cfAorfiis  /Iitiionum,  opud  Oputcula  Mathemat.,  t.  I,   lyiJ, 
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les  coeOîcients  8ont  desconslantes],  et  fonctions  rationnelles  [rap- 
ports (quolients)  de  polynômes  en  x,  cf.  374]. 

Considérons  d'une  manière  générale  une  expression  où  n'entrent, 
«n  fait  d'opérations  elTectuées  sur  x  {voir  370)  que  des  additions, 
soustractions,  mulliplications  et  divisions  :  il  résulte  des  règles 
de  calcul  données  au  $  9  du  cliapitre  i  que  cette  expression  peut 
toujours  êlre  mise  sous  forme  d'un  quotient  de  polynômes  (com- 
parer a°  376)  :  elle  déjinil  donc  une  Jonction  rationnelle. 

Si  par  contre  il  entre,  dans  /{x),  parmi  les  opérations  eiTec- 
tuéea  sur  la  variable,  des  extractions  de  racines  (élévations  k  des 
puissances  fractionnaires),  la  fonction  y  =:  f{x)  est  une  fonction 
algébrique  non- rationnelle  [exemple  ;  la  fonction  y  =  ^x'  -+-  i  ]. 

380.  Gonventiona  relatives  aux  toDoUoiM  aon-rationnellea. 

—  ^ous  a\on3  fait  au  n"  136  la  convention  suivante  :  par  le  sym- 
bole a  ' ,  OH  \/a  (oà  q  est  an  entier  positif),  est  désignée  celle  des 
racines  d'ordre  q  du  nombre  a  qui  a  le  même  signe  que  a. 

Cette  convention,  fort  naturelle  dans  le  cas  où  a  est  un  nombre 
déterminé  et  connu,  n'a  plus  de  raison  d'élre  si  la  quantité  ïous  le 
radical  est  une  fonction  d'une  variable  x;  une  telle  quantité,  en 
«fret,  n'a  pas  de  signe  détermine  quand  x  varie.  C'est  pourquoi, 
lorsque  nous  écrirons  (sons  plus)  le  symbole  (//{xj  ou  [f{x)]  ^,  nous 
l 'interpréterons  désormais  comme  pouvant  représenter  à  volonté 
{si  q  est  pair)  une  racine  positive  ou  une  racine  négative. 

Lorsque  nous  écrirons,  d'autre  part,  une  identité  où  entre  l'ex- 
pression y{/'(x) ,  il  sera  entendu  que  l'identité  est  valable  quelle  que 
Boit  celle  des  racines  q""  de/(x)  que  l'on  y  considère  (à  condition, 
bien  entendu,  que,  dans  une  mémo  identité  où  l'expression  fîgure 
plusieurs  fois,  on  ne  lui  attribue  jamais  qu'une  seule  valeur  pour 
une  même  valeur  de  x). 

Quant  au  symbole  (')  ±{'f<x),  nous  l'emploierons  quand  nous 
désirerons  spécifier  que  nous  considérons  n  la  fois  la  racine  posi- 
tive et  la  racine  négative  de/(r). 

300.  Fonctions  algébriques  explicites  on  implicites.  — 
En  combinant  les  cinq  opérations  fondamentales,  nous  pouvons 

(')  Le  symbote  ±  »o  lit  plat  oa  moin»  (cf.  n"  3J8). 

BovTKODi.  —  Lm  PriDcipu  [I<  l'AcaljH  nHlbéuulitjue.  jî 
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Gonstnrira  des  expressions  y  (n;),  et  par  cons^umt  îles  foncttoas 
algébriques,  en  nombre  infini  et  d'une  eoDipkxît^  croissantfi.  Ce 
n'est  point  là  d'aillMirs  le  seul  moyen  doat  noas  dispOHoi»  pour 
former  des  fonctions,  et  la  théorie  des  éqnations  nous  en  suggin 
auMitât  un  antre. 

Appelant  P(x.y}  une  fonctioa  de  x  et  /,  écrÎTons  l'^Hlé 

(.)  FKr)=o. 

Poor  chaque  valear  de  a:,  celte  égalité  est  une  équation  en  j* 
qne  noa»  suppcaerons  poarrae  (du  moins  pour  cerlairres  valeurs 
de  x)  d'une  racine  «a  moins;  cette  racine  est  une  râleur  àe  y, 
déteitninée  par  la  valeur  donnée  à  x,  et  qui  varie  lorsque  cette  va- 
leur varie  :  c'est  donc  une  c<  Jonction  »  de  x.  Ainsi  la  relation 

{i/x  -t-  i)j''  —  aj-/  -)-  3  ^  o, 
lonqu'oD  la  lAsiout  par  rapport  à  l'inconnue  y,  définit  les  fonction» 

/ï  H-  1 
Lorsqu'une  ronction  est  définie  par  l'égalité  y  =flx),  où  /  asi 
une  expression  dépendant  de  x,  nous  dirons  que  celte  fonction  eek 
définie  exiiticUement.  Une  fonction  définie  par  uce  égalité  telle- 
que  (i)  est  dite,  par  contre  :  fonction  définie  implicilemenl,  oa 
fonction  définie  par  une  u  relation  implicite  »,  ou  simplement 
fonction  implicite. 

On  appelle,  d'une  manière  générale,  «  fonction  algéhrique  de  x  a 
toulfi  fonction  (explicite  ou  implicite)  déGnie au  mojen  d'une égaUté 
qui  est  formée  d'expressions  algébriques  proprement  dites  {voir  la 
notei,  de  la  p.  37a)  (').  Il  importe  de  remarquer  qu'en  parlant  ainsi, 
on  ûtend  le  sens  que  nous  avons  primitivement  attribué  au  mot 
<i  fonction  s.  Au  S  ^  du  chapitre  1,  en  effet,  nous  n'avons  dé- 
fini comme  telles  que  \es  fondions  qui  sont  écrites  ou  peuvent  (*) 

(')  On  démontre  d'ailleut*  qu'il  est  possible  de  définir  une  quelconque- 
de  ces  fonctions  par  une  relation  implicite  P{x,  y]  ^  o  dont  le  pTemier 
mambn  eat  u»  pelysonu  en  x  et  y.  Cela  revient  i  dira  qne  ï'im  pe«tt«u- 
joun.  transformer  l'ëqualion  F(x,  y)  k^  o  en  une  équation  équivalente 
dont  le  premier  membre  est  un  polynôme.  Cf.  p.  3^6,  note  1,  et  infra. 

{*)  Ces  deux  hypothèies  sont  équivalentes  puisque  la  fonction  est,  par 
défmition,  indépendsunte  de  l'expiesHOn  qui  la  représente  (ch.  i,.  S  4]- 
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6tre  écrites  SOU&  forme  explicite.  Or  il  est  clair  que  tonte  foDCtioD 
implicite  ne  peut  pas  être  écrite  explicitement  (<)  :  si,  par  exem^Je, 
la  relation  (i)  est  une  équatitm  du  cinquième  degré  en  y,  nous  ne 
pouvons  former  aucune  expreaûon  algébrique  qui  représente  les  ra- 
cines (en  fooction  des  coefficients  de  l'équation,  et,  par  consé- 
quent, dea:). 

Qu'une  fonction,  cependsnt,  soit  explicite  ou  implicite,  nous 
pouvons  toujours,  lorsque  nous  en  énonçons  les  propriétés,  con- 
venir de  la  représenter  par  le  symbole  f[x),  —  étant  bien  entendu 
que  J{x)  ne  désignera  une  a  expression  algébrique  »  (^ue  si  la 
foocticai  est  déiiiûe  expliaitexnent. 

3ftl.  Fonction  définie  daini  un  IntarrallB.  —  Des  définitions 
données,  plus  haut  il  résulta  qu'une  fonction  est  uue  loi  de  cor- 
respondance ^uivanl  laquelle  àdes  valeurs  variables  indépendantes  x 
répondent  des  valeurs  de  la  variable  dépendante  j. 

n  se  peut  qu'une  telle  loi  de  correspondance  soit  définie  pour 
touU  valeur  de  x  ;  aiaai  l'égalité  y  =  ax»  —  i  détermine  la  valeur  de 
yqueLqucsoit  X.  Mais  il  est  possible  aussi  que  la  loi  ne  soit  défi- 
nie que  lorsque  X  varie  entre  certaines  limites  :  ainsi  l'égalité 
y  =  ^i  —  x"  ne  donne  une  valeur  (')  de  y  que  si  —  i  <;  x  <;  i  ; 
pour  le»  autres  valeurs  de  x,  eu  effet,  la  différence  i  —  x'  est  né- 
gative et  n'a  pas  de  racine  carrée. 

Ainsi  donc,  si  nous  voulons  étudier  une  fonction  en  détail,  il 
nous  faut  d!abord  spécifier  pour  quelles  valeurs  de  x  elle  est  défi- 
nie. Nons  dirons  qu'une  fonction  y  est  définie  ou  «  existe  »  dans 
l'inUrvulle  (')  a,  6»  si  elle  est  définie  pour  a  <i  x  ■<.  b,  c'est-à- 
dire  pour  X  variant  entre  les  valeurs  a  et  b.  Une  valeur  de  x  i 
partir  de  laquelle  la  fonction  cesse  d'exister  (extrémité  d'un  inter- 
valle où  la  fonction  asiate)  sera  appelée  valeur  critique  oa  sin- 
gulière. 


(')  Vid0»upra,  ïfi  3&o. 

(■)  Elle  en  donne  deux  ai  l'on  ne  spécifie  pas  le  signe  dont  on  aSecte 
te  ladieal  ^t  —  »■. 

(s)  Lorsque  nous  disons  simplement  que  nous  étudiant  la  fonction  dans 
l'intervalle  a,  b,  nous  n'entendrons  pas  nécessairement  dire  par  là  que  la 
IWHliwi  a'eziata  que  dans  cet  inteivalla  :  elle  peut  exister  dans  un  inter- 
valle plus  grand  «pu  celui  qu'il  nous  plait  de  considéiei. 
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392.  —  l>e  mot  n  intervalle  «  lîveille  dans  notre  esprit  «ne 
image  physique  :  c'est  qu'en  eiïcl  ce  mot.  comme  la  plupart  de 
ceux  qu'emploie  la  théorie  des  fonctions,  lait  allusion  à  la  repré- 
s«ntalion  géométrique  des  nombres-abscisses.  Portons  les  valeurs 
de  X,  a  et  6,  à  partir  d'une  origine  o,  sur  un  axe  orienlé  (n*  127)  : 
ces  valeurs 


son!  alors  des  abscisses,  et  nous  constatons  que  si  a  <;  x  <  6, 
l'extrémité  de  l'abscisse  a:  est  située  entre  les  extrémités  des  abcisses 
aetb:  c'est  pourquoi  nous  disons  que  le  point  représentatif  de  x 
esl  •  dans  l'intervalle  a,  b  i>.  C'est  encore  par  allusion  à  la  figu- 
ralion  des  abscisses  que  nous  dirons  d'un  nombre  qu'il  est  «  situé  t> 
dans  un  intervalle  ou  «  au  voisinage  »  d'un  autre  nombre.  Ces 
locutions  se  comprennent  d'elles-mêmes. 

393.  Ponction  inv«rB6.  —  Soit  y=/[x)  une  fonction  de  x. 
L'égalité  qui  la  défmit  peut  s'écrire  ^ —  f{x)  =  cet  il  nous  est  loi- 
sible, évidemment,  de  lu  considérer  comme  une  relation  implicite 
définissant  x  en  fonction  de  y.  Ainsi  la  même  loi  de  correspon- 
dance qui  fait  forresponrlre  uite  valeur  de  y  A  une  valeur  de  x,  fait 
correspondre  inversement  une  videur  de  x  à  une  valeur  de  y  :  se 
donner  une  fonction  y  de  x,  c'est  se  donner  du  même  coup  une 
fonction  (')  x  dey  :  cette  fonclion  est  appelée  *  fonction  im<erxe  » 
do  la  fonction /(x)  ou  y{x). 

Exemples.  —  La  fonclion  inverse  de  la  fonction  y  ^  x' est  la 
fonction  x  =^  v'j-  La  fonction  inverse  de  ^  =  x*  4-  x  est 

3 

Remarque.  —  Il  importe  de  se  garder  d'une  confusion  à  la- 
quelle pourrait  prêter  notre  langage.  On  sait  que  l'on  appelle  in~ 

verse  d'un  nombre  a  le  nombre  -  ;  on  appellera,  semblablement,  in- 


(')  La  fonction  inverse,  naturellement,  ne  peut   pu  toujoun  Stre  mÎM 
loui  la  torme  :  x  ^  ezprcuion  algébrique  de  y  (cf.  n°  390). 
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verse  ttane  fonction  y{x)  la  fonclïoo  -r-r  ;  ainsi  Xinverse  ttum 
fonction  et  sa  fonction  inverse  sont  choses  tout  à  fait  diiïérenles. 

304.  Fonction  de  lonotlon.  —  Soit  y  une  fonction  de  x  et 
X  fo notion  d'une  variable  indépendante  z.  Il  est  manifeste  que  la 
variable  dépendante  y  se  trouve  ètie  fonction  de  la  variable  2.  En 
particulier,  supposons  que  les  fonctions  y  de  x  et  xde  z  soient 
données  explicitement  :  si  dans  l'expression  dey  je  remplace  {')  x 
par  son  expression  en  fonction  de  z,  j'obtiens  texpression  de  y  en 

fonction  de   z.   Ainsi,   les  égalités  y  =  /i,  x  ^=  ^— — -donnent 

l'égalité  y  ^=\j  ^ T'OS  fonctions  di^finies  do  cette  manière 

sont  appelées  II /oncfions  (/e /ortcf ions  »,  ou  «  fonctions  compo~ 
sées  ».  Nous  en  rencontrerons  de  nombreux  Gieniples  dans  la 
suite  de  cet  ouvrage. 

30B.  Branches  de  fonction.  —  Considérons  l'égalité ^r*  =zf{x), 
où  f[x)  est  une  expression  algébrique  quelconque  contenant  x.  En 
vertu  de  cette  égalité,  et  dans  certains  intervalles  toulau  moins  (voir 
301),  à  chaque  valeur  de  x  correspond  une  vuleur  de  y.  Mais  n'en 
correspond-il  qu'une  seule  ? 

La  réponse  variera  suivant  la  forme  de  l'expression  71|x).  Si 
y  =f{x)  est  une  fonction  rationnelle,  il  est  certain  qu'à  une  valeur 
de  X  ne  correspond  qu'une  valeur  de  y.  Au  contraire  l'égalité 
y  ==  y/x  qui  délinit  y  comme  fonction  de  x  pour  x  >•  o  donne 
pour  chaque  valeur  de  x  deux  valeurs  dilTcrentes  de  y,  égales  et  de 
signes  contraires.  Mous  dirons  que  nous  avons  là  deux  «  branches  » 
différentes  d'âne  même  fonction.  La  raison  qui  nous  fait  nous 
exprimer  ainsi  n'est  i>oint  seulement  que  d'après  le  n"  380,  le 
symbole  général  ^x  signifie,  pour  nous,  à  volonté  +  </x  ou  —  /x- 
Nous  remarquons  que  les  deux  «  branches  de  fonction  »  y=^  +  i/x 
ety  =  —  v'x  sont  fonctions  inverses  d'une  même  fonction,  la 
la  fonction  x  =^  y^  :  c'est  pourquoi  nous  regardons  ces  deux 
branches  comme  appartenant  a  une  même  fonction. 

(')  L'opératioD  ainsi  effectuée  c>t  appelée  <  changement  de  variable 
alfébrique  ■. 
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Aiofit,  DOU6  wmmes  avertis  que  J'égalild  y  =^  J[x)  peut 
définir  une  fonction  pourvue  de  plusieurs  branches.  Mais  nous 
n'allons  point,  pour  l'instant,  nous  préoccuper  de  celte  circons- 
tance. En  eQet  l'étude  d'une  fonction  Y  =^y(j')  est  principalement 
l'étude  de  la  variation  concomilante  des  voriables  le  et  ^  à  partir 
de  valeurs  données  :  ta  variable  x  part  de  la  valeur  :c«,  y  part  de  la 
valeur  y»  [telle  que  y„  ^=/{x„]],  et  il  s'agit  de  savoir  comment 
varie  y  à  partir  de  y,  lorsque  x  varie  à  jiarfir  de  x^  ;  la  variable 
dépendante  y  peut  n'Stre  qu'une  branche  de  fonction,  mais  cette 
branche  est  en  tout  cas  déterminée  d'une  manière  unique  Idu  moins 
dans  un  certain  intervalle  contenant  x^)  par  les  valeurs  Xo,  jg  d'où 
nous  partons.  Nous  ne  considérerons,  jusqu'à  nouvel  avis,  que  des 
intervalles  où  1/  iie  cesse  pas  tf  en  élre  ainsi,  c'est-i-dire  des  inter- 
v«lleB  ne  contenant  aucune  valeur  de  x  pour  laquelle  plusieuis 
liranchea  de  la  fonction  peuvent  venir  ae  confondre  (en  preaant  ia 
même  valeur).  Ilu'y  aura  dès  lors  aucune  ambi^ruttédansnotrelas- 
gage  si  nous  disons  «  fonction  »  au  lieu  de  «  branche  de  fonction  a 
«D  spécifiant  que  nous  suivons  la  foncUon,  au  wtitinage  dr  x,,  à 
partir  des  valeurs  initiales  x„,  y,.  La  fonction  sera  dite  luioofue 
{ou  uai/orme]  dans  les  intervalles  dont  noua  veaoas  de  parler. 

396.  Continuité.  —  Les  fonctions  algébriques  sont,  en  géné- 
ral ('),  continues  au  voisinage  de  loale  valeur  x^  de  x  pour  ia^aelte 
elles  existent.  Nous  entendons  dire  par  lit  que  oes  fonctions  y  de  x 
satisfont  aux  conditions  suivantes  :  1"  lorsque  x  (à  partir  de  x,), 
varie  très  peu,  y  (partant  d'une  valeur  détcimioée  y,)  varie  égale- 
■aent  très  peu  :  a°  soit  y,  la  valeur  de  y  qui  correspond  à  tme 
valenr  JC]  voisine  de  Xtiy  pread  mi  moins  une  fois,  pour  x  wanaat 
entre  x»  et  xi,  cliacuae  des  valeurs  comprises  entre  y^  et  y,.  Une 
comparaison  va  nous  aider  à  comprendre  ces  énoncés.  InugintHis 
que  dans  le  <M)urs  d'une  après-midi  la  température  varie  :  nous 
pouvons  alors  oonfiïdérer  que  la  température  à  un  instant  4}uei- 
cooque  est  déterminée  par  l'heui£  qu'il  est,  c'est-à-dire  par  le 
•tompsécoulc  depuis  midi  :  elle  se  comporte  comme  si  elle  élMt 
foncliim  de  l'heure.  La  température  peut  varier  plus  ou  moins  vile, 
mais  nous  admettons  qu'elle  se  modifie  d'une  manière  continue, 

1')  Voirie  n"  IJflij. 
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«Ile  ne  fait  pas  de  sauts  htuaques  [nalura  non  facU  talias)  ;  aiiui, 
pendant  un  temps  très  court,  par  exemple  — r—  de  seconde,  la 
température  varie  très  pou  ;  et,  d'autre  part,  si  d'un  instant  h  un 
autre  la  température  est  montée  de  i5  degrés  k  i5,02  degrés, 
nous  sommes  certains  qu'il  y  a  eu  au  moins  un  instant  întermi- 
diaire  où  la  température  a  été  de  i5,oi . 

"La  théorie  de  la  figuration  des  fonctions,  que  nous  exposerons 
au  chapitre  m,  ramène  la  notion  de  continnité  à  une  notion  géomé- 
trique élémentaire  et  intuitive  :  celle  de  courbe  continue,  ou  courbe 
pouvant  être  tracée  sar  le  papier  d'un  trait  continu. 

Si  nous  voulons,  par  contre,  rester  placés  au  point  de  vue  de 
l'arithmétique  et  de  l'algèbre,  nous  ferons  appel  —  afin  de  pré- 
ciser et  de  rendre  tout  à  fait  rigoureure  notre  définition  de  la  con- 
tinuité —  à  la  notion  de  limite  que  nous  avons  introduite  au  {  6 
du  Premier  Livre. 

Nous  dirons  que  la  fonction  ou  branche  de  fonction  y  =f{x) 
fist  continue  pour  la  valeur  Xa  de  x  si,  lorsque  l'on  donne  à  x  une 
suite  quelconque  de  valeurs  (en  nombre  infini)  z,,  X},  ...,  x„.  ..., 
se  rapprochant  de  plus  en  plus  de  x^  et  tendant  vers  la  limite  xo, 
les  valeurs  correspondantes  de  y  forment  une  suite  trndaal  vert 
une  limite  déterminée  {et  toujours  la  marne)  y^,  égale  kf{x^. 

Ceci  signifie,  d'après  la  définition  de  la  limite,  que  :  quel  que 
soit  le  nombre  donné,  arbitrairement  petil,  (.,  on  peut  trouver  an 
nombre  «  assez  petit  pour  que,  si  [  x»  —  x,,  |  <  a  [ce  qui  équi- 
vaut à  dire  que  Xg — œ  <x„<;x»  +  aj,  iVenr^ïaftc('}rinég»lité: 
[/(e-.)  —A^o)  \<s,ou:y,  —  s<  /(x„)  <  y,  +  i. 

Lorsque  cette  circonstance  se  présente,  on  peut  (sans  spécifier 

quelle  e«t  la  suite  de  valeurs  Xi,  Xî,   ...,  %, convergeant 

vers  Xo,  que  l'on  donne  k  x)  dire  que  y  tend  vers  la  «  limite  n 
yt  lorsque  x  tend  vers  x». 

Cette  définition  de  la  continuité,  est  conforme  à  celle  que  nous 
avons  donnée  plus  haut.  Les  dioerses  propriétés  qm  caractérisent 
^/onctions  continues  en  peuvent  être  déduites  ('). 

Cela   établi,    nous  dirons  qu'une  fonction  y  =  J{x),  définie 

(')  Vat  f\x-),  I  Xt]  Boui  désigneroni  les  valcura  prîaoapsr/  pour  x  •=  x, 
*  =  «,), 

(*)  Voit  infra  p.  422,  not«  a  «t  Trois,  Liv.,  dup.  tu,  §  i. 
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dans  un  certain  intervalle  a,  b  est  continue  dans  cet  intervalle  n 
elle  est  continue  poar  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
a  et  b. 


397.  GroiBaanoe  et  dëoroiseanoe  dM  variables.  —  Pour 
pouvoir  parler  de  la  continuité  d'une  fonction,  il  fuut  naturellement 
que  nous  fassions  varier  d'une  manière  continue  la  variable  indé- 
pendante X.  J'entends  par  lu  que,  pour  passer  de  la  valeur  x^  à 
une  valeur  voisine  x»  +  A,  nous  faisons  traverser  à  x  toutes  les 

valeui-s  intermédiaires  telles  que  Xo  -^  - ,  Xg  +31  ^^-  ^  nombre  h 
peut  d'ailleurs  âlre  positif  ou  négatif:  aiA>  o,  on  a  Xg  -(-  A  >  a;,, 
et,  de  X|,en  x^  +  A,  a:  va  en  croissant  (croît)  ;  si  A  <;  o,  on  » 
x„  -h  h  <  Xfttx  va  en  décroissant  (décroit)  de  x»  en  xo  +  A. 

Cela  posé,  nous  voyons  que  dire  d'une  fonction  y  de  a:  qu'elle 
est  continue,  c'est  dire  que  y  croit  ou  décroît  d'âne  manière  conlinue 
à  partir  de  y^  lorsque  x  croît  ou  décroît  d'une  manière  continue. 

398.  paies  et  infinis  des  fonctions.  —  Pour  un  esprit  non 
prévenu,  la  notion  de  continuité  est  intimement  liée  ii  celle  de 
fonction  algébrique.  Aussi  ce  que  tout  d'abord  nous  devons  nous 
altaclier  k  comprendre,  ce  n'est  pas  qu'il  y  ait  des  fonctions 
continues,  c'est  au  contraire  que  la  loi  de  continuité  puisse  soulTrir 
des  exceptions. 

Ces  exceptions  existent.  Elles  se  présentent,  en  particulier,  pont 
les  valeurs  isolées  de  x  pour  lesquelles  les  fonctions  algébriques 
ont  une  valeur  infinie. 

Considérons  la  fonction  y  ^  -  ■  Celte  fonction  est  bien  dé- 
terminée pour  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  de  x.  Pour 
X  -~^  o,  elle  n'a  pas  de  valeur.  En  effet,   lorsque  x  est  positif  et 

se  rapproche  de  o,  la  fraction  -  (tout  en  restant  positive)  devient 
plus  grande  que  les  nombres  les  plus  grands  ;  lorsque  x  est  négatif 
et  se  rapproche  do  o,  la  fraction  est  négative  et  sa  valeur  absolue 
devient,  elle  aussi,  infiniment  grande.  Nous  exprimons  ces  faits 
en  disant  que,  lorsque  x  tend  vers  o,  y  devient  infiniment  t/ranit 
positivement   ou   négativement   suivant  i/ae  x  est  positif  ou    né- 
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galif  (')■  11  y  a,  en  ce  cas,   dUcontinaiti  de  la  fonction  pour 

Afin  de  pouvoir  regarder  la  correspondance  entre  x  et  y  comme 
définie  quel  que  soit  x,  nous  conviendrons  de  dire  que  la  valeur 
de  y  correspondant  à  x  =:  o  est  i'injinï  et  nous  écrirons  : 

j-  =  =o  (pour  X  =  o). 

La  valeur  a;  =^  o,  pour  laquelle  la  fonction  rationnelle  y  = - 
est  inlrnic  et  discontinue,  est  appelée  «  pôle  »  de  cette  fonction. 
On  constatera  aernblablement  que  les  fonctions 

1  3i  ■+-  1  3:>  _  3n_  5 

sont  inlinies  (*)  et  discontinues  pour  a;  ^  i .   La  valeur  x  ^  i  est 
un  pôle  pour  cliacune  de  ces  fonctions. 

D'une  manière  générale,  pour  la  fonction  rationnelle  y  =  ^i~\ 
[P  et  R  étant  des  polynoiaesen  x\  toute  valeur  de  x  qui  annule  R, 
sans  annuler  P,  rend  y  infini  et  est  un  »  pôle  ». 

Nous  parviendrions  à  des  constatations  analogues  si  nous  étu- 
diions, au  voisinage  de  la  valeur  x  ^o,  des  fonctions  non  ration- 
nelles telles  qae  y  ^  x"^,  y  ^:~, ,  qui  deviennent  infi- 

x'(cx  -j-  d) 
niment  grandes  en  valeur  absolue  lorsque  x  tend  vers  (se  rap- 
proche de)  la  valeur  o.  Nous  dirons  que,  pour  ces  fonctions,  la 
valeur  a;  ^^  o  est  un  «  injini  »  (c'esl-à-dire  :  une  valeur  pour 
laquelle  ;y  =^  oo).  [Jusqu'à  nouvel  avis,  nous  réserverons  le  nom 
de  pôle  aux  u  înfmiu  »  des  fonctions  rationnelles  (')]. 

(']  Ramarquons  en  outre  que,  lorsque  z  traverse  la  valeur  o,  en  pas- 
sant du  «gno  —  au  signe  +,  y  saute  brus4|uement  d'une  valeur  négative 
infiniment  grande  à  une  valeur  positiva  infiniment  grande.  Nous  dirons 
alors  que  jf   taute  d»  ta  vateur  +  »  4   la   fabur    +    ce  .   Les  choses   se 


paMfnt  autrement  pour  la  fonction  y  =  -,  qui  eit  toujoun  positive  (cf. 
in/r«  af>  5(>3). 

(*)  Pour  a:  =3  I,  les  dénominateur»  des  fractions  sont  nuls  tandis  qu« 
les  numérateurs  ne  le  sont  pas;  et  l'on  vérifiera  facilement  que,  pour  z 
voisin  de  i  et  inférieur  à  i,  les  tractions  sont  négatives  tandis  qu'elles 
■ont  positives  pour  x  voisin  de  ■  et  supérieur. 

(*)  Voir  au  Trois.  Liv.,  cliap.  ir  la  dcfinition  générale  des  pAles. 
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infinis  étant  ainsi  caractériaés,  on  peut  aOirmer  que  :  Dont  tout 
intervalle  où  elle  exîtie,  eal  wÙDoque.  M  cmuerve  une  vakar finie 
{c'eat-à-dire  n'a  point  de  p&le  ou  infini),  une  fonction  algétriqae 
t}ueleonqae  de  la  «tu'iable  x  est  niceuairanenl  continae. 

On  a  pu  démontrer  ce  théorème  en  toute  rigueur  en  parlant 
de  la  définition  algébrique  de  la  continuité  donnée  au  n°  306  ('). 
Nous  nous  contentons,  pour  le  moment,  de  l'énoncer. 

400.  Fonction*  croissante*  ou  déoroissantaa.  Hazlma  «t 
uinlma.  —  Poursuivons  l'étude  générale  de  la  (onction  algébrique 
y  ^/(x),  ou  (')  y(x),  au  Koisinagfi  d'une  valeur  quelconque  X, 
de  X.  De  part  et  d'antre  de  x,,  nous  imaginons  qoe  x  varie  dans 
un  intervalle  où  la  fonction  est  supposée  être  définie,  univoque  et 
continue,  et  nous  examinons  comment  varie  y. 

Supposons  quex,  croissant  d'une  manière  continue  (voir  n"  397) 
passe  d'une  valeur  inférieure  à  j;,  à  une  valeur  supérieure  :  pen- 
dant ce  temps,  y  crott  ou  décroît  et  pacee  par  la  valeur  y^  pour 
X  =^  o'o  :  si  ^  crott,  nous  dirons  que  la  fonction  est  croissante 
pour  x=^  x^;  tiy  décrott,  nous  dirons  que  la  fonction  est  décrois- 
sante pour  x=^  Xa.  Vue  fonction  croissante  est  donc  caractérisée 
par  cette  circonstance  qu'elle  mne  dans  le  même  sens  que  x.  Une 
fonction  décroissante,  au  contraire,  varie  en  sens  inverse  du  sens 
de  a:. 

Il  peut  aïriv«r  qu'une  fonction,  qui  est  crotiemte,  au  vDiaisage 
de  0D,  dans  un  certain  intervalle  Xi'  <  x  <  Xi,  cesse  d'être  crois- 
sanlfi  pour  la  valeur  xi  et  décroisse  dite  que  x  >■  Xi  :  nous  dinms 

Cl  Ce  théorème  s'applique  aux  fonctions  implicite!  auui  bien  qu'aux 
fonctions  explicites.  Par  oontiv,  le*  foociious  tranicBndaiitaa  défiaie*  nu 
J  lo  du    chapitre  i  peuvent  Stra  discontinues  tout  en  reseant  Bïim. 

Considérons  par  exemple  la  fonction  g  ^  sin  -.  Posons  x  ^  i-',  d'oii 
y  ^  tin  s.  Etudier  y,  au  voisinage  de  x  >=^  o,  revient  &  étudier  sin  ■  pour 
les  grandes  valeurs  de  z.  Or  nous  savons  que  lonqne  s  augmente  tndifi' 
uiment,  sin  *  oscille  entre  la  valeur  —  i  et  -f  i  sans  admeUre  MMOBe 
limite  [ou  au»,  par  exemple,  eio  x  =^  o  p«Br  les  valeurs  «rbibrainBMnt 

granJes  x^  kjc{k entierj,  sin 2  =  i  pour  les  valeurs  s >=  ~  +  ffi  {k  en- 
tier}, etc.]. 

[')  Je  dés>^ne  lu  fonction  ainsi  pour  abréger,  cf.  a'  307. 
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al<H<B  qoe,  {lour  x  =:  cci  la  fonction  ptate  par  un  maximum.  :  le 
nuximani  est  la  valeur  yi  que  prond  y  pour  k^x,  (valeur  aupé- 
nenre  &  toutei  cellBKqœ  prend  lafonctîoD  an  voûiaage  dex  =  x,). 
—  Si,  au  contiaire,  ia  fonction  est  décroMsante  pour  x<Cx,  et 
croissante  pour  x  '>Xi,  nous  disons  qu'elle  passe  par  un  minimion 
pour  X  =  xi,  —  Ainsi  la  fonction  y  =  3j:'  passe  par  un  minimum 
{égal  h  o)  pour  x  =  o,  puisque  cette  fonction,  égale  à  un  carré 
positif,  ne  peut  pas  descendre  au-dessous  de  o.  La  fonction 
y  =  —  3(x — i)*  +  apas8e,   pour  x=i,   par  un    maximum 

401.  Remarque.  —  II  est  bon  de  remarquer  qu'un  maximam 
ou  minimum  de  la  fonction  y{x)  est  une  valeur  critique  de  la  fbiio- 
tion  inverse  xij)  [valeur  h  partir  de  laquelle  la  fonction  cesse 
d'exister,  voir  391].  En  effet,  soit,  par  exemple,  yi  un  maximum 
obtenu  pour  x  =  xi.  Pour  les  valeurs  de  y  voisines  de  y,  et  in- 
férieures, nous  avons  deux  branches  de^la  fooctton  x  (y),  dont  l'une 
a  des  valeurs  inférieures,  et  l'autre  des  valeurs  supérieures  à  Xi  ; 
mais  nous  ne  rencontrons  pas  de  valeurs  de  x  correspondant  aux 
valeurs  de  y  supérieures  à  ^i  (et  voisines  dey),  puisque  y,  est, 
par  hypothèse,  la  plus  grande  valeur  possible  de  y  pour  la  bcanche 
de  fonction  considérée.  —  Pour  la  valeur  critique  y^^/i,  nous 
avons  deux  branches  de  fonction  x{y)  confondues. 

Ainsi,  In  valeur  j'  =  o  est  critique  pour  la  fonction  x  =v/^  > 
inrarae  de  Sx*;  la  vabnr  y  ^  •!  eel  critique  pour  la  fonction 
x=  1  -+- 1/    ~"^  [fonctton  inverse  dey  ^  —  3  (x  —  i)'  -»-  ^\- 

403  Remarque.  —  Au  cas  où  l'on  considérerait  la  fonction  y 
dans  un  intervalle  où  elle  n'est  pas  continue,  il  se  pourrait  que  la 
fonction  passât  d'une  grande  valeur  A  une  valeur  plus  petite  sans 
^ponrcela  préacnter  un  maximum.  Cette  circonstance  se  présente 

pour  une  fonction  telle  que  ,  _  „  dont  la  valeur  Xo  est  un  pôle, 
ât  qui  saiiie  de  +  ao  &  —  os  ;  croissante  {jusqu'à  +  k>  )  pour 
X  ■<  X),  cHe  est  encore  crmssantc  (mais  repart  de  la  valeur  néga- 
tive —  90  )  quand  x  dépasse  x,. 
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403.  —  Ces  remarques  faîtes,  proposons -nous  de  poursuivre 
l'étude  de  la  croissance  ou  de  la  décroissance  d'une  fonction  algé- 
brique. Pour  faciliter  cette  étude,  nous  allons  éli-c  amenés  ù  détînir 
une  opération  nouvelle,  dont  la  portée  est  considérable  :  l'opération 
de  la  tlérivation. 


2.  —  Dérivées 

404  Le  rapport  t  .  —  Considérons  (')  une  fonction  de  x,  que 
je  désignerai  par  le  s)'mbole  y{x),  qui  soit  égale  k-y^  pour  x  égale 
à  X,,  et  univoque  et  continue  au  voisinage  de  x„.  Je  suppose  que  Je 
fasse  varier  x  avec  continuité  à  partir  de  x^  (n"  3B7  sqq.)  :  cela  re- 
vient à  donner  à  jr  un  certain  accroissement  h  [d'ailleurs  positif  ou 
négatif)  :  la  variable  x,  en  d'autres  termes,  passe  do  la  valeur  2:,  à 
la  valeur  a;  =  3;,  -h  A.  Pendant  ce  temps,  la  variable^  subit,  elle 
aussi,  un  accroissement  li,  positif  ou  négatif  :  elle  passe  de  la  valeur 
j-o  à  la  voleur  y  =:  y^  -h  k. 

D'après  le  n*400,  la  fonction  y  est  croissante  ou  décroissante 
au  voisinage  de  x„  suivant  que  les  accroissements  k  et  h  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires,  et,  par  conséquent,  suivant 

que  le  rapport  y  est  positif  ou  négatif.  Ainsi  le  signe  de  ce  rapport 
indique  le  sens  de  la  variation  de  la  fonction.  Ce  n'est  pas  tout  :  la 
valeur  absolue  du  rapport  .  peut  être  considérée  comme  donnant 
la  mesure  de  la  rapidité  avec  laquelle  la  fonction  y  est  croissante 
ou  décroissante  lorsque  X  varie  de  x^à  x^+  h.  En  effet,  ai  ce  rapport 

(')  La  notion  de  dérir^e  est,  comme  nous  lé  verrons  nu  chap.  m,  §  3, 
intimenieDt  liée  i,  celle  de  tangento  &  une  courlie,  et  c'est  sous  ce  vète- 
roent  géométrique  qu'elle  apparut  d'abord  dans  la  science  ;  elle  lut  défi- 
nitivement tirée  au  clair  par  Nbwtdn  et  Leibniz  [voir  infra.  Trois.  Liv., 
chap.  II].  C'est  de  l'œuvre  de  co  dernier  géomètre  que  procède  tiiatori- 
quement  le  calcul  des  dérivées  tel  que  nous  le  pratiquons  aujourd'hui  : 
les  règles  principales  en  sont  exposées  dans  le  traité  t  Nova  mtlliodiit 
pro  maximis  et  minimU  itemqut  tangtntibui,  qum  née  fraebu  rue  irra- 
tionalea  quanlilale»  moratur.  et  singulare  pro  itli»  caleuU  gtmu  ■  qui  fut 
publié  dans  les  AcCa  erudilorum  en  i6Si.  Le  mot  deriitiré  est  introduit 
par  Leibniz  dans  sa  i?^po/i>«  à  Xeivlon  de  1G7-'  iMalhem.  Werk.,  I.  I, 
p.  .J4-6a]. 
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est  très  grand  (en  valeur  absolue),  c'est  que  l'accroissement  de}' 

est  très  grand  par  rapport  à  celui  de  x  :  donc  la  croissance  ou  la 

fc 
décroissance  de  y  est  très  rapide.  Si  la  valeur  absolue  de  r  est  très 

petite,  la  croissance  ou  décroissance  de  yetl  très  lente.  \  un  double 
point  de  vue  donc,  la  connaissance  du  rapport  t  nous  donnerait, 
sur  la  variation  de  ^(;r),  d'utiles  indications. 

Mais  ces  indications  n'auront  évidemment  un  întéri^tque  si  k  (et, 
par  conséquent,  k,  d'après  le  n°  396)  est  très  petit  (positif  ou  né- 
gatif). £n  efTet,  si  h  n'est  pas  très  petit,  nous  ne  pouvons  rien 
dire  de  précis  sur  la  rapidité  avec  laquelle  varie  y  dans  l'intervalle 
x^  à  Xg  +  h,  puisque  cette  rapidité  est  susceptible  de  varier  elle-même 
quand  a;  parcourt  (')  l'intervalle.  Ainsi,  dans  le  cours  d'une  heure 
la  rapidité  d'un  train  peut  changer  bien  des  fois,  et  si,  parce  que 
le  train  a  parcouru  finalement  90  kilomètres,  je  dis  qu*il  a  «  fait  du 
90  à  l'heure  »  je  ne  défmis  ainsi  qu'une  vitesse  moyenne  et  fictive  : 
tantôt,  en  réalité,  le  train  a  fait  plus  et  tantôt  moins.  Pendant  une 
durée  très  courte,  au  contraire,  —  par  exemple  un  millième  de 
seconde,  —  je  puis  admettre  que  la  rapidité  n'a  pas  le  temps  de 
changer,  en  sorte  que  res))ace  parcouru  par  le  train  me  donne  bien 
une  idée  de  sa  vitesse  etTective.  Plus  l'intervalle  h  sera  petit,   plus 

le  rapport  t  indiquera  avec  exactitude  la  rapidité  (*)  de  la  variation 
de  la  fonction  aa  moment  précis  où  x  passe  par  ta  valeur  x^. 

405.  —  Supposons  donc  que  nous  considérions  des  accroisse- 


(')  Sur  celte  assimilation  d'une  variable  x  à  un  point  (extrémité  d'une 
abtcîssB)  mobile  >ur  une  droite,  voir  tupra  n°  'tg^i. 

(I)  C'est  en  recourant  ainii  à  la  considération  du  mouvement  que 
Nkwton  définissait  la  dérivée,  qu'il  appelait  /luzùin.ConsidéraDt  les  quan- 
tités tonctioni  de  x  (qu'il  appelait  fluente^}  comme  des  points  mobiles 
(voir  la  note  précédente)  il  en  calculait  les  vitesses  pour  une  variation 
arUtratremanl  petite  (et,  à  la  limite,  infiniment  petite)  de  la  variable  : 
>  velocitatci  quibus  singulœ  Fluentes  augentur  per  mctum  geneiantem 
(quasvelocitates  appello  Fluxiontt,  aut  sïmpliciter  velocitalM  vel  celerilatet] 
exprimuntur  elsdem  litteris  puncto  auctis,  sic  ù,  t.  y  et  i  [la  variable 
indépendant  itaildiiigniepart]  ■  {Melhodut  fluxionum,  Opuscula  Mathem., 
p.  54.  Cf.  supra,  p.  383,  note  1).  La  notation  que  propote  ici  Newton 
d'b  point  passé  dans  l'usage.  ^  Sur  la  déHaitiou  rigoureuse  de  la  vitesse, 
voir  Troit.  Liii.,  fin  du  ch.  11. 
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in«nUA«t  £.-<le|4iueiL  pUa  ei  arbilrairement  {')ptlita:  aiora,  dan» 
la  fraction  r  ,  les  deux  termes  deviendront  plus  petits  qne  n'im- 
porte  quel  nombre  donne  ;  mais  la  Traction  ^  pourra,  quant  à  elle, 

se  rapprocher  d'un  nombre  déterminé  (ni  infiniment  petit,  ni  infi- 

k 
niment  grand);  et  ce  nombre,  alors,  a  limite  de  ^  pour  h  =  o  n, 

sera  la  mesare  de  la  vitesse  de  la  variation  de  y.  Commenl  le  rap- 
port T  est  en  efiet  susceptible  d'avoir  une  limite,  c'est  ca  dont  nous 
nous  rendrons  facilement  compte  en  remarquant  que  puisque  j 
est  fonction  algébrique  de  x.  l'accroissement  k  est  lui-même 
fonction  algébrique  de  A,  et  (Onction  égale  à  o  pour  A  =^  o  : 
ainsi  A;  est  égal  à  une  expression  algébrique  telle  que  par  exemple  : 

fc=3A-i-  3  A'  ou  k  =  _,  ijt  etc.  Les  veleurs  de  t  correspon- 
dant  à  cex  exemples  sont  : 


-  =  a+3A. 


onvoitque.lorsque&serapprochedeo,  ces  valeurs  se  rapprochent 
d'une  valeui'  déterminée,  3, bien  que  la  fraction  .donlles  deux  termes 
deviennent  arbitrairement  petits,  tende  à  prendre  (si  on  ne  la 
simplifie  pas)  la  forme  dépourvue  de  sens  - . 

Lorsque  la  limite  de  ^  existe  (■),  eHc  est  appelée  dérivée  île  la 
fonction  y  pour  x  ^  x,.  La  valeur  do  la  dérivée  peut  naturellement 
varier,  et  varie  en  général,  avec  la  valeur  de  x,  :  elle  est  donc 
fonction  àè  Xg. 

406.  Exemples  de  dérivées.  — ■  Goasidérona  la  fondioii 
y^=a^aa  voisinage  d'ttœ  vataur  qadccnque  x^  de  a:.  Pour«=x«, 
nons  avons  y  ^=  y(,  =  xi.  Pour  x  =  3C,  -J-  A,  nous  avons 

(*}  Au  sens  de  la  pafe  55,  note  i. 

(*)  Voir  au  n"  ^07  [Remarque]  ce  qu'il  laut  au  juate  Aoteadre  pat  U. 
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Bb  cenaéquence  : 

k  =  (x,  -H  ft)"  —  xl=:  aT,fc  +  A'  ;  ,  =  aa;„  -(-  ft; 

lorsque  k  tend  vers  o,  le  rapport  ■;  admet  la  limite  3x,  ;  cette  li- 
mite est  la  dérivée  de  la  fonction  pour  x  -^  x,,.  D'ailleurs  Xa  est 
une  valeur  quekonqae  de  x  ;  nous  pouvons  donc  énoncer  te  résul- 
tat snivant  :  pour  toute  valeur  de  x,  la  fonction  y  =x*  admet  une 
dérivée  égale  à  ^x. 

Considérons  la  fonction  y  =■-  v'ï  au  voisinage  âe  a:».  Nous  avons- 

n  =  v^'     y»-i-i'  =  /ï,  +  A.     k  =  v'x,  ■+•  h  ~  v/ï; 

d'où   l'oa  déduit  ('>  (d'aprt»  le  n"  303)  k  =   ..  ^^^ =. 

Lorsque  A  tend  vert  o,  le  rapport  j  admet  une  limite  é^ale  & 
— ^= .  Nous  énoncerons  donc  le  résultat  suivant  :  nour  toute  va- 
leur  de  x,  la /onction  y  =^^/x  admet  {ou  a)  une  dérioée  égale  à 

407.  DéttnitioD  géaéràlm  dm  U  dérivée.  NoUrtîOB«.  —  TiooB 
avoDs  vu  conuncBt  on  déGnit  la  dérivée  pour  une  valeur  x^ 
de  x;  cette  valeur  étant  quelconque,  il  est  permis  de  la  désigner 
par  la  lettre  x,  sans  indice,  ainsi  que  nous  T'avons  fait  dans  les  deux 
énoncés  donnés  ci-desras.  On  formula  alors,  d'ordinaire,  la  dé(i- 
aitionde  la  dérivée  dans  les  termes  et  avec  lesnotalionBMirvantes  : 
'  Soit  X  une  valeur  quelconque  de  la  variable  indépendante  (an 
voisinage  de  laquelle  la  fonction  est  supposée  univoque  et  continue) 
et  ^  b  valenr  correspondante  de  1*  ïonctioB.  A  partir  de  la  v^ur 
X  je  donne  à  la  variable  indépendante  on  acnoàsMuent  (pesitif 
on  négatif)  égal  à  Ax  :  il  en  risiilte  pour  y  an  accroùetineBl  Sy. 

Si  le  rapport  v~  admet  une  limite  (et  une  limite  unique)  lorsque 

^')  On  k  voit  «■  IwMnt  v  =  x^  +  h  et  ^  ^  x,  dam  l'identité 

^/â  —  /S  =  T 1=  'i^  ••  déduit  immédiatement  des  ideatitéi  (XVj 

d«  ■<>  3o3. 


.ï  Google 


4oO  ClLCt'L    DBS    FONCTIO:<S 

Ax  prend  une  suite  quelconque  de  valenrs  tendant  vers  o,   cette 
limite  est  la  dérirée  de  la  fonclion  poar  la  valeur  x  de  la  variable. 
Remarque.  —  Aux  termes  de  celte  ^érmîtion,  on  suppose  tou- 
jours, lorsqu'on  déclare  que  la  fonction  admet  une  dérivée,  que  la 

limite  du  rapport  j^  et  la   même  qae  t accroissement   Ax   tende 
vers  o  par  valeurs  positives  ou  par  valeurs  néfjalives. 

On  désigne  généralement  la  dérivée  de  y  par  la  lettre  v*  affectée 
d'unaccent(on/v(:yp/7/iie),  ou  par  y.,  l'indice  indiquant  la  variable 
par  rapport  à  laquelle  est  prise  la  dérivée  :  on  l'écrit  aussi  (')  : 

y  ,  symbole  qui  rappelle  que  la  dérivée  est  obtenue  en  prenant  le 
rapport  de  deux  accroissements  ^y,  Ax  que  Ton  fait  tendre  vers  o. 
Si  l'on  veut  rappeler  que  les  variables  dépendantes  y  et  y  sont 
(snctions  de  x,  on  peut,  au  lieu  de  y  et  y',  écrire  :  y(x)  et  y'{x')  ; 
ou  bien,  si  l'on  a  posé  j*  ^  f(x),  on  écrira  :  y'  =  f  (a:). 

408.  Dérivées  d'ordre  supérieur.  —  La  déri\ée  y",  étant 
fonction  de  x,  peut  avoir  elle  même  une  dérivée  :  cette  dérivée  sera 
appelée  h  dérivée  seconde  a  ou  «  dérivée  d'ordre  -a  «  de  la  fonction 
y  :  on  la  représentera  par  le  sjmbole  (')  y'  [y  seconde],  ou  par  le 

symbole  j^j,  symbole  dont  la  forme  sera  justifiée  ultérieurement. 

La  dérivée  de  j*' (dérivée  troisième  o\i  d'ordre  trois)  s  écrit  y',  ou 
-,-\ .  La  dérivée  d'ordre  4  s'écrit  y"*  ou  ji,  et  ainsi  de  suite. 

Le  calcul  de  la  dérivée  d'une  fonction  peut  être  considéré  comme 
une  opération  effectuée  sur  l'expression  de  la  fonction.  Nous  appel- 
lerons cette  opération  :  dérivation. 

409.  Dérivée  d'une  constante.  —  Une  constante  est  une 
quantité  qui  reste  fixe  lorsque  x  varie.  Son  accroissement  est  donc 
nul  quels  que  soient  a:  et  Ax  :  j'en  conclus  que  sa  dérivée  est  tou- 
jours nulle. 

I')  Ces  notations  —  dont  les  tria  grandi  avantages  apparattront  dam 
la  suite —  sont,  à  quelques  modifies  dont  pris,cel]ea  qu'employait  Lbibnii, 
et  qu'il  définit  dans  son  traita  des  Acla  erudilorum,  f684  {vide  tupra, 
p.  '<<|6.  note  i). 

(')  Si  l'on  a  posé  y  =  j/;*)  ou  y  =  /a),  onpourra^rirey' =  ï*,x)  ou/'[x). 
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410.  Dérivée  d'ans  somma.  —  La  dérivée  d'une  somme  est 
égale  à  la  somme  des  dérivées  des  termes  de  cette  somme.  Suppo- 
sons, en  efTet,  que  la  fonction  y  de  x  soit  la  somme  de  plusieurs 
fonctions,  par  exemple  (')  de  deux  fonctions  u  et  v.  Appelons 
&y.  Au,  \v  les  accroissements  subis  par  y,  u,  v,  lorsque  x  s'accroît 
de  Ax  :  nous  avons  évidemment  : 

ij-  =  iu  +  An. 

L  eg;a1ité  subsiste  lorsque  nous  divisons  les  trois  accroissements 
par  ix  :  cela  quelque  petit  que  soit  àx. 

Si  donc  nous  faisons  tendre  Ax  vers  o,  nous  avons  : 

limite  de  ^  :=  limite  de  ^r — h  limite  de  ^r-  ,      donc      v'  ^  u'  -(-  u' . 


4ll.  Dérivés  d'an  produit  ('). —  l' Le  produit  ifwie  fonction  y 
par  une  constante  a  a  pour  dérivée  le  produit  af.  En  effet,  lorsque 
X  s'accroît  de  Ax  et  )>  de  Ay,  l'accroissement  de  ay  est  aAy  et  le 

rapport  de  cet  accroissement  h  Ax  est  d  t^- 

3*  La  dérivée  du  produit  uv  de  deux  fonctions  u  et  v  est  égale  à 
«'ti  -4-  v'u. 

En  effet,  posons  y  ^  uv  et  appelons  Au,  Au,  A^,  les  accroisse- 
inents  de  Au,  Ad,  ày  correspondant  à  l'accroissement  Xc  de  x. 
^ous  aurons 

ij  r=  (u  -)-  in)  (u  -1-  Au)  —  au  :=  cAu  ■+■  uAv  +  Au.Avi 

donc 

Aj-  Au  ^      Au    ,    Au  . 

égalité  qui  subsiste  lorsque  \x  tend  vers  o,  et  qui  donne  {At>  de- 
venant nul)  : 

,  .  éy  du  do  ,  , 

[■)  La  même  dimonitration  s'appliqu»  à  la  Bomme  d'un  nombre  quel- 
conque de  fonctions, 

(*}  Leibnii  énonce  ces  riglea  soui  uno  tormo  un  p«u  difiércnte  on 
considérant,  bu  lieu  des  dérivées,  les  di/fir»ntiêB«t,  dont  noui  parlerons 
dans  notre  Troitième  Livre,  ch.  ii. 

Boimovi.  —  Lu  Principes  da  l'AïuljM  lutUnutiqiM.  iG 
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413- IMrivfolognltluaique.  —  On  appelle  dérivée  loga- 
rithmique d'une  fonction  y  (vide  in/ra  433)  le  rapport  •- .  L'inlérftt 
de  cette  exprefisian  lient  au  théorème  suivant  : 

La  dérivée  logarithmique  d'un  produit  est  égale  à  la  somme  des 
dérivées  logarithmiques  des  fadeurs  du  prodail. 

Considérons  d'abord,  en  efTet,  le  produit  y  des  deux  faleurs  u 
et  V.  Nous  tirons  de  l'égalité  (t)  [en  en  divisant  les  deux  membres 

par}*]  •'-=â~^v'  ^<3°*'<^^^">*tt  ■*<*'°'^'Mtit  \eproànitz  =  amoi 

î'      y      w"         .... 
posant  y  =^  au,  nous  avons  z  =  yw,  -  ^  "^ — i —  ;  mais,  d  après 


De  proche  en  proche,  nous  dénionti-erons  ainsi  que  le  théorème 
est  exact,  quel  que  soit  le  nomhre  des  facteurs  du  produit. 

413.  Dérivée  d'ane  pnlManoe  entière  de  x.  —  Soit  y  =  x" 
une  puissance  entière  de  x.  La  dérivée  logarithmique  de  x~  est 
égale  k  m  fois  la  dérivée  logarithmique  du  facteur  x  ;  or  celte  der- 
nière dérivée  logarithmique  n'est  autre  que  -  puisque  U  dérivée  de 
XGst  (')  I.  Donc  nous  avons  : 

/m        j,   ,  ,       mr"  . 

t  =  ~-;       do,.       /  =  — =  ™:-.. 

Dérivée  d'un  polynôme.  —  Un  polynôme  étant  use  somme  de 
puissances  de  x  multipliées  |>ar  des  constantes,  nous  saurons  cal- 
culer la  dérivée  d'un  polynôme.  Ainsi  la  dérivée  du  polynôme 
y  =^  3a;'  —  a;'  H-  oar  -f-  ab*  est  y'  =;  3.3ar*  —  ax  -t-  a  ^  gx'  —  ax  +  a. 

414.  Dérivée  d'un  quotient.  —  La  dérivée  da  qaotieal  ~  de 
de  deux  fonctions  de  x  est  égal  à -3 

En  effet,  lorsque  x  subit  l'accroissement  Ax,  nous  avons  : 

'     CI  Le  r«pp«pt  de  rseerotMMueiit  A^rde  «  à  cet  aoereiiMinnit  — mtme 
est  égal  à  I. 
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téduîsBDt  KD  roéom  dénorainaleur,  il  vient  : 


Ar  =  7 


-  Au)  '        Aa  ti'  +  uAu 

Lorsque  àx  tend  vers  o,  le  numérateur  de  la  dernière  fraction 
se  rapproche  de  plus  en  plus  de  va'  —  uv',  tandis  que  le  dénomi- 
natenr  se  rapproche  de  v';   donc  t£   admet  une  limite   qui    est 


415.  Applioatioii.  —  Soit  k  calcuLer  Is  dérivâe  de  l'ÎDvarse  d'une 
puissance  entibre,  af,  de  x  ;  nous  poiofona  s  =  i ,  v  =  ic**,  d'afr 
u'  =  o,  v'  =:  mx"*"',  et  nous  auroiu  : 

dérivée  da  ^  ;=  — j—  =;  — t- —  ^=  ^^irr  • 


En  introduisant  des  exposants  négatifs  (n"  137),  nous  présen- 
terons comme  il  suit  ce  résultat.  Posons  m'  =  —  m  [m'  est  alors- 
nigitii)  :  nous  avons  J;  =  «—  =  x-'  A^  =  x---*;  «oub 

constatons  donc  que  ta  dérivée  de  a;""  esl  m'ac"'"'  :  la  régie  qui 
donne  celte  dérivée  eat  celle  mAme  qvi  dcane  la  dérivée  de  x^  pour 
m  entier  positif. 

Dérivée  (Tarte  fonction  rationnelle.  —  Sachant  calculer  la  déri- 
1^  d'un  quotient  et  la  dérivéa  d'an  pelyaome  quelconque,  nous 
saurons  calculer  la  dérivée  d'une  fonction  rationnelle  quelconque. 

410.  Dérivée  d'une  Imotten  iwere*.  —  Soit  y  fonction  de  an 

sa  dérivée  est  la  limite  du  rapport  -^  lorsque  Ajt  et  A^  tendrad 
tous  deux  vers  o.  D'aube  part,  la  décivée  de  la  fonction  inverse 
(n'  383)  xdo  y  est  la  limite  du  rapport  7-  ■  Mais,  quels  que  soient 
Ax  et  Ay,  on  a  y-  =  -^-;  celte  égalité  subsistant  {')  lorsque  Ax 


(')  I^s  théorèmes  géoéraux  sur  les  limitée  que  nous  énonceront  en 
détail  dans  notre  Troiêiiuu  Livre,  eonduigent  immédiatament  i  c«tte 
concluuon. 
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et  Ay  tendent  vers  o,  il  en  résulte  :  dérivée  de  x  par  rapport  à  la 
variable  y  ^=  inverse  de  la  dérivée  dey  par  rapport  à  la  variable  x, 
ce  qu'on  écrit  (l'indice  indiquant  la  variable  indépendante, 
cf.  n"  407)  : 

x'     =   -r  ,  OU  y'     =:   -r- 

'     y.  '      <^, 

C'est  ainsi  que  (comme  nous  l'avons  vu  au  n"  40C)  la  dérivée  de 
la  fonction  y  ^  '/i  est  l'inverse  —  de  la  dérivée  de  la  fonction  de  y, 
x=^y*. 

Soit  à  calculer,  plus  généralement,  la  dérivée  de  ^  =  x-,  m 
étant  un  entier  poaitif  ou  négatif.  Cette  fonction  est  fonction  in- 
verse de  la  fonction  de  j",  x^  y",  dont  la  dérivée  est  x,  =  my"~' 
(n*  413  et  n°  416).  Donc,  on  a 


417.  Dérivée  d'une  fonction  de  fonction  (lonoUon  c 

■ée).  —  Soit  y  fonction  de  x,  et  x  fonction  de  z.  Nous  avons  dit 
(n'  304)  qu'en  ce  cas  y  peut  être  considérée  h  volonté  comme 
fonction  de  x  ou  comme  fonction  de  z.  Nous  aurons  donc  aussi  à 
considérer  deux  dérivées  de  y  :  l'une,  limite  du  rapport^,  est 
la  dérivée  de  y  par  rapport  à  la  variable  x  ;  nous  l'écrironi 
y.  ou  -f^.  L'autre  dérivée,  limite  du  rapport  ^,  est  la  dérivée  de  y 
par  rapport  à  z  ;  noua  l'écrirons  y',  ou  ■/ ,  Quant  k  la  variable  x, 

qui  est  fonction  de  z,  elle  admet  une  dérivée  par  rapport  h  z, 

.      ,         dx 
savoir  X,  ou  -p  ■ 

Cela  posé,  nous  remarquons  que,  quels  que  soient  Az,  Ax  et  Ay, 
nous  avons 

Aj^ A^     A*. 

Ai        Az     3F' 

cette  égalité  subsistant  lorsque  les  accroissements  àx,  Ay,  Az  ten- 
dent  vers  o,  nous  avons  k  la  limite 

dr       dy     dx 
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égalité  qui  nous  donne  la   règle  de  dérlvalion  d'âne  fonclion  de 
fonction  [ou  fonclion  composée). 

Application.  —  Soit  k  calculer  la  dérivée  de  y  =  /i  -i-  ar'.  Je 
pose  I  +  x'  =  u,  et  j'ai  alors 


La  même  méthode  permettra  de  calculer  la  dérivée  d'une  racine 
d'ordre  quelconque  portant  sur  un  polynoime  en  x  ou  sur  une  fonc- 
tion rationnelle. 

418.  Dérivée  d'ane  paissanoe  rationnalle  â«  x.  —  Consi- 
dérons la  fonction  ^  =  xi ,  où  p  et  ^  sont  des  nombres  entiers 
quelconques  positifs  ou  négatifs.  Pour  calculer  sa  dérivée,  nous 
=  u.  Nous  aurons  d'après  les  n**  413,  416,  416  : 


poserons  x  < 

=  u.  No 

ufl  aur 

y  =  uy 

d'où  y. 

=  p« 

donc            /, 

=?"'- 

'■'• 

Posant  dès  lors^ 

=  m. 

.l^'\ 


,  nous  pourrons  énoncer  la  proposition 
suivante  :  Quelque  soil  le  nombre  ralionel  (positif  ou  négatif)  m, 
la  dérivée  de  x"'  esl  toujours  égale  à  mx"~'.  Cette  règle  ne  diffère 
pas  de  celle  qui  a  été  donnée  au  n°  413  pour  m  entier  positif. 

419.  Signe  de  la  dérlTée-  Haxima  et  mlnlma.  —  Nous 
venons  d'exposer  les  méthodes  au  moyen  desquelles  on  calculera 
les  dérivées  des  fonctions  algébriques  explicites.  11  nous  faut  voir 
maintenant  (ou  commencer  k  voir)  quel  usage  nous  pourrons  faire 
de  ces  dérivées. 

Soit^  une  fonction  uni voque,  continue,  et  admettant  une  dérivée 
continue  dans  un  intervalle  a,  b  {vide  3S1). 

U  résulte  de  la  défmition  mime  de  la  dérivée  (n°  407)  que  si, 
pour  X  =  xn,  h  fonction  y  admet  une  dérivée  positive,  elle  est 
croissante  ;  si  elle  admet  une  dérivée  négative  elle  est  décroissante. 
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Ainsi  le  signe  de  la  d^rîv^  fait  coniudtra  le  sens  da  la  variation  ds 
la  fonction. 

Supposons  maintenant  qne,  pour  x  =  Xi ,  la  fonction  paase  |>ar 
un  maximum  (n"  400)  :  elle  cesse  de  croître  pour  décroître  :  donc 
la  dérivée  y,  qui  était  positive  (au  voisinage  de  3!;i)  pour  x  <;  x,, 
devient  négative  pour  x  >  Xx,  et  comme  y  varie  d'une  manière 
■continue,  cette  fonction  est  nulle  pour  x  =  Xj.  Réciproquement, 
si  la  dérivée  y'  est  nulle  pour  x  =  x,.  et  si  elW  passe  du  signe  + 
au  signe  —  lorsque  x,  en  croissant,  traverse  la  valeur  0:1,  nous 
sommes  assurés  que  la  fonction  y  présente  un  maximum. 

Supposons  au  contraire  que,  pour  3;  ^=  x,  :  la  fonction  passe  par 
-un  minimum  ;  elle  cesse  de  décroître  pour  croître  ;  donc  la  dérivée 
s'annule  et  passe  (lorsque  x  passe  de  x  <x,  à  x  >-  x,)  du  signe  — 
au  signe  +.  Réciproquement,  si  la  dérivée  se  comporte  ainsi,  la 
■valeur  x  ^  x,  donne  un  minimum  de  la  fonction  (*). 

Cela  étant,  il  nous  sera  facile  de  déterminer  le  sens  de  la  varia- 
tion de  la  fonction  y{x)  ()our  une  valeur  quelconque  Xo  de  x.  Si  la 
dérivée  y'(X(})  est  positive,  la  fonction,  avons  nous  dit,  est  crois- 
sante; si  y'(xt)  <:  o,  la  fonction  est  décroissante.  Dans  le  cas  où 
y  (xo)  =  o,  considérons  la  dérivée  seconde,  /,  pour  la  valeur  Xo 
de  x.  Si  /(xo)  >  o,  la  fooclion  /(x)  est  croissante  pour  x  ^  x,,; 
donc  lorsque  x  passe  de  x  <  xo  È  x  >  xo,  la  dérivée  /  (nulle  pour 
x  =  Xo)  passe  du  signe  —  au  signe  -+-  :  donc  y  présente  un  mi- 
nimum. Si,  au  contraire,  /(xo)  =  o,  /(x,)  <  o,  la  fonction 
.présente  im  maximum. 

Bemarqae.  —  La  règle  ainsi  formulée  est  en  défaut  si  l'on 
a  en  même  temps  /(ce,)  =  o,  y'(x„)  =  o.  En  ce  cas  la  fonction 
y,  nulle  pour  x  ^  x^,  passe,  pour  cette  valeur,  par  un  maximum 
oa  par  un  minimum,  suivant  que  la  dérivée  seconde,  y",  est  néga- 
tive ou  positive  (en  x^  Xo).  Si  y  passe  par  un  maximum,  cette 
foDctioii  est  positive  de  part  et  d'antre  de  x^;  donc  la  fonction  y  ne 
<xaae  pas  de  croître  lorsque  x  traverse  la  valeur  x„.  Si  y'  passe  par 
un  minimum,  la  fonction  y  ne  cesse  pas  de  décroître.  Dans  le  cas. 

Cl  Sans  nommop  expressément  la  dérivie  —  qui  n'avart  point  «neore, 
de  son  tempu,  été  définiB  et  étudiée —  FcmuAT indique  tris  exACtement, 
daua  un  opuscule  co  mm  unique  à  Descahtes  en  iC'J't,  la  marche  du  calcul 
les  minima  [voir  tn/ra, 
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OÙ  l'on  aurait  y'ix^)  =  o,  /(x»)  =  o,  y"{x^)  =  o,  on  ferait  ialer- 
venir  la  dérivée  d'ordre  4  et  *<nR  de  auile  ('). 

420.  Théor«me  des  acoroissements  Unis,  —  L'application 
que  noua  venons  d'indiquer  n'est  pas  la  seule,  loin  de  \h,  à  laquelle 
donne  lieu  le  calcul  des  dérivées.  Nous  allons  voir,  en  eOel,  sans 
tarder  que  la  notion  de  dérivée  joue  un  tdle  depreinier  ordre  dans 
tous  les  problèmes  essentiels  de  l'algèbre  et  de  l'analyse.  Mais,  avant 
d'aller  plus  loin,  faisons  tout  d'abord  une  remarque  qui  se  rat- 
tache direclement  à  la  définition  de  la  dérivée. 

Nous  avons  dit  quels  dérivée  mesure,  en  quelque  manière,  lavi-. 
tesse  de  la  variation  de  la  fonction  dans  un  intervalle  x„  —  A,  Xg  +  A  ; 
mais  ensuile  nous  avons  restreint  cet  intervalle  et,  en  faisant  tendre  A. 
vers  o,  nous  l'avons  rendu  a  inûnimeat  petit  •>.  Ainsi  la  connais- 
saoce  de  la  valeur  de  la  dérivée  pour  une  valeur  déterminée  x,dtx 
ne  pourra,  aemble-t-il,  rien  nous  apprendre  k  elle  seule  sur  la 
variation  de  la  fonction  dans  un  intervalle  fini  (non  infiniment 
petit)  contenant  x„. 

Non,  sans  doute,  nous  ne  pourrons  rien  déduire  de  cette  valeur, 
si  nous  choisissons  au  hasard  l'intervalle  et  la  valeur  Xf  Mais 
nous  pouvons  démontrer  la  proposition  suivante  qui  est,  nous  le 
verrons  plus  tard,  grosse  de  conséquences  ;  5i  /[x)  est  dans  linler- 
valu  o,  b,  une  fonction  continue  pourvue  (Tune  dérivée,  il  existe 
an  nombre  x»  de  f  intervalle  tel  que  ton  a  l'égalité 
/{t)  _/(«)  =  (6 -<i)/(x,). 

Ainsi  le  rapport,  à  l'accroissemenl  b —  a  de  la  variable,  de  l'ac- 
croissement correspondant  de  la  fonction,  est  mesuré  par  la  valeur 
prise  par  la  dérivée  en  un  point  (au  moins)  intérieur  k  l'inter- 
valle a,  b. 

(■)  La  diacuMioa  qui  précède  wt  faite  dam  l'hypothèse  où  la  fonctàon 
y[x]  «t  BB  dérivée,  —  la  fonction  y'  ~  fltf)  —  sont  toutes  deux  uni- 
Toques  et  continues  au  voisinage  de  la  valeur  z».  Dans  le  cas  ob  il  n'en 
eat  pas  aiiiii,  une  étude  spéciale  est  nécessaire  pour  voir  comment  se 
ewnporte  la  fonetion.  Ainsi  la  fonction  y  ^  x^x-  dont  la  dérivée, 
égale  à  -  /x,  s'annule  pour  z  ^  o,  ne  présente,  pour  cette  valeur  de  x 
ni  masimum,  ni  minimum,  et  n'est  ni  croissante,  ni  décroissante  :  elle 
cesse  d'exister  pour  x  négatif  et  la  valeur  ;r  =  u  est  pour  «lie  une  i^lmir 
eritiqu»  au  iwh  du  t>/>  3g\. 
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Pour  démonlrer  ce  Uiéorème,  nous  ferons  d'abord  la  remarque 
suivante  :  Si  une  fonction  P{x),univoque,  continue  et  admettant  ane 
dérivée  continue,  dans  tinlervalle  a,  b,  s'annule  pour  x  ^^  a  et 
X  =  b,  sa  dérivée  s'annule  pour  une  valeur  x^,  au  moins,  entre 
a  et  b. 

En  elTet  ('),  si  F{x)  était  constamment  nulle  lorsque  x  varie  de 
ak  b,  cette  fonction  serait  constante  et  sa  dérivée  serait  nulle  dans 
tout  l'intervalle.  Si  F[x)  n'est  pas  constamment  nulle,  elle  prend 
entre  a  et  6  des  valeurs  positives  ou  négatives.  Admettons  qu'elle 
prenne  des  valeurs  positives  :  devant  redescendre  vers  o,  lorsque  x 
s'approche  de  b,  elle  prend  nécessairement  (*),  pour  une  valeur 
de  X  comprise  entre  a  et  b,  une  valeur  positive  plus  grande  que 
toutes  les  autres  ;  elle  passe,  en  d'autres  termes,  par  un  maximum, 
auquel  correspond  une  valeur  nulle  de  la  dérivée.  Pareillement, 
si  F(x)  prend  des  valeurs  négatives  entre  a  et  b,  cette  fonction  doit 
passer  par  un  minimum.  Dans  les  deux  cas,  V{x)  est  nulle  pour 
une  valeur  as,  comprise  entre  a  et  b. 

Ceci  dit,  posons-^  '  i  ^•'  -  =  m,  et  considérons  la  fonction  [*) 
de  ce 

f(x)=f(:c)-/{a}-m{x-a). 

Cette  fonction  est  continue  et  admet  une  dérivée  continue  de 
même  que /(a;).  D'ailleurs  elle  s'annule  (il  est  facile  de  le  vérifier) 
pour  a;  =  o  et  pour  x  ^  b.  Donc  sa  dérivée,  qui  n'est  autre  que 
F'{^)  =fÇx)  —  m,  s'annule  pour  une  certaine  valeur  x^  de  x  com- 
prise entre  att  b  ;  pour  cette  valeur  on  a 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

421.  Raolnea  multipleB  d'une  équation.  —  La  consi- 
dération des   dérivées  simplifie  considérablement,  comme    nous 

CI  Noui  nous  bornons  ici  à  eiquîsier  une  démonstration  que  aeule  la 
théorie  complète  de  la  continuité  {telle  que  noua  le  présenterons  daoi 
notre  Troiiième  Livrt)  permet  de  rendre  tout  à  tait  rigoureuse. 

{']  Nous  admettrons  a  priori  ce  fait  qui  parait  intuitif  :  il  peut  cepen- 
dant et  doit  itre  établi  par  une  démonstration. 

(')  m  est  un  nombre  indépendant  de  x  ;  c'ett  une  constante. 
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Talions  voir,  l'étude  des  équations,  polynomales  ou  autres,  qui 
ont  des  racines  multiples. 

Soil/(a:j  =^o  une  équation  polynomale(')  dont  un  nombre  a;,  est 
racine  d'ordre  o:  (356).  Nous  avons  vu  que  lorsqu'il  en  est  ainsi,  le 
polynôme /(œ)  est  divisible  par  {x  —  x,)"  :  nous  avons  donc 

f{x)  élanl  un  polynôme.  Nous  en  déduisons,  en  appliquant  la  règle 
de  dérivation  des  produits 


.(«■ 

-'.)' 

-■!(«) 

-H 

(»- 

-".)' 

./(x) 

(»- 

■  I,)»- 

'  I.îW 

+ 

(.T- 

-',)■! 

■wi. 

égalité  qui  montre  que /'(a;)  est  divisible  par  la  puissance  (x — iCi)*~'. 
Réciproquement,  si  Xi  est  racine  commune  aux  équations 
f[x)  =:  o  (ttf'(x)  =  o,  cette  racine  est  sàrcment  une  racine  mul- 
tiple de  /{x).  En  çffet  nous  aurons  f{x)  ^  {x  —  iCj) ,  fplx),  f{xy 
étant  un  polynôme.  Donc,  en  dérivant  : 

mais  on  suppose  y  (x)  est  divisible  par  {x —  x,);donc  ^(a:),  reste 
de  la  division  def{x)  par  {x  —  Xi)  [n"  372],  est  aussi  divisible 
par  {x  —  xi).  De  là  résulte  que  f{x)  est  divisible  par  {x  —  x,)* 
et  admet  Xi  comme  racine  multiple  (double  au  moini). 

On  parviendra  à  des  i-ésultats  analogues  si  l'on  considère  les 
racines  imaginaires  def{x)  [vide  367).  Si  le  polynôme  /{x)  e»t  di- 
visible par  l'expression  (a;"  H-  giX+k,)^  [c'est-à-dire  contient  cette 
puissance  dans  sa  décomposition  en  facteurs  premiers,  vide  n'  373], 
la  dérivée  /{x)  est  divisible  par  l'expression  (x'  ■+-  <f,x  -h  Ai)  "*  "~  ' . 

Nous  exprimerons  ces  faits  en  disant  que  X  équation  f{x)  =  o 
—  qui  sera  dite  équation  dérivée  de  l'équation /(x)  =  o  — 
admet,  pariai  ses  racines  toutes  les  racines,  multiples,  réelles  ou  ima- 


{')  Nous  ne  nous  occuperons,  pour  eîmplîGer,  que  dca  équations  poly- 
nomnlei.  Tout  ce  que  nouB  allons  dire  dam  ce  numéro,  pourra  cependant 
Gtre  appliqué  à  des  équation!  transcendantes  /.x|  =  o  dont  le  premier 
membre  est  fonction  univoquc  et  continue  de  x  au  voisinage  des  valeurs 
X,,  Xi,  etc.  :  il  suffira  de  remplacer  partout  le  mot  <  polynôme  ■  par  le 
mot  •  fonction  continue  ■  (cf.  d"  43S}. 
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ginaires  def{x)  :  pins  pr^sénKot,  oee  racinea  ont,  pour  Téquatioa 
dérivée,  un  ort/re  de  mu//(p/ici(^  inférieur  d'uiw  unité  i  celui  (ju'elle» 
ont  dans  l'équa^km  proposée. 

Il  réauUe  de  cette  proposition  que  ti  an  nombre  x,  est  uns  racine 
multiple  d'ordre  «.  {supérieur  à  t)  de  tèquatianj^x)  =  o,  elle  ett 
racine  (d'ordre  de  mullipUcilé  a  —  a)  rfe  f{x),  racine  {d'ordre 
a —  3)  de  /"{x),  ...  et  racine  {(tordre  i)  de  la  dérivée  d'ordre 
n—i./i—'){x). 

422.  —  Considérons,  plus  généralement,  la  décomposition  dn 
polynôme  /{x),  en  produit  de  facteurs  {vide  357),  et.  parmi  ces 
facteurs,  ceux  qui  correspondent  auï  racines  multiples,  c'est-à- 
dire  ceux  qui  Egurent  dans  la  décomposition  avec  un  exposant 
supérieur  i  i .  Soit 

[x  ~  j,)".  ...  {x  -  x,f'  (x*  +  ff.i  +  fc.)^'  -  (=f'  H-  3-=^  +  ''...)^- 

le  produit  de  ces  facteurs  (').[ 

Il  résulte,  du  numéro  précédent  (*)  que/'(x)  est  divisible  par  le 
produit 

/.{a:)={i -*,)".-'.. .(;!»-»- y.H-fcji'"— ...  (x»  +  3„x-+-k„)P--' . 

Ainsi  les  polynômes  f{x)  et  /'  (a:)  sont  tous  deux  divisibles  par  le 
polynôme  p{x). 

D'ailleurs  on  démontre  facilement  (')  qu'il  ne  peut  exister  aucun 
facteur  polynomal  autre  que  les  facteurs  de  p  (x)  par  lequel  /{x) 
eif  {x)  soient  tous  deux  divisibles  ;  c'est  pourquoi  l'on  dit  —  par 
analogie  avec  la  théorie  arithmétique  de  la  division  —  que  le  pol  j- 
aome  p{x)  est  ie  plus  grand  commun  dîvùieur  des  poljnomesy{x) 

(')  Si  toutes  le*  racines  de  f\x)  étaient  multiple»,  le  produit  que  noui 
ooniidcran*  cotnciderait  avec  ^z);  dans  tous  les  cas,  /(xj  «st  dÏTiiifala 
par  ce  produit. 

(*|  Il  est  manifeste,  en  oflet,  que  ai  un  polynôme  eat  divisible  par  plu- 
sieurs lacteura  premiers,  il  est  divisible  par  leur  produit.  Comparer  la 
démonstration  du  n**  J't'S. 

{')  C'eit  là,  pour  les  facteurs  de  la  forme  {x —  Xi]  uns  innsiquencB 
immédiate  de  la  double  proposition  du  a"  jai.  On  étendra  aiiàment  oelts 
conclusion  aux  facteurs  de  la  forme  (*'  +  g*  +  fcjP  qui  c 
i  des  racines  ima^naires. 
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423.  —  Les  ratùae»  inuliipleB  àef{x)  étant  lea  raciaes  d«  poly- 
nôme/) (c),«Bvoil  que,  pourobteaifcesracines,  il  suffira  de /onner 
et  «Sr  rétoudre  Fé^alion  p(x)  ^o.  Or  la  fonDalàon  de  p{x)  «st 
•née  :  on  l'obtient  pu  une  Hiétfaode  de  calcul  BÏmpleqai  est  extc- 
temant  celle  qui  est  iisitée  ea  arithmétique  pour  la  recherche  du 
fiuA  grftnd  commua  diviseur  (voir  p.  a8,  noie  a)  [nous  nous  dis- 
peaseroDs  de  l'eipoeer  ici]. 

El]  appliquant  cette  milhoda  à  l'équation  donnée  (quelconque) 
/(xi  =  o,  puis  k  l'ëqualion  p(x)  ^o  [au  cas  où  elle  a  elle-même 
des  Eacines  multiples  (')]  et  ainsi  de  suite,  on  pourra  toujours  fina- 
lement ramener  la  recherche  des  racines  multiples  du  polynôme 
/(x)  à  la  résolution  ctéqaations  qm  n'ont  que  des  racines  simples. 


S.  —  Ponctions  transcenàantea  classiques 

434.  —  Nous  appellerons  u  fonctions  transcendantes  classiques  » 
les  diiTéronteo  fonctions  d'une  variable  x  que  les  formules  coiul- 
dérées  au  chapitre  i  (S  10)  nous  permettent  de  définir  et  d'étudier. 
Ces  ioactions  peuvent  toutes  être  obtenue*  par  combinaison  (*)< 
des  fonctions  algébriques  et  des  fonctions  fondamentales  énumérées 
ci-dessous  : 

Puissance  transoMidanta  d«  x.  —  J'appelle  ainsi  la 
Sanction  x",  dont  l'exposant  a  une  valeur  constante  irrationnelle, 
positive  ou  négalive.  Cette  fonction  existe  (est  déQuie,  n°  391)  pour 
les  valeurs  positives  de  X.  —  La  fonction  inverse  d'une  puissance 
transcendante  est  également  une  puissance  transcendante,  car  si 
l'on  &y  =  a"",  on  en  déduit  a;  =y''. 

Fonotlons  exponentielles. —  J'appelle  ainsi  les  femctioMa* 
où  a  est  un  nombre  constant  positif  ('). 

{')  Cm  rjMÎiiM  ont,  vn  tout  cas,  d'aprA*  «e  qui  j^cède,  un  onfrw  4ê 
multipliciti  moindre  dana  p[x)  que  dans  f^xj. 

(')  Voir  les  exemplrs  du  n"  4ii. 

(')  La  théorie  dca  nombres  imaginaires  permettra  de  définir  dea  fonc- 
tion* exponentielles  a',  où  te  nombre  a  est  négatif.  Le  plus  souvent, 
d'aâlBBn,  ainai  que  bous  le  Terrona  plus  loin,  «m  ramène  l'étude  des 
Jouctioaa  a'  à  l'étude  de  la  fonction  t'  (voir  n"  ^syt,  qai  est  la  foiKtioti 
exponentielle  proprement  dite. 
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Fonctions  logarithmîquM.  —  Ce  sont  les  fonctions  log^  x 
{vide  143),  inverses  des  Fonctions  exponentielles,  que  l'on  dé- 
finit comme  on  a  déGai  les  fonctions  inverses  des  fonctions  algé- 
briques [si  l'on  pose  y  =  loga  x,  on  en  déduit,  par  définition 
X  =  a^].  Les  fonctions  logarithmiques  existent  pour  les  valeurs  po- 
sitives de  X.  —  En  particulier,  les  fonctions  log,  x  sont  des  loga- 
ritlimes  qui  ont  pour  base  le  nombre  £  défini  au  n*  iO^  {logarithmet 
népériens,  voir  n*  145).  On  les  désigne  d'ordinaire,  pour  sim- 
plifier l'écriture,  par  l'un  des  symboles  log  x,  sans  indice,  ou  Lx. 

Fonctions  trlgonométriquea  ou  ciroulairss.  —  On  appelle 
ainsi  les  fonctions 


et  leurs  combinaisons. 

Fonotiona  oiroulaires  (ou  trigonométriques)  inveraM. 
—  J'appelle  ainsi  les  fonctions  inverses  des  fonctions  trigonomé- 
triques  (la  définition  des  fonctions  inverses  étant  toujours  U 
même) . 

Posons  par  exemple  a;  =  sin  y  ;  la  fonction  inverse  de  cette 
fonction  de  y  est  désignée  par  le  symbole  :  y  =  arc  sin  x  [qui 
s'énonce  :  arc  sinus  x,  c'est-à'dire  :  valeur  (mesure)  de  l'arc  ou 
abscisse  curviligne  dont  le  sinus  a  pour  valeur  x]. 

Pareillement,  la  fonction  inverse  des  cosinus  sera  appelée  arc 
cosinus  (arc  cos  x). 

La  fonction  inverse  de  la  tangente  sera  appelée  arc  tangente  {arc 
long  X  ou  arc  tg  x). 

42S.  —  Les  combinaisons  des  fonctions  transcendantes  fonda- 
mentales et  de  fonctions  algébriques  seront,  par  exemple,  les 
fonctions  de  la  l'orme 

<«'l.       «in  [/(')] 
QÙJ{x)  est  une  fonction  algébrique  ou  transcendante  fondamentale 
de  X  [exemples  (')  ;  e-'' ,  e"",  sin  (5  x*  —  i),  sin  e^,  etc.). 

(')  Ces  {onctioni  peuvent  Glre  considérées  comme  des  fonction»  eompo- 
aéet  ijonetiona  de  foncUon»,  vP  3(|4l  :  ce  sont  îles  toncti  ni  [e'  ou  lin  Uj  de 
la  variable  u,  laquelle  eat  tonclion  connue  de  x. 
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La  fonction  x*  est,  elle  aussi,  nne  Tonclion  de  celte  forme.  En 
effet,  choisissant  arbitrairement  un  nombre  positif  fixe  a,  on 
aura  ('),  pour  toule  valeur  positive  de  x  : 

x=  a^-';  donc  af  =  {ù^-')'  =  a*'"*-'. 

436.  —  Les  définitions  et  théorèmes  généraux  des  $%  I  et  2  se 
laissent  immédiatement  étendre  aux  nouvelles  foactioas  que  nous 
adjoignons  aux  fonctions  algébriques  :  définition  de  l'intervalle 
d'existence  et  des  valeurs  singuli^s  ou  critiques,  définition  des 
fonctions  inverses,  des  fonctions  de  fonctions,  des  branches  de 
fonction,  des  fonctions  implicites  ;  définition  et  propriétés  de  la 
continuité;  définition  des  pâles;  définition  de  la  croissance  et 
de  la  dérivée,  des  règles  de  dérivation  des  sommes,  produits,  quo- 
tients, fonctions  de  fonctions,  etc. 

Remarquons  en  particulier  que  les  fonctions  circulaires  inverses 
sont  des  fonctions  à  plusieurs  branches  (à  ane  infinité  de  branches). 
Ainsi,  il  y  a  un  arc  sinus  qui  est  nul  pour  x  ^  o  (car  sin  o  ^  o) 

et  qui  croit  de  o  &  -  quand  x  croit  de  o  à  i  (on  a  sin  ~  :=  i)  ;  cet 
aiv  sinus  est  une  branche  de  fonction.  Il  y  a  un  autre  arc  sinus 
qui  part  de  n  (car  sin  ir  ^=  o)  et  décroît  de  tt  à  -  quand  x  croit  de 
o  &  I  ;  un  troisième  arc  sinus  pari  de  la  valeur  37c  (car  sin  ait  ="  o) 
et  crott  jusqu'à  —  qu&nd  x  croit  de  o  à  1  ;  et  ainsi  de  suite. 

Les  fonctions  arc  sin  x  et  arc  cos  x,  d'autre  part,  admettent  les 
valeurs  a;;=  —  1  et  x  =  -l-i  comme  valeurs  critiques  ;  elfes 
n'existent  pas  en  dehors  de  l'intervalle  —  1,  +  1  ;  car  il  n'existe 
aucun  arc  dont  le  sinus  00  le  cosinus  soit  inférieur  à  —  i  ou  supé- 
rieur à  +  I. 


Nous  allons  maintenant  apprendre  à  calculer  les  dérivées  des 
fonctionB  transcendantes  fondamentales. 


(')  Voir  aux  n^  137  et  1  j4  l«*  règle*  relatives  au  cakul  des  exponen- 
tielle! et  des  logarithmei. 
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437.  Dérivée  (<)  d*  a>.  —  Soit  a  un  nomlire  poailif,  que  nous 
prendrons,  pour  fixer  Wt  idées,  supérieur  1  1.  A&n  de  calculer  là 
dérivée  de  la  fonction  }>  =  a*,  Jonnom  Ji  a,  I  partir  d'une  Talemr 
quelconque  de  cette  variable,  un  accroissement  h.  L'accroissement 
k  de  y  est 


A-  =  a'+*  —  rt'  =  a'it^  —  1),       d'où 


h- 


Donc/tou/-  qae  la  Jonction  a'  ait  une  dérivée,  U/aat  et  il  sajit 
qae  U  rapport  — r —  Éende  vtrs  mae  limiU!  délernûnée  lortfoe  la 
valear  Je  h  tend  vers  zéro  (par  Taleun  positrTOS  ou  n^fatWcs,  mt 
n"  407).  Appelant  (*]  f.  cette  limite  fqui  est  constante  par  rapport 

à  X,  puisque  — t —  ne  dépend  pas  de  x),  notu  ouro/u  pour  exprès- 
«KM  de  la  détiuét  4b  o*  : 

/=<...f. 

Nous  admettrons  toi  sans  démonstration  Vexistemx  <fe  la  limite 
/„  (ce  qui  revient  sî  l'on  vent,  à  admettre  a  priori(*)  que  la  fonc- 
tion n'a  une  dérivée).  La  valeur  de  /.,  d'ailleurs,  est  nécessaire- 
ment positive.  En  effet,  suppoaoD».  par  exempla,  que  h  tende 
vers  o  en  restant  positif;  pour  A>o,  onao*  —  i>o;  donc 


\']JmmBmtiawvai.imcp*Bo  U  i4gte  d»  dCnvattondM  •apenavtieRMa; 
dant  le  mémoiio  cité  lupra,  p.  '{76,  nota  3.  [Acta  eruMt.,  1697,  Œuf.,  I, 
p.  18Î  *<jtf.) 

{']  L'indice  a  rappelle  que  nous  rafscimoiu  lui  une  poisteace  du 
nombra  a. 

(")  A  prian,  l'exiatanM  de  cetl»  Bmite  n'«it  nulloment  évidéste  :  naiw 
TorcHM  en  eSet  ulténeuiement  qu'il  axiita  des  faitctiona  MmtiiMM  qui 
n'ont  pa*  do  dérivée. 

(*)  On  démoiitre  facirement  que  si  h  tend  ven  o  en  restant  négfttîl,  b 

limite  de  — ^—  tmt  la  même  (1.)  que  pour  A  poiitif.  Pomm,  en  effet, 
h  ^  — h  (en  supposant  A'  >  o|  ;  nous  avons 


loTsque  K  (poiittf)  tend  v 
donc  — -.  —  tend  aussi  Te 


.ï  Google 


FO^CTIOHS   THAmCEirDAKTEfi    CLASSIQUES  4I& 

4S8.  Dérivées  û»  a'"  et  de  a''.  —  La  dérivée  de  v  =  a"", 
dérivée  d'une  fonction  composée,  esl 

l*our  avoir  la  dérivée  de  j"  ^  a'',  posons  a'  =^  a'°5*''  en  dési- 
gnant par  log^o'  le  logarithme  de  base  a  du  nombre  a'  :  noua- 
aurons 

y  =z  a'^  ^  a''**''  •  *       et      y'  =  l„  .  \o^  a!  .  a''. 

Remarque.  —  Au  lieu  de  nous  servir  du  nombre  a  pour  cal- 
culer la  dérivée  de  a'',  nous  aurions  pu  raisonner  directement  sur 
a'  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut  sur  a'.  Mous  aurions  ainsi 
obtenu  comme  dérivée  de  a'',  l'expression  U  .  a'',  où  4.  eût  dé- 
signé la  limite  du  rapport  — r —  pour  h  tendant  vers  zéro.  Les- 
deux  expressions  /,.  iogad'.  a''  et  4, .  a"  ont  donc  la  même  valeur^ 
et  l'on  a,  par  conséquent  ;  L.  log^a'  =  /«■ .  d'où  l'on  déduit  : 

„log^.(^  —a'^        ou     a'''  =  a'-'        ou      a^- =  a''^ . 

Eb  d'autres  t«rmea.  let  valeurs  de  [expression  a'-  eai  méipeK- 
danle  da  choix  du  nombre  a  if  où  tan  etl  parti  (cette  valeur  se- 
change  pas  si  on  remplace  a  par  a'  ou  par  tout  autre  uomhn). 

429.  La  fonotlon  c. —  Le  nombre  a  ^  qui  a,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, une  valeur  numérique  déterminée  indépendante  du  nombre  a 
est  appelé  e  1  d'où  log„e  tt=  ^  I  ;  on  trouvera  (en  ^ectuant  le  cal- 
cul pour  une  valeur  arbitraire  de  a)e  =  a,7i83...  CenombreC)- 
est  eiaclement  celui  que  nous  avons  déjà  introduit  au  n*  122  : 
l'équivalence  des  deux  définitions  que  nous  nous  trouvons  ainsr 
donner  du  nombre  e  sera  démontrée  plus  loin. 

Proposons- nous  de  calculer  la  dérivée  de  C.  Nous  ponvons 
écrire  : 

y=e'  =  «'"g^-',  d'oM  /  =  J,.loft,«.*'. 

f  )  Le  symbole  «  a  été  iatraduït  par  Eulkh  (Lettre  i  Goldbach  1731. 
Cone»pondanee,  éd.  Fms,  1. 1,  p.  58j. 
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Mais,  par  définition,  U-^ogaS  =  i.  Donc  ladérivâe  de  la  fonc- 
tion e'  est  la  fonctioD  e'  elle-même. 

430.  Nouvelle  expresaion  de  la  dérivée  de  a'.  —  Elevant  h 
la  puissance  U  les  deux  membres  de  l'égalité  e  =  af.,  nous  obte-- 
Dons  â  =  c'<;  exprimant  que  les  logarithmes  népériens  des  deux 
membres  égaux  sont  égaux,  nous  avons  {voir  la  notation  introduite 
au  n"  434)  :  log  n  ou  La  =  /,.  Donc,  d'après  le  n"  43S,  la  déri- 
vée de  a'  est  La  .  a'. 

431.  Dérivée  de  ï^  (ou  log  x).  —  Posons  x  =  e»;  cette  fonc- 
tion de  ;^  a  pour  liértvie  x,  =  e'  d'après  le  n°  430.  I.a  fonction 
y  =ljXon  log  X  est  la  fonction  inverse  de  x  ^  e".  Donc,  d'après 
le  n"  416,  sa  dérivée  est 

y-=^  =  h  o"  y-  =  ~'- 

Aiiud,  la  dérivée  de  la  fonction  Lx  e>t  - . 

433.  Dérivée  du  logarithme  (■}  népérien  d'une  fonction 

qneloonqae.  —  Soit  y  =  L  [/"(x)]  le  logarithme  népérien  d'une 
fonction  quelconque  de  y.  En  appliquant  la  règle  de  dérivation 
des  fonctions  composées,  on  obtient  la  dérivée 


r(x) 


y=^./(.)= 


C'est,  d'après  la  définition  du  n"  412  la  dérivée  logarithmique 
de  la  fonction  •'^  .  j  .  dont  le  nom  se  trouve  ainsi  justifié. 

433.  Dérivée  de  la  fonction  x™.  —  Considérons  la  puissance 
transcendante  de  x,  d'exposant  irrationnel,  x".  Pour  en  calculer 
la  dérivée,  remarquons  quex=  e"^,  donc  x""  :=  e""^.  C'est  là 


;')  La  dérivée  du  logarithme  a  étë  donnée  par  Jean  Bermouilli  dans  une 
note  inBéréc  aux  Acia  emditorum  en  novembre  1 6iji  (cf.  Œw.,  t.  1,  p.  i  aâ)  : 
le  calcul  effectué  par  Bernouilli  lui  avait  d'ailleuTB  peut-<tre  été  îatpiri 
par  une  lettre  de  Leibniz  (voir  Acta  emditorum,  avril  i6gl|. 
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une  fonction  composée  :  y  =  c,  u  ^  inLx,  dont  ia  dérivée  est 
e^  .u'^      ou      «"•  ~      *>"      ""f .  c'est-à-dire  mx"—'. 

Ainsi  l'expression  de  U  dérivée  de  x""  est  celle-là  même  que 
nous  avions  déjà  trouvée  au  a'  418  en  nous  plaçant  dans  l'hypo- 
thèse où  m  était  un  nombre  rationnel. 

434.  Dérivée  de  la  lonctlon  sln  x.  —  Pour  obtenir  l'ex- 
pression de  cette  dérivée,  nous  établirons  d'abord  un  lemme. 

Lemme.  —  Le  rapport  —-  tend  vers  la  valear  limite  i. 
lorsque  la  valeur  de  a  se  i-approche  indéfiniment  de  la  valeur  o. 

C'est  là  un  fait  que  nous  avons  admis  implicitement  dès  l'ori- 
gine de  nos  spéculations  sur  la  longueur  du  cercle;  car,  étant 
donné  que  2  sln  a  est  la  longueur  de  la  corde  de  l'arc  égal  à  2a 
(vide  sapra  p.  168,  noie  i),  notre  lemmme  n'afQrme  autre  chose 
sinon  que  l'arc  de  cercle  infiniment  petit  est  oasimilablo  à  sa  corde 
(qui  est  avec  lui  dans  un  rapport  égal  à  1).  —  Le  lemme  pourra 
d'ailleurs  être  démontré  de  la  fagon  suivante. 

Considérons  le  cercle  tri  go  no  m  étriqué  de  ra^on  t  (n°  150)  et 
l'abscisse  curviligne  positive  (voisine  de  o)  AM  =  a  (voir  fig.  75, 
p.  168).  Puis  imaginons  (le  lecteur  fera  aisément  la  figure)  que  nous 
menions  en  M  la  tangente  au  cercle  (tangente  perpendiculaire  au 
rayon  OM)  jusqu'à  sa  rencontre  en  N  avec  OA  prolongé.  Dans  le 
triangle  rectangle  MON,  nous  avons  (o»  216)  MN  =  OM  .  tg  MOA 
ou  {puisque  le  rayon  OM  =  1),  MM  =^  tg  a.  D'ailleurs  (Fig.  -jb) 
OP  =  cos  a,  PM  =^  sin  a.  Considérons  alors  les  trois  surfaces 
suivantes  :  triangle  OMP,  secteur  circulaire  OMA,  triangle  MON. 
La  seconde  contient  la  première  et  est  contenue  dans  la  troisième; 
donc 

(1)  aire  OMP  <  aire  0M.\,  <  aire  MON. 

Or,  puisque  les  deux  triangles  sont  rectangles  : 

fliVe  OMP  =  -  .  OP  .  PM  =  -  cos  a  .  sin  a, 
a  a 

aire  MON  =  i  OM  .  MN  =  ^  lang.  a. 

D'autre  pari  l'aire  du  secteur  circulaire  OMA  est  égale  (n"  84)  à 
Boonovi.  —  Lm  PiÎDcipM  d(  l'AutjM  malbéiiuUqB*.  ij 
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la  detnî-longaear  de  l'axe  AH,  soit  ~,  inaltt|âîte  pur  Timité  (lon- 
gueur du  rayon].  L'^aKté  (i)  s'écrit  donc 

multipliant  chaque  membre  par -»~,  il  vient  :coso<;-' — ■<  — . 
Lorsque  a  se  rapproche  indéfiniment  de  zéro,  cos  a  tend  vers  la 
valeur-limite  i .  Donc  le  rapport  -r— ,  compris  entre  deux  nom- 
bres dont  la  valeur  tend  vers  i ,  tend  anssï  vers  i  ;  il  en  est  de  mJme 
de  aor  iavene  —^  { puisque  -  =  i  j . 

435.  —  Cela  posé,  donaons  à  x,  1  partir  d'une  valeur  quel- 
conque de  cette  variable,  no  sccroiaeeiDeDt  k.  L'accroiasMMBt  k 
de  sin  x  est  sin  (x  +  A)  —  ain  x,  ou  (d'aprèa  le  d*  103} 
un  X  cos  A  H-  COI  X  sin  h  —  tin  x  ou  sin  x  (cos  h-~  i)  +  cos  x  sin  h; 
donc,  lorsque  A  Und  vert  o, 

,.          f    :    k        .         ,.    .^   oot  h — I  itn  A 

(aj  UDtite  r  =  sm  a; .  limite  r h  cos  ï  .  — t— . 


Je  dis  que  la   limite  du   rapport  ■ r est  zéro.  En  effet 

noiisavonsd'apr&sle(ii°382)ridentitéoosA=i  — 2  sin'  -.   Doac 


Lorsque  A  tend  vers  o,  la  dernière  fraction  tend  vers  la  limite  « 
d'après  le  lemme  du  n"  434  /où  l'on  fait  «  ==  -)  :  donc  son  pro- 
duit par  le  facteur  sin  -  ,  qui  tend  vers  o,  leod  auaw  ¥era  o.  — 

Le  rapport--'?— ,  d'autre  part,  qui  figure  aa  eacond  terme  du 
second  membre  de  (a),  tend  vers  i  d'après  le  lemme,  donc  : 
lim  j  =  cos  X.  En  conwïquenco  : 

Lft  flérWée  ie  la  loaotlon  v  =  sin  œ  wt  j-'  »  oes  x. 
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430.  DérivAe  de  oos  x —  Nou8  avons  cos  a:  =  sin  {  r  —  !«  )  • 
Nous  pouvons  donc  considérer  le  cosinus  comme  une  fonction  com- 
posée :  j'=8in  u,u  =  -z  —  X.  D'où 


-a->- 


y,  ^cos  n  .  B,  =  —  C05  0,  ou  —  cos  {  ;  —  x\:  donc  y  =  - 

437.  Dérivée  da  tang  x.  —  En  appliquant  la  règle  de  déri-  ' 
vMian  dn  qnolMStt  A  la  liMK:tion  7  =  t^  jr  =  ^i^,  jMHts  ablenaos 


cos'  X  ■+■  lin'  : 


ou  (voir  n'  163jy  = 


ce  ^u'on  peut  mibm  éorire  (')  y  =  i  +  tg*  x. 

438.  DériréBS  des  tenoUogw  aic««]Mir«a  iHveraaa. —  PoKm 
x^wmy:  nous  avons  x,  =  oos  7.  La  fonclioa  y  ^  apc  am  s, 
fancâmi  invene  de  «in  y,  a  pour  4énvée  ^i*  410) 

'        ■'     V  '  —  ""^  y  V  '  —  * 

La  dMria  ti  sn  ita  x  eit  dene ' .  Beourqnons  que   cette 

dérivée  devient  infinie  pour  les  vsleurs  x  =  —  ietx=+i,  pour 
lri«[iMilr[i  a^  ^=  ï.  Ces  vtUus  sont,  nous  l'avons  vu,  des  valeurs 
critkfBes  potir  la  fonction  irc  sin  x. 

Soit  maintenant  x  =  cos  y;  nons  en  déduisons 

T  =  Hii  t y\      ukac j-  ^  »«  sin  «, 

aay  =  arc  cas  z  ^ arc  «in  i. 

Les  dérivées  de  arc  sin  x  et  arc  cos  x  sont  donc  éyaiet  et  4e  -n^nef 
conlrtùre». 
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Posanldeniêmea:=:tgy,  nous  aurons  (n"  437)  x,  ^  i  -^- tg*  y; 
la  dérivie  de  la  lonotîon  7  =  arc  tg  x  ett  donc 


4.  —  Ponctions  de  plusieurs  variables.  Fonctions  Implicites 


430.  La  théorie  des  fonctions  de  plusieurs  variables  (')  suit  pas 
à  pas  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable,  et  nous  ne  nous  y 
arrêterons  que  brièvement. 

Soit/(a;,  y,  z),  par  exemple.une  expression  algébrique  dépendant 
de  trois  variables  indépendantes  et  de  nombres  connus  ou  de 
lettres  représentant  des  nombres  connus  {constantes)  :  cette  expres- 
sion déGnit  une  Jonction  algébrique  {explicite)  des  trois  variables 
X,  y,  z.  Telles  sont  les  foncUons  entières  polynomales  (voir  n°  201) 
et  les  yb  ne  fions  rationnelles  qui  sont,  par  définition,  des  quotients 
de  deux  polynômes  en  x,  y,  z.  Une  expression  algébrique  telle  que 


v'? 


('}  n  Le»  quaiMitéi  variables  que  nous  avons  considérées  jusqu'ici —  dit 
EuLER  [InlroduclioinAnali/iininfinitorum,  1748,  chap.vj  — avaient  entre 
elles  une  telle  iiaiaon  qu'elles  étaient  lautes  tonctioua  d'une  seule  variable,  et 
que  la  détermination  d'une  seule  emportait  celle  des  autres  ;  mais  nous 
allons  traitera  présent  des  quantités  variables  qui  n'ont  aucune  dépen- 
dance réciproque,  de  manière  qu'en  substituant  à  l'une  d'elles  une  valeur 
déterminée,  les  auLros  restent  encore  indéterminées  et  variables.  Ces 
sortes  de  quantités  que  je  représente  par  x,  y,  z,  ne  changent  point  de 
nature  quant  à  leur  signification,  chacune  renfermant  comme  à  l'ordi- 
naire toutes  les  valeurs  déterminées  ;  mais  eu  les  comparant  on  remar- 
quera que  si  l'on  met  pour  t,  par  exemple,  une  valeur  quelconque  déter- 
minée, les  autres  x  et  y  auront  une  signilicatian  aussi  indéûnis  qu'aupa- 
ravant. La  différence  entre  les  quantités  variables  dépendantes  ou  indé- 
I>endantes  les  unes  des  autres  consiste  donc  en  ce  que,  pour  les  pr«miires, 
la  valeur  déterminée  d'une  seule  donne  celles  des  autres,  et  que  pour  les 
dernières  la  détermination  de  l'une  ne  limite  nullement  la  lignification 
de  celles  qui  restent.  —  Donc  une  (onction  de  deux  ou  d'un  plus  grand 
nombre  de  variables  x,  y,  z  est  une  expression  composée  de  ces  quantités 
de  quelque  manièn  que  ce  soit  >. 
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qui  ne  peut  pas  être  mise  sous  forme  de  quotient  de  deux  poly- 
nômes, définit  une  Jonction  non  rationnelle. 

Si  dans  lexpreasion  de  la  fonction  entrent  des  puissances  d'ex- 
posant irrationnel,  des  logarithmes,  ou  des  lignes  trigonométriques 
de  quantités  variables  (cf.  a*  37S),  la  fonction  u  =J{x,  y,  z)  est 
dite  transcendante. 

Considérons,  d'autre  part,  une  relation  ou  égalité  de  la  forme 

(1)  F(;r,;,,...)  =  o, 

dont  le  premier  membre  Y  (x,  y,  z,  u)  est  une  fonction  algébrique 
ou  transcendante  quelconque  des  quatre  quantités  x,  y,  z,  u.  Cette 
relation  —  qui  est  (lorsque  l'on  considère  x,  y,  z  comme  connus) 
une  équation  en  u,  —  détînit  imp^ii;((emc/i/(')  une  fonction  u(/onc- 
tion  implicite  algébrique  ou  transcendante)  des  trois  variables  x,  y,  z. 
Les  fonctions  explicites  ou  implicites  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  se  définiront  exactement  comme  les  fonctions  de  trois 
variables. 

440.  —  Une  fonction  (')  u  :=  /(x,  y,  z)  des  trois  variables  x, 
y,  z,  n'est  pas  toujours  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y  et  z. 
Avant  donc  d'étudier  la  fonction,  nous  devrons  indiquer  les  inter- 
valles dans  lesquels  nous  faisons  varier  x,  y  et  z.  Si  par  exemple 
la  fonction  est  définie  pour  x,  y  el  z  tels  que 

a'  <x<a,      6'  <  X  <  fr,      </  <  î  <  c, 

nous  dirons  que  In  foncdon  existe  dans  le  domaine  [af,  a),  (b',  b) 
(c',  c),  et  nous  pourrons  nous  proposer  de  l'étudier  dans  ce  do- 
maine. 

Si  X,  y,  z  sont  des  fonctions  de  certaines  variables,  v,  ...  w,  la 
variable  dépendante  peut  être  regardée  comme  une  fonction  com- 
posée de  ces  variables  (Jonction  de  fonction).  Supposons,  eu  parti- 

(')  Inveraement  cette  relation  définit  impliciteoiGiit  x  comme  fonction 
de  jf,  i,  u,  ou  y  comme  fonction  de  x,  i,  u,  etc.  Cei  fonctions  «ont  ana- 
logueg  aux  fonctions  iaverses  que  l'on  coiuidère  dam  la  théorie  des  fonc- 
tioni  d'une  variable. 

I*}  Je  continue  à  prendre  pour  exemple  une  (onction  de  3  variables  ; 
tout  ce  qui  Vft  Stre  dit  s'applique  aux  {onctions  de  n  variables  (quel  que 
soit  le  nombre  n). 
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cnliei,  que  les  varMUes  x,  }'.  2  soient  toutes  trtÛB  foDctioiu  d'one 
même  variable  I  ;  alors  o  peut  Atie  ngaidie  a>nine  CDoctioB  (com- 
pnis)  de  k.  variable  iiùque  t. 

lia»  EonclioD  a  =  f(x,  y,  z)  pont  «voir  pliuîevft  bmachai  ; 
c'est  le  cas,  par  exeiD{de,  de  la  foocâoD  y/i  -t- xjn  ■  lise  Eonctioa 
qui  n'a  qu'une  seule  branche  dans  un  domaîoe  donné  7^  est  Ate 


4A1.  ContinaiU.  —  La  Tonction  u  de  x,  y,  z  est  continue  an 
voisine^  des  valeurs  x,.  yt,  z*  de  x,  y  et  z  lorsqu'elle  satisiait  aux 
condUiona  suivantes  :  1°  lorsque  x,  y,  z  varienttrèspeuipartir 
de  leurs  valeurs  respectives  Xg,  y^  z„  u  (partant  d'une  valeur  dé- 
terminée ii«)  vaâe  également  1res  peu;  plus  pcécisenaeiit,  si  une 
fonction  a  est  coiUiaue  pour  la  valeurs  ou  «  pour  le  tjtikm*  ées 
oaitar*  *  x,,  y^  z^  e^eat  que  l'on,  peut  définir  un  domaine  — 
cmtcnant  le  système  de  valeurs  x*,  y*,  ^  z*  —  1^  ^P><ft  P<»>r 
X,  y,  z  variant  dans  ce  domaine,  u  —  u,  reste  injérieare,  en  tw- 
Uar  absolue,  à  un,  nombre  donné  t  aussi  petit  qu'on  voudra  {')  ; 
i"  aoioat  u,,  u,  les  valeurs  prises  par  u  pour  x  =  x,,  y  =  y,, 
z  =  z„,  d'une  part,  et  pour  x:=Xt,  7  =  yti  2 =Z|.  d'autre  part: 
lorsque  (*),  faisant  varier  x,  y,  z  d'une  manière  continue  (n'  307) 
on  passe  du  système  de  valeurs  x.,  y^  z,  au  sytiéme  de  valeurs 
^i>  yi>  Zi,  la  fonction  a  prend  au  moins  une  foia  chacune  des 
valeurs  comprises  entre  Ug  et  Ui. 

Si  la  fonction  a,  —  égale  à  u,  pour  x  =  x^,  y  =^  y»^  z  :=  z„ 
—  est  contimie  pour  ces  valeurs  des  variables,  on  dit  qu'elle  tend 
vers  la  limite  u^  lorsque  x,  y,  z  tendent  respectpremeut  vers  les 
valeurs  x,,  y„  r»  (cf.  396). 

(')  Quelque  petit  que  soit  t,  en  d'autres  termes,  on  p«ut  tonjoun 
ttouver  un  nombre  a  assez  petit  ptrurqueka  tron  inégalités,  \x  — x,  i  <■> 
lï  —  »»1<».I»  —  *9\<  "  («ippoaéea  sslùfaitaB  sianlhmdsMnt}  «»- 
traînent  comme  coniéquence  |  u —  Ug  |  <  t  (cf.  a"  396). 

(*)  On  peut  démontrer  que  cette  seconde  propriété  des  fonctions  cod- 
tiausa  e«t  me  eonséquBUCe  de  eiUs  qu'énonoe  U.  note  paécMaate,  qui 
sofit,  par  ctnuéqnciit,  à  définir  1m  tonctioni  eantiniiM  («dît  TroU.  Lv„ 
ék.  i).  —  U  j  a,  T«marqoDBa4e,  «db  infinité  de  manitew  ds  paaserdH 
valeurs  x„,  y^,  Sq  aux  valeurs  X(,  y,,  z,  :  on  peut,  par  emaple,fùra  d'Atari 
varier  xde  a:,  i  i,  ea  laissant  les  q^aatitéa  y  et  zéfales  à  |r^  ^paisfaire 
varier  ansaite  oes  dsux  quantité  teulei  ;  ou  bien  oa  peat  MaamoaoH 
par  faire  varier  y  seul,  etc.  Notre  énoncé  s'applique  à  toas  om  cm. 
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line fonction  qui  est  continue  pour  tonales  syslèmes  de  valeurs 
întinenres  à  on  certain  domaine  (a,  al),  (b,  b'),  {c,  if)  [vide  n'440] 
CM  (file  eontinae  dan*  k  domaine. 

Les  propriétés  générâtes  de»  fonctions  continaM  se  IsitteAt 
étendre  aux  fonctions  de  plusieurs  variable*.  On  ikUin  eâ  yw- 
ticulier  que  les  fonctions  polyDomates  sont  continues  |K>ur  toutes 
valeurs  (finies)  des  variables.  T..eB  fonctions  rationnelles  (non  poiy- 
oonabs)  seront,  au  contraire,  discontinuef  et  uÉflioaeQt  gnmdes 
pour  certains  systèmes  de  valeurs  de  varîablai.  Ainsi  la  fonction 
a  =  s  +  ___  ■  sat  în&DÏB  loni]Be  7  et  x  prwinent  dos  valAwrs 
^les  quelconques.  Cane  manière  géniale,  on  peut  démontrer 
{cf.  3M)  que  dans  tout  dofnaane  06  elle  existe,  est  anivoque,  et 
conserve  une  valear  finie,  une  fonction  algébrique  est  nécessatre- 
DleM  contîmie  (*). 

44S.  CdrlT4«s  partiellea  du  pramfer  ordre.  —  Conudérons 
WM  roBctàon  DMVoqu»  «t  MHriJwM,  ■  =^ /(»,  y.  *),  attTOMJkose 
d'un  système  de  valenrs  de  x,  y,  z.  Supposons  que,  y  et  z  ne 
changeant  pas,  x  suUsse  un  accroiaRa»at  (positif  ou  Kégatif)  A«. 
La  variable  a  subit  un  accroissement  correspondant  que  je  dési- 
gnerai par  (Aa]i.  Fusons  tendre  Ax  vers  o  (en  ne  koncduat  tos- 

jourg  pas  i  y  et  z)  et  considérons  le  rapport  -r^.  Si  ce  rap^ft  se 
rapproche  de  plus  en  plus  d'une  valeur-limite,  cette  limite  est 


(<)  On  démontre,  pluB  particulitramett,  le  th£orime  «uivaBt,  dent  nous 
nous  contentons  de  donner  l'énonce  (i)  t'appËque  aux  fonctions  trans- 
MiiitiMlrw  cvnuiw  anx  tonetUa»  algibiiqwea). 

Si  la  fonction  u  =>/(z,  y,  z)  m<  Mnttmi» dtina  um  domaine  ioivtà  (a,  al), 
{h,  b'),  (c,  e'],  et  varU,  dam  ce  domaine  entre  i  tl  d,  la  divenes  fonetione 
impHeifee  'Jonction  x  de  y,  s,  u,  fonction  y  de  x,  z,  u,  etc.],  difiniee  par  la 
relation  u  —  f{x,ifi,»)  =  o,  eent  continues  pour  Inta  teo  ayaUme»  de  vateare 
eorreapondant  à  ce  domaine  pour  letquel»  ellei  eont  univoque»  (noua  ne 
noui  occupons  que  de  ces  lyaUmeR  de  valeaM^,  car  nous  n'avona  défini 
la  continuité  que  dee  aeulsB  fonctiona  univoquas). 

C'aat  ea  fartaat  delà  que  l'on  établit  par  uaa  dlmenstratio»  rig««- 
veaaa  la  continwté  d'une  fonction  implicitB'  difini»  pa>  ane  rabtiHn 
F  [X,  y)  :=  o  dont  le  premier  membre  eit  fonction  continue  de  x  et  y}, 

PIui  particulièrement  encore  nom  pouvons  déduire  de  la  proposi- 
tion qui  précAde  que  ta   fonction  Éaverse  d'one  fonction  contlnvn  est 
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appelée  :  dérivée  partielle  de  a  par  rapport  à  x  ;  c'est  la  dérivée  de 
la  fonction  de  x  que  définit  l'égalité  u  ^florsqu'ony  laisse  ini'a- 
riables  les  quanlilés  y  et  z.  On  désigne  la  dérivée  partielle  relative 
à  a;  par  le  symbole  u'..  ou/.,  ou  (avec  la  notation  dite  di^érentielle} 

par  le  symbole  (')  ^  ou  t^  ■ 

On  définira  de  même  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  y, 
[que  l'on  écrïra  u,,J',,  r-  oa  —  et  la  dérivée  partielle  par  rap- 
port à  z.  Ces  définitions  s'étendent  d'ailleurs  au  cas  où  la  fonction 
est  fonction  de  variables  indépendantes  en  nombre  quelconque.  Le 
calcul  des  dérivées  partielles  se  ramène  immédiatement  au  calcul 
des  dérivées  ordinaires,  puisque,  pour  calculer  /.,  il  suffit  d^ns 
l'expression  f,  de  traiter  y  et  z  comme  des  constantes. 

Les  trois  dérivées  partielles  sont  en  général  des  fonctions  des 
variables  x,  y,  z  (cf.  n*407). 

Exemple.  —  Pour  un  système  quelconque  de  valeurs  de  x,  y,  z, 

ta  dérivée  partielle  de  la  fonction  u  =  ■■-  par  rapport  à  a; est 

\/y+z^ 
la  dérivée  partielle  de  la  même  fonction    par 

-x(y+  2')T"  ;  la  dérivée  partielle  par  rapport 


z»)  '    .  3î,    ou   -xz(y-i-z*)  '   . 

443.  Dérivée  d'un»  lonctlon  oampoaée.  —  Kaisounoos,  cette 
fois,  pour  simplifier  l'écriture,  sur  une  fonction  de  deux  variables, 
a  z=J[x,  y),  considérée  dans  un  domaine  où  la  fonction  u  et  ses 
dérivées  partielles  sont  des  fonctions  continues,  et  supposons  que 
xély  soient  toutes  deux  fonctions  d'une  mime  variable  /  : 

x  =  x[i).      y  =  y{(): 

alors  u  est  relativement  k  la  variable   (,  une  fonction  composée. 
Parlons  d'un  système  de  valeurs  correspondantes  de  t,  x,  y  et  u, 

(')  Dani  ce  symbole,  nou»  arrondissons  le  d  a&a  de  dUtÏDguer  la  dën- 
vé«  partielle  d'une  dérivée  ordinaire. 
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'  et  donnons  à  l  un  accroissement  At  :  il  en  résnlte  pour  x,  y,  u 
des  accroissements  Ax,  Ay,  Au. 

D'ailleurs,  on  peut  évidemment  poser  : 

(i)     &a=[f(x+Ax.y-hiy)~f(^-t-ix.y)]-i-[/(x+àx.y]~f{T.y)]. 

Appliquons  le  théorème  des  accroissements  Gnis  (n"  4S0)  i  cha- 
cune des  différences  écrites  entre  crochets.  La  première  différence 
est  égaie  au  produit  de  A^  par  la  valeur  que  prend  la  dérivée 
/,{x  H-  Aie,  yo)  pour  une  certaine  valeur  3-0  comprise  entre  y  et 
y  -i-  Sy  i  nous  poserons  y,,  ^  OAj",  où  d  désignera  un  nombre 
positif  et  inférieur  à  i .  La  seconde  différence  est,  pareillement 
égale  au  produit  Ax  -/.{x  ■+■  ÔiAx,  y)  où  $,  est  un  certain 
nombre  compris  entre  o  et  i.  Divisant  aÉors  Au  par  Al,  nous 
aurons 


Faisons  maintenant  tendre  At  verso  ;  les  accroissements  Ax,  Ay, 
Au  tendent  alors  tous  verso  ;  la  valeur  de  la  dérivée /".{x  +  fïiAx.v) 
tend  vers  la  valeur  de  la  dérivée  f,  {x,  y)  ;  ta  valeur  de  ta  dérivée 
/,  (x  •+■  Ax,  y  4-  OAy)  tend  vers  In  valeur  de  la  dérivée  /",  (a:,  y), 
et  l'on  a,  par  conséquent,  h  la  limite  :  dérivée  de  a  par  rapport  à  l, 
ou  :  u,  =;/'.  {x,  y)  .  x',  +  f,  [x,  y)  .  y, ,  égalité  que  l'on  peut 
écrire  ainsi 


du ^^'^  ,,^^y 

'di~  bxTt'^  »ydt' 


444.  Dérivés  d'une  lonotloo  ImpUolta  dex.  —  Considérons 
la  fonction  implicite  j  de  x  définie  par  la  relation  F  {x,  y)  ^  o. 
Nous  plaçant  dans  un  domaine  où  F  {x,  y)  et  ses  dérivées  par- 
Uelles  sont  continues,  appelons  Ay  l'accroissement  de  y  qui  cor- 
respond h  l'accroissement  Ax  de  x.  Nous  aurons,  en  définissant 
$  et  S,  comme  au  numéro  précédent,  t accroissement  de  F 

Ay  .  F,  (x  +  4x.  y  -t-  «Ay)  ■+■  ^x  .  F.(x  -t-  e,Ai,  y). 
Mais  l'accroissement  de  F  est  nul,  puisque  la  fonction  F  de  x 
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et  y  reite  nulle  ÏMsqve  -y  est  égale  \  la  fonction  implicite  de  ai  <)«e 
nous  considérons.  Donc  nous  avons,  ea  divimit  pttc  ^  : 

o  =  ^  .  F,  (x  -f-  A»,  /  +  eaj-)  +  F,  (!c  +  6,ix,  y), 

d'où  A/,        F.(x+a.A:r.j-) 

ijr  — K,ta;H-4a:^-t-6Ay) 

Lonrpie  ^  tA  Ay  tenâcnl  vers  o,  F',  ta^d  vm  k  valeur  F",  (x,  7) 
F,  tend  ven  la  valeur  F,  (j;,  /).  Si  donc  cette  dernière  valeur  n'est 

pas  nulle,   le  rapport  ^  a  aussi  une  limite  qui  est  la  dérivée 
y  [ou y.]  de  y  pat  laf^oit  à  »,  «t  l'on  a  ('} 


(4)  ^'=-Fr- 


V 


Si  F',  est  nul  sans  que  F.  le  soit,  y  est  infini.  [Voir,  smr  le  cas 
où  F,  et  F,  sont  tous  deux  nuls  le  Ghap.  iv,  du  présent  Livre], 

Exemple.  —  L'égalité  x*  -t-  y*  —  i  =  o  déÛnït  une  fonction 
implicile  y  de  x.  Pour  avoir  sa  dérivée,  poaoos  ¥  =  x*  -i- y'  —■  i. 

aj.;      d'où        ^  =  — 


U5-  Dérivées  d'onlr»  ■up4rl«ar  d'une  lonotlOD  de  pla- 

•lenre  variables.  —  Les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
d'une  fonction  u=^f{x.  y,  z)  sont  en  général  des  fonctions  de  x, 
y,  z  :  elles  ont  donc,  à  leur  tour,  des  dérivées  partielles  relatives 
aux  trois  variables  x,  y,  z.Nousappelleroa8cesiKiuv«ll«sdériv4e>: 
dérivées  partielles  du  second  ordre  de  la  fonelioa  u,  et  nous  ks 


I')  Catt«  égaMtâ  vaul  ponr  me  ralear  queleonqae  de  x,  mais  la  valMir 
qu'il  y  faut  Amaar  à  y  s'eit  fokit  aiUtraira  Ws^e  je  aat  d»nB6;  yaat 
en  cfTet  la  valeur  de  la  fouction,  laquelle  latiifait  toujouraà  la  relation 
F(z,  y]  =  o.  Ainsi  pour  avoir  axplicitaiii«iit  la  valeui  da  y'  ponr  une  va- 
leur d^t«rmiaée,  Xg  de  x,  il  faut  :  i°  calculer  la  valeur  correspondante  y, 
de  y  [définie. par  la  relation  F(x,  y)  t=  o]  ;  2°  calculer  la  valeur  dussoood 
membre  de  (4'  pour  x  =  Xg  et  1/  ~  y,. 


.ï  Google 


FONCTIONS    DK   PLOIiUlK&   VABUBLES.    VONGTIOKS   IMPLICITES     ^37 

désignerons  retpectiveioent  :  i"  les  détivéespacUelles  dey.  par  l«8 
•ymboles  (')  : 

/•.../•.,./..     «.      %^.^: 

a*  les  dérivées  partieffes  de  f,  par  les  symboles  : 

r   r,  r     m     -^. ?ï  -^ : 

3°  les  dérivées  partielles  de  f,  par  les  symboles/".,,  ou  r^.    ■-. 
De  la  m&me   maAière,  nous  déGnirou  les  dérivées  parlîelUs 
d'ordie  3,   d'ocdte  4>  >■•  de  la  foncUoa  et  dobs  les  lepcéseoUroHs 
parles  symboles        fiV.  .../['}.  ...      on       ^,...^,... 

4M.  — Je  dis  que,  dans  le  calcul  d'ane  dérivée  partielle  d'ordre 
supérieur,  on  a  le  droit  d'intervertir  l'ordre  des  dérivations,  c'est-S- 
dîre  que  l'on  a,  par  exemple  : 

ÉL^^.  ''/       =     »'/     ..le. 

Dém<mtn>ns  tmt  d'aboid  ce  théorème  duu  Is  as  où  la  foocItaB 
B  =  /  ne  dépend  que  de  deax  TBrÎBMes  xetj:  je  dis  qœ  I'ob  i 
en  ce  cas  ;  f.,  =_/',,. 

Ë»  tBei,  VIL  conRdéranl  f(x,  y)  comme  fonction  de  x,  bous 
avons,  d'après  le  théorème  des  accroissements  finis  (n*  4S0)  : 

(,,  ^-^*^^=/(-'')  =/,.(«+. ,4..,) 

OÙ  o  <  âi  <  I  (cl.,  pour  les  notations,  le  a*  443).  Considérons  la 
fracUon  du  premier  membre  comme  une  fonction  de  y  et  appli- 
qnocrs-lnî  le  théorème  des  accroissements  Knis  par  rapport  k  cette 
quantité,  k  laquelle  nous  donnons  un  accroissement  Ay  :  nous  ob- 
tenons: 
,„,     K^  +  A^.J-  +  ày)  ~f{x,y  -+-  ày)  -~  (fa  +  Ar,y)  +  J(x.y) 


{*)  La  lettre  /  peut  être  remplacée  partout  par  la  letlM  u. 
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(avec  o  <  ô  <;  i),  le  second  membre  étant  la  dérivée  par  rapport 
ày  da  lu  fraction  ligurant  dans  (5)  [que  l'on  remplace,  dans  ce 
dernier  calcul  ('),  par  la  fonction  égale  /".{x  •+-  9iAx,y)j  prise  pour 
ta  valeur  y  -i-  fiiy  de  la  variable. 

Faisons  maintenant  le  même  calcul  en  intervertissant  les  rôles 
de  X  et  y.  Nous  pouvons  poser 

Considérant  le  rapport  du  premier  membre  comme  fonction  de 
X,  et  opérant  comme  ci-dessus,  nous  retrouvons  au  premier  membre 
l&fraclion  qui  figure  au  premier  membre  de  (égalité  (6)  et  consta- 
tons, celte  fois,  que  cette  fraction  est  égale  à//,(x-(-e',  Ax.y-he'Aj-) 
ouo<fl',  <  1,  Ainsi/, ',(a:  -^-i^Lx,  y-\-^ty)=^f,'.{x'^-fl^Lx.y+fl'ty) 
quels  que  soient  les  accroissemeats  Ax  et  A}*.  Faisant  tendre  ces 
accroissements  vers  o,  nous  obtenons  l'égalité 

(7)  /.-.(^J)  =/,■.(»,?). 

447.  —  La  même  démonstration  s'applique,  évidemment,  au 
cas  où  y  dépend  de  trois,  quatre,  ...  variables,  puisque,  lorsqu'on 
effectue  des  dérivations  relatives  à  x  et  y,  on  traite  toutes  les  autres 
variables  comme  des  constantes. 

D'autre  part,  on  déduit  de  l'égalité  (7)  que,  si  /est  une  fonction 
de  x,:y,  z,  on  a 

a'/    b*f  a'/    a'/   . 

a:axaj       a^a^ax  '        bxôyàz       a^darai  ' 

car  la   première   égalité   s'obtient  en  appliquant    le  résultat  ci- 
dessus  démontré  à  la  fonction  ^;  la  seconde  égalité  s'obtient  en 
dérivant  par  rapportez  les  deui  fonctions  identiques  -^^  et  r-^* 
D'ailleurs  les  raisonnements  faits  sur  x  et  ^  peuvent  être  répétés 


(')  Lm  deux  membrei  de  {!>)  Jtant  des  fonctions  identique*,  leute  déri- 
vées par  rapport  i  y  le  sont  auaai  et  j'ai  donc  le  droit,  lorsque  j'applique 
le  théorème  des  accroissements  Unis  bu  premier  membre,  de  remplacer 
sa  dérivée  par  celle  du  second  membre. 
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sur  X  et  z,  sur  y  et  z,  etc.  Nous'  reconnaissons  ainsi  que  l'énoncé 
donné  plus  haut  est  bien  exact  dans  le  cas  le  plus  général. 

Ainsi  loule  dérivée  partielle  tConlre  n  d'une  fonction  J{x,y,z) 

pourra  être  écrite  sous  la  forme  ^-.:^ït:;>  oà  p,<j,r  sont  trois 
nombres  entiers  ayant  pour  somme  n. 

44S.  Formula  d«»  Booroi«>«m«nta  ftnls,  —  On  peut  établir 
une  formule  —  dite  des  accroissements  finis  —  qui  est,  pour  les 
fonctions  de  plusieurs  variables,  l'équivalent  de  la  formule  du 
n"  420. 

Considérons  pour  simplifier,  —  la  démonstration  est  la  même 
dans  le  cas  général  —  une  fonction  f{x,y)  de  deux  variables,  sup- 
posée continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  dans  le  domaine 
(â,  A),  (/>,  B)  [voir  440].  Je  dis  que  l'on  a  l'égalité 

(8)  /(A.B)  -  /;»,6)  =  (*  -  «)/.(.,?)  +  (B  -  *)/•,(,.«, 

oîi  les  nombres  a,{3  sont  un  certain  système  de  valeurs  apparte- 
nant au  domaine  considéré,  c'est-à-dire  comprises  :  7.  entre  a  et  A, 
et  |S  entre  6  et  B. 

Remarquons  que,  pour  passer  du  systàme  de  valeurs  a,b  au  sys- 
tème de  valeurs  A,B,  nous  pouvons  régler  comme  nous  le  voulons 
ta  variation  concomitante  de  x  et  de  y.  Réglons  alors  cette  varia- 
tion en  introdnîsant  une  variable  auxiliaire  t  et  faisant 

(9)  i  =  a  +  (*.-o)l;       j^b  +  {K-b)l. 

Lesnombresxet^sontencecasdesfonclionsdef  :  lorsque  f  varie 
de  o  à  \,  X  varie  de  a  à  A  et  y  de  t  à  B.  D'ailleurs,  quand  on 
remplace  a:  et  y  par  les  expressions  (g),  u  ^=  f{x,y)  devient  une 
fonction  de  /,  que  nous  allons  désigner  par  ^(f). 

La  dérivée  de  it  =  ^(/)est  f',  =f,{x,y)x',  -^  j\{x,y)y\  (n*  443). 
En  remarquant  que  x,  =  A  —  a  et  y,  ^  B  —  b,  on  aura 

(lo)  f,  =  (A  -  a)f,  -(-  (B  -  ty, 

où/',  et  y,  sont  des  fonctions  composées  de  t  par  l'intermédiaire 
des  variables  x  et  y,  soit  :     f.{x,y)  =  o,(()     /'.(«O")  =  ?i(')- 
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Appliquons  i  la  fanction  if{t)  la   fommle  àet  accroisaenieDts 
finis  (a°  490)  relative  &  l'iotervalle  0,1  :  noua  avons 

(11)  .{!)-, (o)  =  ç'(6)      avec      o<e<i. 

donc,  d'après  (10)  : 

?{')  -  ?{o)  =  (A  -  a)?i{0)  +  (B  -  6)?.(fl). 

Les  valeurs  a  et  ^  de  x  et  y  qui  correspondent  à  la  valeur  9  de  f 
sont  a  =  a  +  (A  —  (1)8      et      p  =  fc  +  (B  —  6)fl: 

elles  sont  manirestement  comprises  respectivement  entre  a  et  A, 
et  entre  6  et  B;  d'ailleurs,  par  définition  des  fonctions  f>i,  f,  et  f, 

?.(«)=/.{".?).    îi(û)  =/,<^.?).    ^t)=A/^),    t<o)=M*)- 

L'égalité  (]  i)  n'est  donc  autre  chose  que  l'égalité  (8),  que  l'on 
ae  proposait  de  démontrer. 


-  Recberche  du  fmactioua  prùaltivts 


449.  —  L'étude  d'uaa  <^>ération  afgAnque  appelle  l'âtnde  de 
l'opémtion  iaverse  :  ainvi  en  a-t-îl  été  pour  l'addition  et  la  sous- 
traction, pour  la  multi[rficatàon  et  la  dtviaioB,  ponr  l'élévatïoa  ans 
puissances  entières  et  l'extraction  dos  racines  ;  nous  ne  pouvons 
manquer  de  porter,  pareillement,  notre  attention  sur  l'opération 
inverse  de  la  dérivation  et  de  nous  poser  la  question  suivante  : 
Peal-on  toujours  trouver  une  fonction  F  [x)  d'une  variable  qui 
admette  pour  dérivée  une  Jonction  donnée  (connue)  f  [x)  ? 


460.  —  Faisons  d'abord  une  remarque  préliminaire.  Il  ré- 
sulte du  n*  409  que  si  une  fonction  F  (x)  a  pour  dérivée  /  (x),  la 
fonction  F  (x)  +  G,  0(1  G  est  une  constante  quelconque,  a  la 
même  dérivée.  Ainsi  la  problème  que  nous  nous  sommes  posé  ae 
peut  comporter  une  solution  unique.  S'il  existe  une  fonction  F  (x), 
il  «n  existe  une  i/jjinîté,  différant  les  unes  des  aulret  par  des  cons- 
tantes ajoutées  à  leurs  expressions.   Cas  fondiona  sanut  appeiéei 
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4SI 


«  foiuUimu  primitwes  s  àebifenctioafix).  On  les  appiile  aniBi 
«  fonctiont  iniéfraiet  »  ou  •  tniégreUet  »  ;  plus  préc»9^nfat,  si 
F  (:c)«9t  une  fonction  piirailivs  de/  (ic),  on  dit  que  la  foaotioa 
F  (x)  +  C,  —  oùC  e«t  une  constante  arbitraire  dont  je  no  «Ufin» 
p«8  la  valear,  —  «at  Vinligrale  indéfinie  de  la  fonclitM  /  (x). 
L'iOpétatioB  qne  nous  têBôtmna  loraqw  neu  fbnnom  l'ipti^ale 
indéfinie  d'une  fonction  s'appelle  :  inlégration  oti  quadraiune  <('). 


451.  —  Ces  d^liniltans  doaaéai,  sons  remarquons  que  naua 
pouvons  ïmmédiateuent  former  les  foactioos  prisùtivee  (ou  inté- 
grale* indéfinies)  d'un  grand  nombre  defoDctioDS  :  aulaatxkcUn- 
véea,  en  effet,  calculables  d'après  les  r^les  des  f%2«t3,  autant  de 
fonctions  primitives  connues.  C'est  ce  qui  apparaît  dans  le  tableas 
suivant  (')  où  nous  plaçons  enregardiesrèglesde  dérivation  établie» 
plus  haut  et  les  règles  d'int^'atÏMi  corre^K>ndanles  : 


- 

DériTiw 

FoBelioai 

Fonction  primllÏT* 

»-*» 

y_^-. 

-|=^-C 

p  — L*oulog» 

y-l 

»-i 

Y  =  Li+'C(') 

y^^nx 

y-^cMX 

Y  =  Bii.;r  +  C 

,'__.ni 

î/-.wna: 

y-tg^ 

«■-isih, 

K-ÏSTÎ 

Y  =  tg«+C 

y  =~  arc  «in  x 

''■-^,-.. 

''-^,-,. 

y  =  are  «n  »  +  C 

y  arcungi 

»-TT^ 

y-,  +  ^ 

Y=.«cla»g«  +  C 

»  — •• 

»■-.■ 

»-' 

Y-«'  +  C 

(')  Ce  mot  l'oppove  an  mat  diffénntialion  qui  était  employé  au 
XVII*  nècU  pour  désirer  l'opération  de  la  dérivation  («u,  du  moini  une 
opératioD  exactement  équivalente,  voir  (upra  p.  joi.  note  a). 

(*)  Ce  tableau  ooastitue  le*  CanoTtm  que  Lbibniz  proposait  de 
dretser  dèe  167^.  Cf.  la  fin  du  De  Quadratura  de  Newton. 

Cj  Noua  pouvons  aussi  écrire  cette  fonction  primilive  sous  la  forme 
Y  =^  L(Cr),  C  étant  une  constante  aibitraire;  an  eDet  L(Cx)  =  Lx  +  LC 
(i^de  n"  i44l- Or  si  C  est  une  «orwtante  artilraireilenestdemSmedelX. 
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Les  fonctions  y  considérées  ne  sauraient  d'ailleurs  avoir  d'au- 
tres fonctions  primitîvesque  celles  qui  figurent  dans  notre  tableau  ; 
en  effet,  soient  Y,  et  Y,  deux  fonctions  primitives  d'une  même 
fonction  y  ;  la  différence  Y,  —  Y»  a  pour  dérivée  y  —  y,  donc  o  ; 
j'en  conclus  que  Yt  —  Y,  est  uneconstante  par  rapport  à  x,  car 
il  n'y  a  que  les  constantes  (dont  l'accroissement  est  toujours  nul) 
qui  aient  une  dérivée  nulle. 

4B2.  —  Four  désigner  simplement  les  fonctions  primitives,  ou 
intégrales  tndéfiaies,  on  emploie  souvent  une  notation  spéciale 
dont  nous  expliquerons  plus  loin  l'origine  et  la  signification 
{Trois.  Lie,  chap.  u)  :  cette  notation  est  fondée  sur  l'emploi  du  signe 


/< 


{originairement   un    S),    que  l'on   lit  ;  intégrale 


et  du  signe  dx,  que  nous  avons  déjÀ  introduit  dans  la  théorie  des 
dérivées.  Ainsi  le  symbole 


f 


/«A» 


représentera  la  fonction  primitive  def{x)  :  ce  symbole,  par  con- 
séquent, ne  désigne  pas  une  fonction  déterminée,  mais  bien  une 
infinité  de  fonctions  différant  les  une  des  autres  par  des  valeurs 
constantes. 

Nous  écrirons  en  conséquence 


/ 


x'^dr  = H  C,  f  cos  a; ,  d.v  ^  sin  x  -+■  C,  otc, 

m  -t-  1  „' 

Le  lecteur  traduira  facilement  dans  ce  nouveau  système  de  nota- 
tions les  formules  du  n'  451.  A  ces  formules  nous  ajouterons  les 
suivantes  que  l'on  obtient  immédiatement  en  appliquant  les  règles 
de  la  dérivation  : 

J■^^_  =  l,g(.  +  ^/,-T;?)  +  c, 

=  log(n.  V'»'—  >)  +  C. 


/dx  l  t      X  —  1 
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En   effet,    dérivons  les  seconds  membres.    Nous    avons    par 
exemple  : 

dér.  tJelog  {x  +  )/i -i-x')  = ':■■_■.     x  Aér.  de{x +\/i-i-x'^)  , 

H-\/i-i-a-' 

c'est-à-dire 


^[■-,-^} 


réduisant  aa  môme  dénominateur  la  quantité  entre  crocliets,  et 
effectuant  la  multiplication,  nous  obtenons  la  première  formule 
écrite  ci-dessus.  On  vérifiera  semblablement  les  deux  autres. 

453.  —  Ainsi  il  nous  sera  facile  d'allonger  le  tableau  des  inté- 
grâtes connues  à  l'avance,  mais  nous  ne  serons  pas  pour  cela  beau- 
coup plus  avancés.  Si  en  effet  nous  nous  donnons  a  priori  certaines 
fonctions  très  simples,  telles  que  ^x*  -h  i ,  (LiC;~',  nous  nous  a[ief- 
cevrons  vite  que  notre  tableau  ne  nous  est  d'aucun  secours  pour 
trouver  les  intégrales  de  ces  fonctions.  Pourrésoudre  effectivement 
le  problème  de  l'intégration,  il  faudrait  donner  une  métbode  directe 
et  régulière  qui  permit  de  former  à  coup  sûr  les  intégrales  des 
fonctions  connues,  de  même  que  nous  en  savons  toujours  calculer 
les  dérivées.  Malheureusement  il  n'existe  pas  de  semblable  métliode 
et  l'événement  a  prouvé  qu'il  ne  saurait  en  exister;  si  l'on  se  borne 
en  effet  au  domaine  des  fonctions  algébriques  et  transcendantes 
classiques  (')  —  et,  pour  le  moment,  nous  ne  connaissons  point, 
nous  n'avons  aucun  moyen  d'étudier,  d'autres  fonctions,  —  si  l'on 
se  borne,  dis-je,  à  ce  domaine,  on  pourra  affirmer  (nous  l'avons  vu 
plus  haut)  que  toute  fonction  a  une  dérivée,  mais  il  ne  sera  point 
vrai  que  toute  fonction  ail  une  intégrale:  il  n'existe  par  exemple 
aucune  fonction  (algébrique  ou  transcendante  classique)  de  x  qui 
soit  fonction  primitive  de  i/x'  -+-  i .  .Vinsi  les  règles  d'intégration 
que  nous  pourrons  trouver  ne  s'appliqueront  jamais  qu'à  des  cas 
spéciaux,  à  des  types  particuliers  de  fonctions  :  elles  ne  sauraient 
avoir  la  mâme  généralité  que  les  règles  de  dérivation. 

Nous  déclarerons-nous  satisfaits,  cependant,  lorsque  nous  aurons 
reconnu  que  la  fonction  intégrale  d'une  certaine  fonction  donnée 
est  impossible  &  former  i*  AfTirmerons-nous,  sans  restriction  d'au- 

(')  C'eit-i-dire  des  fonctions  définici  aux  SS  '  't  3  de  ce  chapitre. 
Bommoui.  —  Le>  Principn  d*  l'AnaljH  nulhJniBtiqar.  i8 
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cune  sorte,  que  la  foDCtioD  n'a  pas  d'intégrale  parce  que  cette 
intégrale  n'est  pas  exprimable  au  moyen  des  symboles  et  dessi^foes 
d'opérations  dont  nous  disposons?  Cela  reviendrait  à  prétendre  que 
la  science  mathéma  ligue  est  incapable  de  définir  et  d'étudïer 
d'autres  fonctions  que  les  fonctions  algébriques  ou  transcendantes 
classiques.  Or  une  telle  prétention  serait  plus  que  téméraire. 
C'est  unn  maxime  banale  que  nul  ne  saurait  assigner  des  bornes  à 
la  science  ;  et  effectivement,  nous  rencontrerons  bi^itôt  un  pro- 
blème fondamental  (le  problème  des  airea)  (*)  qui  nous  forcera  à 
accepter  comme  un  fait  l'eiislence  de  fonctions  intégrales  dont 
nous  ne  savons  pas  former  l'expression,  et  à  faire  entrer  ces  fonctions 
dans  nos  raisonnements  {videinfra,  chap.  m,  $  5,  et  surtout  Trois. 
Lia.  cbap.  ii). 

Mais  contentons-DOUB  pour  l'instant  de  cet  avertissement  el 
bornons-nous  à  indiquer  les  ptiocipales  règles  ei  méthodes  qu'il 
conviendra  d'appliquer  pcwr  eflectuer  auaai  commodément  qoe 
possible  le  calcul  des  intégrales  qui  sont  des  fonctions  algébriques 
ou  transcendantes  classiques. 

454.  Intégrale  de  la  lonotioa  aj{x).  —  L'intégrale  indéfinie 
du  produit  af{x)  oà  a  est  an  nombre  indépendant  de  x  (une  cchis- 
tante)  positif  ou  négatif  est  évidemment  le  produit  par  a  de 
riAlégrale  indéfinie  de/fx).  En  d'autres  termes  : 


J„fio,yx^,Jf(x;d,. 


45S.  Intégrale  Indéfinie  d'ane  somme.  —  L'intégrale  indé- 
finie d'ane  somme  de  fonctions  est  la  somme  des  intégrales  indéfi- 
nies de  ces  fonctions. 

Ainsi 

J[.A')  -H  9{=r)]dx  =jf{x)dx  +js(^^)dx. 
Et  en  eBetr  s  nous  sppdons  F(x)  el  G(x)  des  fondioDS  prîmi- 

(')  Nou*  constaterons  {cliap.  iii,  SSlquecsnoavaauptobliiiMestazaet»- 
ment  équivalent  au  problème  de  1b  rcchercheilBsfonctîoiupTiinitiveB.  Cette 
constatation,  fut  à  la  fin  du  xvii'  sièdo,  le  point  de  départ  du  aideal 
inUgial. 
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tïves  de/et  g,  la  somme  F  4-  G  a  pour  dJrivfe  J{x)  ■+-  g{x),  et 

est,  par  conséquent,  fonction  primitive  de  celle  somme. 

Application.  —  L'intégrale  indéfinie  d'nn  potjRome  en  x  est  nn 

polynôme  en  x.  Ainsi  le  polynôme  a*'  -+-  fer  +  c  a  ponr  intégrale 

indéfinie  : 

ax'       bx* 

_  _| — _^  -^ex  -i-d,      (d  con*t«nte  arbitraire). 

466.  latégratioB  par  partira.  —  Soient  u(x)  et  v(x)  deui 
fonclîobs  de  x.  Nous  savons  que  le  produit  uv  a  pour  dérivée 
(n°  411)  Vax|H«9Moa  viv  -h  x/u  où  b'  et  »'  sont  les  dérivées  de  u 
e^v.  Il  en  résulte  que  FinUgraie  indéfinie  de  la  fonction  u'v  est 
égale  au  produit  av  moine  fintégroia  indéfenie  de  la  fonction  v'u. 
En  d'autres  termes  : 

Ju\x).v[:i).dx  =  u(x).v[x)-j'^{x).u{T).<ix. 

Cette  formule  permet  de  calculer  commodément  les  intégrales 
indéfinies  d'an  grand  nombre  de  fonctions. 

Exemples.  —  Pour  calculer  l'intégrale  de  log  x,  posons  a  =  x 
(d'où  u'  =  i)  et  V  ^  log  X  ;  nous  aurons  : 

I  ïogx.dx=^uv —   I  v'adx:=x\ogx —  I  x.-ilx^xlogx  —  x  +  C. 

Pour  calculer  l'intégrale  dax  log  x,  posons  u:=  —  (d'oùy'^j::) 
et  u  =  log  s  ;  nous  aurons  : 

J  x\osx.dx^  ^\ogx—j~^dx 

On  pourra  calculer  de  même,  de  proche  en  proche,  l'intégrale 
de  x"  logx,  quel  que  soit  l'entier  m. 

Soit  encore  h  calcnler  Pintégrale  indéfinie  de  xe*.  Posons  e'  =  « 
(d'oïl  a'  =e')eix  =  v;  nous  aurons  : 

I  xe'dx  ^  xe'  —  |  Vdx  :=  xe'  —  e*, 
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La  méthode  d'intégration  par  parties  a  été  employée  pour  la 
première  fois  dans  des  cas  particuliers  par  Fermât  (')  et  par  Pas- 
cal ('),  mais  cette  méthode  se  présentait  chez  eux  sous  une  forme 
géométrique  qui  en  masquait  la  généralité.  Gomma  les  règles 
que  nous  allons  donner  aux  numéros  suivants,  elle  ne  fut  formulée 
définivement  qu'au  xvm*  siècle. 

467.  Changement  de  variable.  —  Soit  h  calculer  l'intégrale 
indéfinie  d'une  fonction  y  =t--  J{x)  ;  je  suppose  que  x  soit  fonction 
d'une  variable  t,  que  je  prends  comme  nouvelle  variable  ou 
variable  auxiliaire  ;  alors  y  devient  une  fonction  composée  de  t. 
Appelons  Y  =  F(a:)  l'une  des  fonctions  primitives  de  J{x)  ;  la 
variable  Y  sera  fonction  de  (,  et  l'on  aura  (n"  417)  : 

y.  =  V,  .a-',, 

et,  par  conséquent  :  Y,  —  y.a;',.  J'en  conclus  que  Y  est  fonction 
primitive  de  la  fonction  de  l,  yx,. 

En  d'autres  termes,  lorsqu'on  remplace  x,  dans  J[x),  par  son 

expression  enfonciion  de  l,  on  a{')  : 


H  constante,  ou 


ij7(»)<(x=J'[r(«).«,i* 


Cette  formule  permet  de  calculer  l'intégrale  indéfinie  Y'  ~t-  C  de 
J{x)  ;  Y  sera  obtenue  en  fonction  de  t,  mais  pour  la  mettre  sous  la 
forme  d'une  fonction  de  x,  il  suflira  de  remplacer  (  par  son  ex- 
pression en  fonction  de  .c  ('). 

(I)  Principalement  dans  le  traité  ialitulé  De  aquatîonum  loeattum 
tnuumutation»,  dont  le  rédaction  fut  achevée  en  16.Î7  (Œuc,  de  Fermât 
t.  1,  p.  555-399). 

[ij  En  particulier  dans  le  Traité  des  trilignet  et  dt  leurs  ongUtêi  [iGSS], 

('')  Si  l'on  se  sert  de  la  notation  diOérentielle  en  posant  x'4  =  -.' 
(voir  407),  on  voit  que  toul  ta  patse  comme  «i  dx  et  dt  étaient  des 
Il ombret ordinaires,  -^  une  fraction,  et  f{x'dx  un  produit  :  si  l'on  admet 
cela,  il  est  évident  que  fyX]  j-  .  A  ■=  /,«'dr. 

(*)  On  a  suppoié  x  fonction  de  l  ;  donc  invenement  (  est  fonction  de  x. 
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468.  Applications.  —  Soit  à  calculer  l'intégrale  indéfinie  de 
■-..-.  ■  ■■■■    ,  oîi  k  est  une  constante;  je  prends  une  variable  auxiliaire  ( 

égale  à  T  ;  j'ai  alors       x  =  kt,       x  =:  A:,  et  par  conséquent  : 

L'intégrale  indéfinie  cherchée  est  donc  orc  sin  (,  ou  (ea  rem- 
plaçant (par^V  arc  sin  ^■ 

On  utilisera  le  même  changement  de  variable  pour  calculer  les 
intégrales  indéfinies  (')  de 


j>  -+-  fc»  a:'  —  k*  /a:'  -\- k'  v'x'  —  k* 

On  aura  par  exemple  : 

SoiL  maintenant  à  calculer  l'intégrale  indéfinie  de  (ax  •+•  fr)""  où 
a,   b  et  m   sont  des  constantes  :  nous  poserons  ax  -i-  b  =:  l, 

d'où       a:  =  —  -  -H  -.        x,  ^  -,  et  nous  obtiendrons  (d'après 

les  formules  du  n°  461)  -  i-^-— — '        si  m  est  différent  de  —  i , 

ou  -  log  (ax  -\~  b)  si  m  =  —  i. 

460-  Intégrale  d'une  fouotion  rationnelle  de  x.  —  Pour  in- 
tégrer   une   fonction    rationnelle  de  x,  c'est-à-dire  le  quotient 

^T-4de  deux  polynômes  en  x,  nous  nous  servirons  de  la  formule 

de  décomposition  qui  a  été  donnée  au  chapitre  i. 

Nous  supposerons  que  le  degré  de  B(x)  est  inférieur  au  degré 


(')  Je  désigne  par  k*  un  nombre  constant  positif;  CGtte  notation  est 
juitifiée  par  le  tait  que  k^  est  un  nombre  toujours  positif  (quel  que  aoit 
le  signe  de  k]. 
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de  A(x)  {s'il  n'en  était  pu  ainu.  on  n'aurait  qa'k  retrmciier 
de  la  fonction  un  polynôme  en  x,  quotient  de  B  par  .\,  pour  avoir 
une  fonction  rationneHe  qui  satisfasse  à  la  condition  voulue  (voir 
le  début  du  n°  374)].  ^ous  pourrons  aloi's  transformer  noire  fonc- 
tion en  une  somme  {voir  la  formule  (3)  du  n"  374]  et  tout  revien- 
dra k  calculer  les  intégrales  des  termes  de  la  somme,  c'est-à-dire 
les  intégrales  des  foncUoDS  des  ijpes  suivants  : 

I  ax+  b 

[x  —  x,]''      (ar»  -^gx  +  ky 

où  x^,  a,  b,  getk  sont  des  nombres  coDttante  qoeloooquea  et  n 
un  exposant  enfler  jK»if// quelconque  supéiieur  ou  égal  à  i. 

Voyons  donc  comment  nous  obtiendrons  ces  diverses  intégrales. 

460.  —  Nous  avons  vu  i  la  fin  du  n*  468  comment  on  calcu- 
lera la  prcmî&re. 

Pour  obtenir  la  seconde,  remarquons  d'abord  que,  d'après 
l'identité  {xvu)  (n-SOS)  : 


=  (-?)■■ 


-31. 


gement  de  variable     a:  -h  *  =  (,      doii      i,  =  i ,  En  appliquant 

la  r^gle  du  n*  W7,  le  lecteur  vérifiera  aisément  que  nous  sommes 

ramenés   au  calcul   d'une   intégrale  de   la    forme  |  -| rr^  dt, 

(/et  m  nombres  constants). 
Cela  posé,  nous  avons 


(I' + 1)»  "^  (I' + (.)■  ■ 

nous  sommes  donc  ramenés  (d'après  les  numéros  464-86)  aucalcol 

Pour  calculer  la   première,    observons    qu'elle  peut  s'écrire 
1  f'"'     et  qui  n'est  antre  cluse  que  i  <''  "^  '')'"*'  +  C 
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comme  on  le  vmt  immédiatement  en  prenant  la  dérivée  de  cette 
dernière  fonction. 

Quant  à  la  seconde  intégrale,  nous  ne  pouvons  pas  rassembler 
dans  une  seuleet  même  formule  les  diverses  expressions  qu'elle  aura 
suivant  les  valeurs  de  l'exposant  n.  Mais  nous  allons  indiquer  la 
méthode  qui  permettra  de  la  calculer  en  établissant  une  formule 
d'un  type  que  nous  avons  déjà  rencontré  plus  haut  :  le  type 
récarrent. 

461.  C«loQl  de    1  m  _L.  )Af  —  Désignone  crile  iatégnle  ptr 

In,  l'indice  indiquant  la  valeur  de   l'exposant  du  dénominateur. 
Noua  aurons 

Or  noBs  avons  appris  an  n*  4tS8,  h  calculer  ces  deux  intégrales. 

Noos  allons  établir  d'antre  part  une  égalité  on  relation  {formule 
réearrente]  qai  permet  de  calculer  I„^i  si  l'on  connaît  In- 
Puisque  nous  connaissoiu  I|,  cette  formule  (appKquée  «n  cas  ofi 
A^  i)  nooB  donnera  It;  ayant  I,,  noue  sauroiiB  calculer  !■  (en 
faisantdans  la  formule  n = a  )  et  aiaii  de  suite  ;  de  proche  en  proche 
nous  pourrons  calculer  I»,  quelque  grmd  que  soit  l'eipoeant  n. 

Appliquons  à  In  la  formule  de  l'intégration  par  parties.  En 
posant 


—  3nl 

y"    "'^    ^  =  (i*  +  Ar+'- 


noua  avons 


Cela  posé,  on  peut  écrire 

j  (!■ + ),)"+■  -  j  (1' + 1)-+'  ""  -  »  j  <,. + *).■« 

(')  Voir  tupra  p,  437,  note  i. 
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ce  qui  n'est  autre  chose  (')  que  In  —  h  I„_^,,  D'où  la  formule 
-  anl„  —  3iiW„+,, 


■"  -  (('  +  h)"  - 
anA.  !„_,.,  =  (an  —  i)l„ - 


(('  +  U,'- 


formule  qui,  comme  nous  l'avons  annoncé,  fait  connaître  I^^, 
lorsque  l'on  a  déjà  l'expression  de  l„. 

Ainsi,  en  effectuant  des  calculs  plus  ou  moins  longs,  nous  sau- 
rons toujours  calculer  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  sup- 
posée décomposée  comme  il  a  été  dit  au  n"  374.  Lorsque,  par 
contre,  la  décomposition  de  la  fonctioa  n'est  pas  pratiquement  réa- 
lisable [voir  n"  374],  l'intégration  en  général,  ne  pourra  pas  être 
faite. 

462.  Intégrale  d'une  Ion otion  rationnelle  de  linic,  oosa^r 
tang  x.  —  Pour  calculer  une  telle  intégrale,  on  emploiera  es 
général  la  méthode  du  changement  de  variable.  Divers  change* 
mcnts  pourront  être  utilisés,  qui  se  trouveront  spécialement  ap- 
propriés aux  diverses  fonctions  que  l'on  désirera  intégrer. 
Mais  il  est  un  changement  de  variable  qui  doit  être  distingué  de 
tous  les  autres,  car,  s'il  n'est  pas  toujours  celui  qui  conduit  aux 
calculs  tes  plus  simples,  il  présente  l'immense  avantage  de  pouvoir 
servir  en  tous  cas  :  c'est  le  changement 

tg  -  =  (,       ou       a;  =^  a  arc  tgi;       d'où       X4  ;=  -r^. 

En  effet,  sin  x,  coa  a;  et  tg  a:,  sont  tous  trois  fonctions  ration- 
nelles de  tg  -  (voir  les  formules  du  n"  384).   Remplaçant  sin  a;, 

cos  X,  tg  X  par  leura  valeurs— 7^,  .t.       .^  (n' 384) 

dans  la  fonction  rationnelle  proposée,  et  multipliant  par  x, ,  c'est-à- 
direpar --—-T,,  nous  obtenons  une  fonction  rationnelle  de  l  que 
nous  intégrons  par  la  méthode  du  n"  469  :  dans  le  résultat  nous 
remplaçons  l  par  tg  - . 

['i  Les  deux  termes  do  la  première  fraction  du  second  membre  étant 
divisés  par  1'  -}-  h. 
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Exemple.  —  Soit  à  calculer    i  -i-^.  Posaottg  -  ==/,ildevieiit: 

463.  Intégrales  des  paissanoea  et  produltsde  oosinuB  et  de 
sinus.  —  Pour  calculer  les  intégrales 


/„......   f. 


sîn^x  .  dx. 


où  l'exposant  m  est  un  entier  positif,  il  est  commode  de  se  servir 
des  formules  trigonométriques  établies  au  n"  383.  Les  puissances 
C0B"'2,  sin''«,  peuvent  être  remplacées  par  des  sommes  dont  les 
termes  (')  sont  (à  des  facteurs  numériques  près)  des  cosinus  d'arci 
multiples  de  x,  soitcosx,  cos  ax,  ...  coi  mx.  Ainsi  tout  i-evient  à  cal- 
culer les  intégrales  de  ces  dernières  fonctions,  ce  qui  est  facile  si 
l'on  prend  pour  nouvelles  variables  3X,  3x,  ...  au  lieu  de  x. 

Exemple. —  Nous  avons  (383,i  :  cos'ar:=  -  [  i  -t-  cos  ax] .  Donc  (*) 
/  cos-x  .  dx  =  ~    i  dx  +  ^    j  cn»2x  .dx  =  -^x  +  -riia  2X  +  C. 

464.  —  Supposons  maintenant  que  nous  ayons  à  calculer  l'in- 
tégrale 

I  coï"  X  .  siii'  X  dx, 

où  nt  et  />  sont  deux  exposants  entiers.  Appliquant  les  formules  du 
n"  382,  nous  serons  ramenés  au  calcul  d'intégrales  de  la  forme 


(')  Nous  ne  parlons  pas  des  termes  qui  sont  des  c 
pTemier  terme  daui  la  somme  -  +  -  cos  ai  égale  à  coa'  x  [voir  n"  38a]. 

(')  Oo  a  /  coBiX.dJ!=  ~  I  COI  2x.d{'îx],ea  prenant  -ix  pour  nouvelle 
variable  (vu  la  «implicite  du  calcul,  il  est  inutile  de  désigner  ici  cette 
nouvelle  variable  par  une  lettre  spéciale)  ;  la  nouvelle  intégrale  ett 
égale  à  sin  sx  +  conttanle  d'nprèa  le  tableau  du  n*  /ihi. 
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i  CMmx.»iaax,dx,  oùmetn  sont  deux  eaticrs  quelomqiies. 
Or,  appliquons  la  première  formule  (7)  du  a°383.   Nous  avons 

coa  mx  .  sin  rtx  =  -  sin  (m  +  n)  X  -+-  ■   sin  (n  —  m)  x, 

nous  sommes  donc  remenés  au  calcul  d'intégrales  de  sinus  d'arca 
multiples  de  x;  elles  se  calouleut  comme  les  intégnles  cies  oonaus 
du  n"  précédent. 

465.  Fonction  rationnelle  de  x  et  d'où  radloal  portant  aar 

un  polynôme  du  eecond  degré.  —  Proposons-nous  d'inl^grer 
une  fonction  de  la  forme 

R  {x,  v/orr» -H  (.»-+- c) 

qai  ae  pv^Male  oomme  une  fonction  ratîoiuulU  de  deax  varûMn. 

dont  l'une  est  x,  et  l'iutre  la  quantité  y'oa:'  H-  6x  +  c,  (A  a,  b,c 
sont  des  coefHdents  constants.  Cette  fonction  dépend  de  la  seule 
variable  x,  mais  on  peut  la  considérer  comme  une  fonction  com- 
posée (440)  eu  l'écrivant 


R  (a:,  y)       avec      y  =  \/ax^  +  bx  -i-  e. 

Voici  comment  l'on  pourra,  en  toiit  cas  ('),  remener  l'intégration 
de  la  fonction  R  à  l'intégration  d'une  fonction  rationnelle  d'une 
variable  unique  (459)  : 

Posons,  pour  simpUner  l'écriture,  />  =    ,  g  ==  -,  en  sorte  que 


y  =  y^a  (x'  -H  ^  ar  -1-  ^  =  \/a.\/x'  +  p 
puis  faisons  un  changement  de  variable  en  posant 


i'i  D'aaUta  métboàet  pourront  ttre  pliu  rapidM  dus  aertaini  oai  par- 
tieulian  :  caU*  qn*  iMut  indiquai»  a  l'avantaga  d'Mre  loujoan  ^pli- 
cable. 
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(i  bis)  \/x*  -f-p*  +  ^  =  a;—  n. 

ce  qui  revient  k  remplacer  la  variable  x  par  la  variable  ii  qui  est 
liée  à  X  par  la  relation  (i  bis).  Pour  avoir  a;  en  fonction  de  a,  nous 
élèverons  au  carré  les  deux  mambres  de  [  i  bis)  ;  cela  nous  donne  : 
j*-\-px  +  q=:x^  —  3ux  +  a*,  d*oû  Von  tire ,  lou  les  réductions  faites  : 

X  =  ^  ;  ainsi  x  est  une  fonction  rationnelle  de  u  ;  il  eo  est 

par  conséquent  de  mime  de  h  dérivée  x',,  et  tnissi  de  y,  puisque, 
par  hypothèse,  y=^^a{x  —  u).  Donc,  lorsque  l'on  remplace  x 
et  y  par  leurs  valeurs  en   fonction  de  u,  l'intégrale  II  calculer 


/■ 


R  (x,  y) .  X. .  du  devient  une  intégrale  de  fonction  rationnelle  de  u. 


46A.  laWgral—  iliWnit»  —  Nous  nous  cootaoterons  Ici  da 
donner  une  déânitioa  de  l'intégrale  définie  doat  nous  nous  occu- 
perons h  plusieurs  reprises  dans  la  suite  de  cet  ouvrage 

Soit  F(a:)  une  fonction  primiUve  d'une  fooctioii  /(x),  et  a,  ^ 
un  intervalle  où  cette  dernière  fonction  existe  st  est  continue.  Oa 
appelle  «  intégrale  définie,  étendue  à  l'intervalle  a,  h  »,  de  la 
fonction  f{x)  la  différence  F(fc)  —  F{a). 

Cette  différence  remarqooiu-le  ect  toujours  la  même  quelle  que 
soit  la  fonction  primitive  de  f(x)  que  l'on  considère.  Soit,  en  effet, 
G  (x)  une  autre  fonction  primitive.  On  aura,  G  (x)  =;  F  {x)  +  G, 
G  étant  une  constante  indépendante  de  x.  Donc 

G  (6)  —  G  (a)  =  F  (6)  —  F  (a). 

Nous  conviendrons  de  représenter  l'intégrale   définie  de  /(x) 

élflDdue  &  l'ialervaUe  [a,  b)  par  la  notation    |  f[x)  4*. 
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6.  —  Equations  différentielles 

467.  —  La  résolution  des  h  équalîous  dilTérentî elles  »  ('),  tant 
à  cause  des  développements  théoriques  dont  elle  est  le  point  de 
départ  qu'en  raison  des  appplications  géométriques  et  mécaniques 
auxquelles  elle  donne  lieu,  est  l'un  des  problèmes  fondamenlaux 
■de  l'algèbre. 

Soilyou  ^(x)une fonction incoDDued'unevariablex,  et/, y", ... 
ses  dérivées  successives  :  si  l'on  sait  que  les  quantités^,  y,  y,  y"  ■■■ 
—  dont  la  variation  est  déterminée  par  celle  de  ic  —  satisfont,  quel 
que  soit  x,  k  une  relation  implicite  (n°  439) 

(1)  F{x.y.y.y,...)  =  o, 

■dont  on  connaît  la  forme,  on  peut  parfois  se  servir  de  cette  relation 
pour  déterminer  la  nature  de  la  fonction  inconnue  y.  L'égalité  OU 
relation  (i)  est  appelée  a  équation  différentielle  entre  y  est  a:  n  :  la 
fonction  y  {x)  est  une  solution  on  intégrale  de  cette  équation  (')  : 
si  l'on  a  trouvé  toutes  les  solutions  d'une  équation  différentielle,  on 
dit  qu'on  l'a  intégrée. 

Exemples.  —  Les  relations 

(a)  /'  — 3rj'-|~/sinar  =  o 

(3)  y-y/(^)-9{^}  =  o. 

où/et  ^  désignent  des  fonctions  connues  de  x  sont  des  équations 
différentielles.  La  relation  y'  — /{^)  ^=-  o.  qu'  ne  contient  pas  y, 
est  aussi  une  équation  différentielle,  et  d'un  type  particulièrement 
simple  :  elle  admet  comme   solutions  les  fonctions  primitives  de 

fi")- 

468.  —  Une  relation  implicite  entre  pltisieurs  fonctions  de  j:, 
leurs  dérivées,  et  la  variable  x,  sera,  elle  aussi,  appelée  équation 
différentielle.  Mais  cette  relation  à  elle  seule  ne  suffît  pas  &  déter- 

(')   Mot   ÎDtroduit  par  Leibnitz,  eu  mSme  temps  qu«  le  mot  derWar», 
dans  une  lettre  A  Newton,  1677,  apud  Matbemath.  Wtrk.  I,  i5.f-6i. 
(']  On  dit  qu'elle  <  satisfait  >à  l'équation  (i)ou(  vérifie  i  cette  équatiou. 
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miner  les  foncions  qui  y  figurent,  dans  le  cas  où  ces  fonctions 
sont  toutes  inconnues.  Pour  calculer  plusieurs  foncEions 
inconnues  y,  z,  u,  ....  au  moyen  d'équations  difTérontielles,  il 
faudra  que  l'on  connaisse  plusieurs  équations  auxquelles  satisfont 
'simullanément  (quel  que  soit  x)  les  fonctions  y,  z,  u,  ...  el  leurs 
dérivées.  Ces  équations  forment  alors  [comparer  la  théorie  des 
équations  algébriques  ordinaires]  un  système  d'équations  différen- 
tielles simultanées. 

Ainsi  l'on  peut  trouver  des  couples  de  fonctions  3'  et  zde  x  satis- 
faisant aux  deux  relations  simultanées  : 


(4)  )/ 


•y  +  3xy'  -- 


469.  Ordre.  —  On  appelle  ordre  d'une  équation  dilTérenlielle 
(relativement  k  une  ou  à  plusieurs  fonctions  inconnues  figurant 
dans  l'équation)  l'ordre  de  celle  des  dérivées  de  ces  fonctions  qui 
se  trouve  avoir  l'ordre  le  plus  élevé.  Ainsi  l'équation  (s)  est  du 
second  ordre  (par  rapport  à  la  seule  fonction  inconnue  qu'elle  con- 
tienne :  j-)  :  en  effet  /figure  dans  celte  équation  et  il  ne  s'y  trouve 
pas  de  dérivée  d'ordre  supérieur  à  3.  L'équation  (3)  [qui  ne  con- 
tient d'autre  dérivée  que  /]  est  du  premier  ordre.  Les  équations  (i) 
sont  respectivement  du  premier  et  du  second  ordre  par  rapport 
aux  deux  fonctious  y  cl  z. 

470.  Réduotion  d'un  système  d'énnatlona  à  uue  équatlcn 
unique.  —  Nous  nous^bornerons  à  considérer,  dans  les  p.tges  qui 
suivent,  des  équations  difUérenti elles  à  une  fonction  inconnue. 
Nous  en  avons  le  droit,  car  on  démonli-e  que  l'on  peut  toujours  — 
théoriquement  tout  au  moins  —  ramener  la  résolution  d'un  système 
de  n  équations  différentielles  à  n  inconnues  à  la  résolution  de  plu- 
sieurs équations  séparées  [d'ordre  plus  élevé,  il  est  vrai)  dont  chacune 
ne  contient  qu'une  fonction  inconnue  (el  sca  dérivées). 

Montrons,  en  nous  plaçant  dans  le  cas  le  plus  simple,  commei-.l 
se  pourra  faire  la  réduction  du  système.  Considérons  un  système 
de  deux  équations  du  premier  ordre 
(5)  r(x,ya.y.z')  =  o.       G(x.y,z.y,z')  =  o 

contenant  deux  fconctîons  inconnues  de  x  et  leurs  dérivées. 
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Dos  deux  équations  (5)  —  Initiées  comme  àts  équations  or- 
dinaires ayant  pour  inconnues  y'  et  z*  —  on  tire  (')  certaines  ex- 
pressions de  y  et  z"  en  fonction  de  x,y,z,  soit  : 

(6)  /=--/(^.j.ï.)-      ^  =  3>./.î). 

nouveau  système  d'équations  différentielles  qui  équivaut  évidem- 
ment au  système  (5)  [voir  le  n"  479]. 

Raisonnons  donc  sur  le  nouveau  système  et  écrivons  que  les  dé- 
rivées par  rapport  &  x  des  deux  membres  de  la  première  équation 
sont  égales  (').  Nous  obtenons  (d'après  la  règle  du  n*  443). 

•'  bx  V  ai       '    ■ 

ou,  en  tenant  compte  de  la  seconde  équatioa  (6)  : 
(,)         /=itoi£)  +  5feiii)y^,52a::fj.,(..,^), 
équation  de  la  forme 

f  et  ij»  étant  deux  fonctions  de  x,  y,  z.  Nous  devons  satisfaire  à  la 
fois  à  la  première  équation  (6),  y  ^=f{x,y^z),  età  l'équation  (7'"). 
Or  regardons  ces  deux  équRtions  comme  deux  équations  ordi- 
naires par  rapport  aux  quantités a:,y,ï,y, y' et  éliminons  z  entre  les 
deux  {voir  a"  329)  :  nous  obtenons,  comme  résultat  de  lelimi- 
natîon,  une  nouvelle  relation  ou  équation,  oâ  n'cntreot  pTus  que 
les  lettres  x,  y,  y  lAy'  :  c'est  ane  éqaalion  da  second  ordre 

i''{^-y<yy)  =  o. 

dont  t  inlitjralion.  donnera  Us  fonctions  y  qaisatisJorUà  notre  pro- 
blème. Une  fois  y  (et  par  suite  y)  connus,  la  ralaUoa  impUcile 

/  :=/{x,y,z)  fera  connaître  z. 


{')  En  d'autres  termes,  noiu  ritoliioiu  le  lyMAme  dM  iq«atian  {ii  par 
rapport  aux  deux  lettres  ou  quantités  y'  et  s'  {voir  chap.  t,  §S  j  et  8]. 

(')  Les  deux  membres  sont  <1m  fonctions  de  s  [puiaqne  les  quantités  y 
et  z  sont  elles-mêmes  fonctions  (inconnues)  de  x)  et  comme  ils  sont  égtux 
quel  que  soit  x,  leurs  dérivées  sont  égales  aussi. 
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471 .  Intégrale  générale.  —  L'équation  différentielle  y  =ytj;), 
oa  y  —/[x)  =  o,  dans  laquelle /(x)  est  la  dérÎTée  d'nne  fonction 
F(x)tadiDetcomme  solutions (467), les  fonctions  primilives de /(x), 
dMemies  en  dminant  k  la  constanle  G,  dans  l'înté^le  F(x]  +  C, 
toHies  tes  valeurs  possibles  [voir  $  S].  Nons  conviendrons  d'appeler 
intégrale  générale  de  téquatîon  l'intégrale  indéfinie  P(x)  +  C, 
(dans  laqndle  la  valeor  de  C  reste  indéterminé),  et  intégrale  on  ao- 
lalioR  particulière  tonte  fonction  primitive  particalière  de  ^x) 
[obtenue  en  donnant  k  C  une  valeur  détenninée).  Pour  indiquer  la 
présence  de  la  constanle  C  (appelée  constanle  d^ intégration)  dans 
l'expression  de  l'intégrale  générale,  nous  dirons  que  cette  inté- 
grale gén^le  dépend  d'une  constante  d'intégration  arbitraire, 

ConsidéFons  iDaintenant  l'éijiiatioD 

y'-m  =  o    ««    /"=/W- 

Elle  nous  donne  (puisque  y"  est  la  dérivée  de  /)  :  /  ^=  Y{x)  ■+-  C, 
où  C  est  une  constanle  arbitraire.  Supposons  que  nous  connaissions 
l'intégrale  indéfinie,  F,(x)  -h  C,,  de  F(j)  :  nous  saurons  alors  que 
y,  fonction  primiti*»  de  ¥{x)  -h  C,  a  pour  eipression 

F,{a-)  -t-  Gr  +  C, 

oà  C  et  Cl  sont  deux  constantes  qui  ont  des  valeurs  arbitraires  : 
cette  expression  est  encore  appelée  intégrale  ^^/i^rafe  de  l'équation  : 
elle  dépend,  cette  fois,  de  cfeiu;  constantes  d'intégration. 

Nous  étendrons  facilement  les  remarques  et  déGnîlions  qui  pré- 
cèdent à  l'équation  d'ordre  n,  j^=^J\r).  Si  l'intégrale  générale 

de  cette  équation  est  catculable,  elle  dépend  de  n  constantes  d'inté- 
gration arbilraira». 

472.  —  Gela  dit,  coi»idéroa8  une  équation  qnelconqae  du  pre- 
mier ordre  entre  y  et  x, 

(8)  n^.y<y)  -  o: 

si  je  trouve  une  fcHKtioa  7  de  x  qui  satisfasse  i  l'équation  (S),  je 
dirai  que  cette  fooctioii  en  est  une  Intégrale  ou  solationparticaliire. 
Si  je  trouve  une  solution  dans  l'expression  de  laquelle  entre  nne 
constante   arbitraire  C   [c'est-à-dire  nue  lonetion  dépendant  de 
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C,  qui  satialuie  à  l'Atoatioa  «aelle  Qoe  lolt  U  Ttlenr  donné*  à 
cotte  quantité],  je  dirai  que  celte  solution  {oàje  laisse  C  indéter- 
miné) est  Vintèijrale  générale  de  l'équation  (8).  On  a  prouvé  rigou- 
reusement, —  mais  par  dca  procédés  de  démonstration quenousne 
pouvons  paa  exposer  ici  —  qu'une  équation  dilTérenLietle  ne  sau- 
rait avoir  plusieurs  intégrales  générales.  Si  donc  une  équation  avait 
d'autres  solutions  que  les  intégrales  particulières  déduites  de  i'in- 
Icgrale  générale  en  particularisant  la  valeur  de  C,  ces  solutions 
seraient  nécessairement  en  nombre  fini  (leur  expression  ne  con- 
tiendrait aucune  constante  arbitraii-e,  vide  infra,  n°  4Q1). 

473.  —  Il  noua  est  facile  d'illustrer  ces  déQnttiona  en  formant 
autant  d'équations  différentielles  du  premier  ordre,  qu'il  nous 
plaira',  dont  l'intégrale  générale  nous  soit  connue.  Considérons  en 
effet  une  relation  implicite  quelconque  entre  y  et  x, 

(9)  /(■T,r,C)  =  o, 

dans  l'expression  de  laquelle  entre  une  constante  C. 
Nous  avons,  par  dérivation  (n°  444),  la  relation 

('■>!  /.'+/,'■/  =  ». 

OÙ  les  dérivées  partielles /i'  elj,  dépendent  en  général  do  G  :  cette 
relation  est  satisfaite,  quel  que  soit  C,  lorsque  l'on  prend  pour  y  i« 
valeur  de  la  fonction  implicite  dé&nie  par  (9). 

Regardons  alors,  pour  un  moment,  la  relation  (9)  comme  une 
équation  algébrique  ou  transcendante  dont  l'inconnue  est  C,  et 
supposons  que  nous  sachions  éliminer  la  quantité  C  entre  les  deux 
équations  (9)  et  {10)  ;  nous  obtenons  ainsi  une  relation  entre  x,y 
et  y'  qui  est  une  équation  dilTérentielle  (ne  contenant  pas  C)  :  la 
fonction  implicite  défmie  par  la  relation  (9),  pour  une  valeur  arbi- 
traire de  C,  est  l'intégrale  générale  de  cette  équation. 

474.  Exemple.  —  Considérons  les  fonctions  y  dex  définies  par 
la  relation  y*  —  aC»  =  o  où  C  est  arbitraire.  En  dérivant  par 
rapport  à  x,  nous  en  tirons,  —  2 G  -H  ayy'  =  o  ;  ou  C  =  yy. 
Portant  tlans  la  relation  proposée,  nous  avons  l'équation  différen- 
tielle. 

y*  —  axv/  ;=  o       ou       aï/  —  ^  =  o. 
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Àoat  ta  relation  y*  —  aCx  =t  o  définit  Y  inUgrak  générale.  En 
donnant  à  C  une  valeur  particulière,  par  exempte  3,  nous  aurons 
une  intégrale  parliculiÈre  ^'  —  ^x  =  o  ou  j  ^  a  ^. 

476.  — -  UiniégraU  générale  d'une  équation  du  second  ordre  (& 
une  fonction  inconnue)  sera,  par  dérinilion  ('),  une  solution  dans 
l'expression  de  laquelle  entrent  deax  constantes  d'intégration  qui 
restent  indéterminées.  En  éliminant  les  constantes  C  et  Ci  entre 
une  relation  implicite  y(x, y, C, Ci)  =  o  et  les  relations  obtenues 
par  dérivation  (*) 

/.'  +/,'•  /  =  o.  /■..  +/.;■/+/■,.■  y  +/■'•  / = ■>. 

on  forme  une  équation  différentielle  du  second  ordre  dont  l'inté- 
grale générale  est  la  fonction  implicite  7(0;)  définie  par  la  relation 
d'où  l'on  est  parti. 

Exemple.  —  Considérons  l'ensemble  des  fonctions  définies  par 
la  relation 

(M)  y  =  tL(x  +  Jix') 

où  A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires.  Les  variables  y  et  x 
figurant  ici  séparément  dans  les  deux  membres  de  l'égalité,  la  déri- 
vation par  rapport  à  o;  se  fait  immédiatement  sans  qu'il  soit  néces- 
saire  de  recourir  à  In  théorie  des  dérivées  partielles.    Kous  avons  : 

/  =  A  (i  -1-  iBa:)  =  A  -h  aABa;, /  =  aAB. 

Etant  donné  cotte  valeur  de  aAB,  nous  pouvons  écrire 

y  ^  A  +  y'x       ou       \  ^  y  —  r'x. 


(<)   On  dcmontre  ici  encore  que  cette  intégrale  est  néceuairenieDt 
unique. 

(')  lUa  premifers  dëriTatîon  se  tait  comme  au  n"  473.  Js  dérive  ensuite 

par  rapport  k  x  l'exprewion  f^  +  f,- H-  La  dérivée  de  /', est  fi^  [ou  ^-( » 


^  =  y ,  et,  d'autre  part,  d'après  la  règle  du  n-  443  :  -^  =  *^^  +  ^  S 
or  -~r  ~  ^rl-  =f'iv^^  L""  =  /'u'  P"  définition. 

BoimODi.  —  Lm  Priacip*)  da  I'AuIjm  Bulhimiliqnt.  39 
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Donc,  en  portant  daas  (i  i)  :  j-  =  (j^  —  yx)  x  -\-^  ar*,  ce  qni 

donne,  toutes  réductions  faites 

/x'  —  a/'x  -h  3y  =  o. 

Les  fonctions  (y)  constituât  l'intégrale  générale  de  celte  équa- 
tion. Toute  fonction  {y)  i)articulidre,  obtenue  en  donnant  à  A  et  fi- 
des  valeurs  déterminées,  —  par  exemple  : 

y  =  x  —  ■]x'       ou      ^  ^  3.(x-(- ai'), 

est  une  «  intégrale  particulière  m. 

470'  —  On  étendra  facilement  les  considérations  et  défintUons 
qui  précèdent  &  une  équation  d'ordre  quelconque.  D'une  nunièfe 
générale,  l'intégrale  générale  d'une  équation  d'ordre  n  contiendra  n 
constantes  arbitraires. 

477.  ConditloDS  initiales.  —  On  établit  dans  la  théorie  géné- 
rale des  équations  différentielles  qu'une  équation  (8)  du  premier 
ordre  possède  en  général  une  intégrale  particulière  et  une  seule  qui 
prend  une  valeur  donnée  y,  pour  une  valeur  donnée  x^  de  la 
variable. 

Nous  ne  sommes  pas  actuellement  en  mesure  de  démontrer  ce 
théoi-èmc  qui  d'ailleurs  —  au  point  où  en  est  notre  théorie  des 
onctions  —  ne  saurait  même  être  regardé  comme  >rai  sans 
exceptions  (voir  478)  :  nous  pouvons,  cei)endant  indiquer  la  voie 
h  suivre  pour  obtenir,  en  admettant  qu'elle  existe,  l'intégrale  de  (8) 
qui  satisfait  aux  conditions  requises. 

L'expression  de  l'intégrale  générale  est,  d'après  le  n"  472,  de  la 
forme  y^=  f  {x,  C),  l'expression  de  y  dépendant  k  la  fois  de  la  va- 
riable X  et  de  la  constante  d'intégration  G.  Il  s'agît  donc  de  déter- 
miner une  valeur  de  G  telle  que  pour  œ  =  x,,  on  ait  y  =  y,,  c'est- 
à-dire  telle  que  ip  {x„,  C)  ^=yr,-  '-'''  cetlo  dernière  relation,  où  x^ 
et  j-g  sont  connus,  peut  être  considérée  comme  une  équation  algé- 
brique ou  transcendante  dont  l'inconnue  est  C.  Elle  détermine 
donc  la  ou  les  valeurs  de  C  qui  répondent  k  la  question  posée. 

Pour  exprimer  que  les  quantités  x„  et  jg  sont  les  conditions  qui 
déterminent  une  intégrale  particulière,  on  dit  qne  ces  valeurs  ou 


.y  Google 


£q(iatio5s  DiprénEimELLEs  '4ôi 


quantités  sont  d»  conditioiu  initiales  (cf.  n*  306)  définissant  tin- 
iégrale. 

On  démontre  parm)l«meDt'  qu'une  équation  du  second  ordre- 
(supposée  intégrable)  possède  en  général  une  intégrale  particulière 
et  une  seule  qui  prend  une  valeur  donnée  et  dont  ta  dérivée  prend, 
une  valeur  donnée  pour  une  valeur  donnée  x^  de  la  variable.  Les 
trois  valeurs  données,  que  je  désignerai  par  exemple  par  a;,,  /„,  y\ , 
constituent  les  cottdiiions  imtiaks  définissant  une  intégrale  particu- 
lière de  i'équation. 

L'étude  des  équations  d'ordre  quelconque  conduira  &  dos  con* 
clusions  semblablesi. 

476i  La- proMton»  do  UlntégTMioD.  —  L'inl^i^ioiL  d'une 
équMÏoB  difléientielle 

F(x,j-.y,/*..)  =  o, 

où  F  csl  une  fonction  connue  de  x,  y,  y',  y',  ...  est-elle  une 
opération  toujours  possible  ?  Non,  évidemment  :  car  la  simple 
détermination  d'une  intégrale  indéfinie  n'est  point,  elle-même, 
toujours  possible.  Ainsi  nous  sommes  avertis  ki  l'avance  que  nouât 
ne  réussirons  pas  à  intégrer  toutes  les  équations  différentielles' que 
nous  pourrons  imaginer.  Il  n'en  est  que  plus  intéressant  de  notée 
et  de  mettre  à  part  les  équations  que  nous  pouvons  regarder  comme 
«  intégrables  n. 

Mais  nous  ne  voulons  pas  r^éter  icà  l'étude  qui  a  été  faite  atn 
$S.  Nous  ne  nous  arrêterons  donc  point  aux  calculs  d'intégniies 
indéfinies  que  peut  supposer  l'intégration  des  équations,  et  nous 
nous  poserons  simplement  la  question  suivante  :  Comment  peut-on 
ramener  le  problème  de  l'inlégration  d'une  étjuatîon  différentielle 
au  calcul  d'une  ou  de  plusieurs  intégrales  indéfinies  ?  Si,  pour  un 
type  donné  d'équation,  nous  connaissons  un  moyen  d'atteindre  ce 
résultat,  nous  déclarerons  que  ce  type  est  soluble  ou  inlégrable  (')  ; 
nous  ne  pourrons,  en  effet,  être  arrêtés  dans  l'intégration  d'une 
équation  de  ce  type  que  par  une  difficulté  relevant  du  $  S. 


(')   On  dit  sonTent  en  prfeisant  «  intégrable  par  des- quadratuna 
not  quadrature  signifiant  i  calcul  d'une  intégrale  indéfinia  >  [4^0). 
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470.    Transformation    dea   équationa    dUlér«miellea.    — 

Pour  intégrer  les  équntîons  difTérenti elles  il  faut  en  général,  comme 
il  arrive  d'ordinaire  en  algèbre,  prendre  des  détours  :  il  est  le  plus 
souvent  nécessaire  de  commencer  par  transformer  les  équations 
proposées  en  des  équations  équivalentes. 

Deux  équations  difTérentielIcs  relatives  aux  mêmes  variables 
[par  exemple  x  et  y\  sont  dîtes  équivalentes  si  elles  admettent  la 
même  intégrale  générale  (c'est-à-dire  si  elles  sont  ftatisfailes  par  les 
mêmes  fonctions^  de  x).  Envisageons  une  équation  de  la  forme 
F  {x,  y.  Y)  ^=  o  dont  le  premier  membre  soit  une  fonction  algé- 
brique (')  de  X,  y,  y  :  il  est  clair  que,  ai  nous  considérons  pour  un 
instant  cette  équation  comme  une  équation  algébrique  contenant 
trois  variables  x,  y,  y,  et  si  nous  remplaçons  cette  équation  par 
une  équation  équivalente  au  sens  du  n"  326,  nous  obtenons  une 
nouvelle  équation  ditlérentîelle  AjuivalenLe  à  la  première.  Nous 
dirons  alors  que  celle-ci  a  subi  une  (ransformalion  algébrique. 

Ainsi  les  équations 

/  =  xy"  ■+-  y\       y'  —  xy'*  —  y»  =  o,        5  {y'  —  xV*  —  y^)  =  a 

sont  des  équations  équivalentes. 

L'une  des  transformations  algébriques  les  plus  usitées,  dans  le 
cas  où  l'équation  est  du  premier  ordre,  est  celle  qui  consiste  h  (*) 
«  résoudre  l'équation  par  rapport  à  y  >i,  c'est-à-dire  à  former  l'ex- 
pression dépendant  de  x  et  ^  à  laquelle  doit  être  égale  la  quantité 
y  pour  que  la  relation  F  (a;,  y.  y)  =  o  ait  lieu. 

Ainsi  l'équation 

y*  -\-xy'  -{-  x'y^o 


{')  Noua  Dous  bornoni  à  ce  cas  pour  simplifier  notre  expo»é;  on  éten- 
drait aiiément  Isa  contidé rations  qui  vont  suivre  au  cas  où  F  serait  fonc- 
tion transcendante;  si  F  était  transcendante,  il  est  vrai,  on  ne  saurait 
plus  parler,  au  sens  rigoureux  des  mots  d'une  (  trani formation  algé- 
brique >  de  l'équation;  cependant,  pour  simplifier  le  langage,  nous  nous 
permettrons  d'appeler  en  tous  cas  i  algébrique  *  (par  convention  spéciale) 
toute  f  transformation  >  qui  change  l'équation  en  une  équation  équiva- 
lenUau  sens  du  n»  3i6. 

(')  Ou  ■  tirer  »  j/'  de  l'équation,  que  l'on  résout  comme  une  équation 
algébrique  dont  y'  serait  l'ii 
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se  transforme  en 

y=  —  g  ±  \/x*  —  kx'y 

Les  équalioDS  diiTérentiellea  d'ordre  supérieur  au  premier  se 
prêtent  à  des  Iransformations  semblables.' 

Mais  les  transformations  les  plus  fécondes  seront  (comparer  le 
□"  33B)i  des  transformations  indirectes,  lesquelles  font  intervenir 
des  variables  auxiliaires  prenant  provisoirement  la  place  des  va- 
riables proposées  (variables  principales).  Ces  transrormations  sont 
généralement  dénommées  «  changements  de  variables  ». 

480.  Changement  da  Tariablea.  —  Considérons  une  équation 
difTérenlielle  entre  x  et  y,  par  exemple  l'équation  du  premier  ordre 
ordre 

(13)  V(^,y,y')  =  a. 

Un  changement  de  variables  relatif  k  cette  équation  peut  porter, 
soit  sur  la  variable  dépendante^,  soit  sur  la  variable  indépendante, 
soit  sur  toutes  deux. 

Supposons  d'abord  que  nous  conservions  la  variable  x  et  pre- 
nions comme  fonction  inconnue  Je  x  une  nouvelle  variable  f, 
définie  en  tant  que  fonction  de  x  et  j'  par  une  relation  connue, 
v^  g(x,y).  Cette  relation  définit  inversement  y  comme  fonction 
de  V  et  de  x.  Supposons  en  particulier  (le  cbangementde  variable 
ne  sera  d'ordinaire  praticable  qu'en  ce  cas)  que  nous  sachions  ex- 
primer explicilemenl  y  en  fonction  de  a;  et  u  :  j"  s'exprimera  par 
une  égalité  de  la  forme 

(i3)  y=:f(x.v). 

Dérivons  cette  égalité  par  rapport  à  x,  en  nous  rappelant  que  t< 
est  une  fonction  de  x  dont  la  dérivée  peut  être  désignée  par  v  : 
nous  obtenons 

(i4)  y  =  9.  +  "'='.. 

Remplaçant  alors,  dans  l'équation  (i3);)'et  y  parleurs  expressions 
{i3)  et  (li)  en  fonction  de  x,  v  et  i*"  nous  aurons  une  équation 
différentielle  entre  x  et  i',  qui  équivaut  à  l'équation  proposée.  Si 
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l'on  trouve  une  solution  de  cette  équation,  il  sufTira  de  remplacer 
V  par  cette  solution  dans  la  relation  (i3)  pour  avoir  une  fonction 
y  de  a;  qui  soit  solution  de  l'équation  (is).  L'opération  sera  donc 
avantageuse  loules  les  fois  que  Céqualion  en  x  et  v  sera  plus 
simple  que  téqualian  en  x  et  y.  Or  la  fonction  f  qui  définit  le 
changement  de  variable  (i3)  sst  arbitraire.  Le  tout  sera  donc  de  la 
choisir  d'une  manière  convenable. 


481.  —  P(Hir  patur  des  vatiablee  x  et  y  A  daix  aoiuitlks  va- 
riables a  et  V,  il  faut  se  donner  doux  raUtioas  de  hi  fiinne 

(i5)  X  =/(«,«).      y  =  ?(",v) 

définiaunt  a;  et  y  comme  fonctions  de  u  et  u  [et  inveraomwit  uet  d 
comme  fonctions  de  x  eiyj.  Considérons,  par  exemple,  la  variable 
u  comme  la  variable  indépendante  :  la  dérivation  des  égalités  (i5) 
par  rapport  à  u  nous  donne 

:c:  =/.  +  ,//..    /.  =  .:-Ht/?;. 

Or  y.  =  y'.à.  =  ^-:- .  Donc  : 

(.,6)  '■=fMf: 

Remplaçant,  dans  l'équation  dilTérentielle  (i3j,  x,  ;y  et  v'  par 
lauTs  expressions  en  fonction  de  u,  l>,  v'  données  par  les  .égalités 
(i5)  et  (i6),  nous  obtenons  une  équation  différentielle  antre  x,  v 
al  v'  qui  équivaut  à  l'iquation  (12). 

482.  Cas  d'ane  équation  du  aeoonâ  ordre.  —  On  définira 
de  la  même  manière  le  changement  de  variable  ou  de  variables 
relatif  à  une  équation  du  second  ordre  ou  d'ordre  supérieur. 

Proposons -nous,  par  exemple,  d'effectuer  le  changement  de 
variable  (i3)  sur  une  équation  de  la  forme 

(•7)  F{x.y,y,/)  =  o. 

En  dérivant  l'égaiitc  (i3),  nous  obtenons  l'égalité  (i^)  ;  en  dé> 
rivant  celle-ci  [d'après  les  règles  du  n°  443]  nous  avons  : 
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L'équation  (17)  »d   tnnsforme  donc  en  une  éqtMtton  du  second 
ordre 

F[x,  ç(jf,  v),  ç,  +«'?'.,  ip',.  +  ...  -+■  ii'ij'.]  =  0, 

dont  le  premier  membfeesldflvsDU'une  fonction  de  ^,  t>,  n'ai  ti*. 
Tel  est  le  principe  de  la  méthode  du  changvaunt  da  variablm, 
dont  le  lecteur  trouvera  de  nombrooms  applications  dans  les 
deux  paragraphes  qui  vont  suirre.  Ces  paragraphes  contiennentile 
relevé  des  équations  diiTérentielles  intégrables  les  plus  classiques  du 
premier  ordre  et  d'ordre  supérieur. 


-  Éqaatioas  classiques  tfu  premier  ordre 


4S3.  Eqoationa  &  variables  séparée*.  —  On  appelle  ainsi  une 
équation  qui  se  présente  sous  le  forme,  ou  qu'une  transTonuation 
algébrique(')  permet  de  ramener  à  la  forme  (*)  : 

(I)  y  ■■kj')  =  9{a 

<f{x)  et  '^{y)  étant  respectivement    des   fonctions  de  la  variable 
indépendante  x  et  de  la  variable  dépendante  y. 

Supposons  que  nous  puissions  former  uno  (onction  primitive 
<I»  {x)  de  y  {x)  et  une  fonction  primitive  (')  *F  {y)  de  la  fonction  de 
y,  '^iy)-  D'après  la  règle  du  n*  417,  le  produit  y'  .  "^(y)  sera  la 
dérivée  par  rapport  à  3:  de  ^{y)  [qui  est  une  fonction  composée 
de  X,  puisque,  y  est,  par  hypothèse,  une  fonction  de  x,  solution 
inconnue  de  i'équalion  (i)]. 


(*)  Je  donne  ici  k  la  locution  <  trana tonna tîon  algébrique  >  le  leui  gé- 
néral qui  a  été  iudîquëp.  4^3,  note  1, 

(*)  Le  procédé  qui  conusts  à  mettre  une  équation  différentielle  aou*  la 
forme  (i)  et  à  l'intégrer  comme  noui  l'expliquons  ci-deesous,  est  appelé 
par  JiAN  BiKNODiLLi  :  «éparatioQ  dn  variables  {»eparatiointlelerminata- 
rum)  [Aeia  «rudUorum,  novembre  lËgi),  Œuv.,  1. 1,  p.  laï-sS]. 

(')  J'entends  :  fonction  primitive  par  rapport  à  la  variable  y,  c'est- 

l-dire  telle  que  la  dérivée  par  rapport  Ay,  j-  soit  égale  à  ifiV)- 


.ï  Google 


CALCUL   DES    FOnCTtO;iS 


Les  deux  fondions  de.  x,  4  (x)  et  ^'  {y),  ayant  des  d^rîv^ 
égales  d'après  (i),  dilTérent  d'une  quantité  constante;  donc  : 

Toute  fonction  y  de  x  solution  de  l'équation  (i)  satisfera  à  la  (*) 
relation  (s)  (quel  que  soit  x)  pour  une  certaine  valeur  par- 
ticulière de  C;  et  réciproquement  l'on  vérifie  immédiatement 
que  toute  fonction  y  définie  par  la  relation  (s),  (pour  une  valeur 
particulière  quelconque  de  C)  est  solution  de  (i).  Donc,  confor- 
mément &  la  définition  du  n'  472,  nous  dirons  que  la  relation  (3) 
nous  donne  t intégrale  générale  de  l'équation  (i). 

Remarque.  —  Si  l'on  se  sert  des  notations  introduites  au  n"  463. 
on  peut  écrire  la  relation  (3)  sous  la  forme 


^+0.)^^=^. 


9  («)  (te  -H  C. 


484.  Exemple.  —  L'équation  ^  =  3jc'  h-  i  a  pour  intégrales 
les  fonctions  définies  par  la  relation 

Lj-  =  x'  -t-  a;  H-  G      (C  constante  arbitrairv), 
ou,  si  l'on  préfère, 
L/ +  LC  ^  ar'-t-a:,     (C  constante  arbitraire),    d'où   C'/^e' +'. 

486.  Equation  homogène.  —  On  appelle  ainsi  une  équation 
qui,  par  transfonnation  algébrique,  peut  être  mise  sous  la  forme 

(3)  ''=Aî} 

le  second  membre  étant  une  fonction  connue  du  rapport  *- .  On  dé- 
montrera facilement  que  dans  le  cas  où  l'équaUon  est  mise  sous 
forme  polynomale,  soit 

P{x,  y,  y)  ^  o,       ou  encore       ç  (x,  y,  y)  ^  'l<(a:,  y.  y'). 


{')   La  Tclation  (s)   peut  être  regardée  comme  une  relation  implicil* 
défÎDÎMant  y  comme  fonction  de  x. 
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F,  tf,  i{i  étant  des  polynômes,  !l  Taut  et  suffît  pour  que  la  condition 
énoncée  soit  remplie  ^tic  F  soit  homogène  par  rapport  aux  deux 
variables  x  et  y,  ou  qœ  ç  e(  i}*  'O'*"'  '"«*  ''^"*  homogènes  (')  par 
rapport  à  x  et  y  et  de  mime  degré.  D'où  le  nom  d"  a  équation  ho-  . 
mogène  ». 

Pour  intégrer  l'équation  (3)  prenons  comme  variable  auxiliaire 
(variable  v)  le  rapport  ^  en  posant  y  =  vx.  Dérivant  par  rapport  à 
X,  nous  avons  y'  =  v  -\-  xi/  ;  l'équation  (3)  devient  donc 
V  4-  xo'  =/{tp)       ou       xv'  =/{v)  —  V, 

ou  enfin  ?,-  t-;_  -  =  -  ,  équation  à  variables  séparées  qui  s'intègre 
comme  nous  l'avons  vu  au  n*  483. 

480.  Exemple.  —  Considérons  l'équation 
(4)  xy' =  y -^- )/x*  —  y* . 

Ed  divisant  les  deux  membres  par  x,   nous  avons  l'équation 
^uivalente 


^^-v'- 


Effectuant  te  changement  de  variable  ci-dessus  indiqué,  y^xv, 
nous  obtenons  l'équation 

V-hxi/  =  v-hVt—^        ou        -—-  =  :;• 


Appliquant  à  celte  dernière  équation  la  méthode  du  n**  483, 
nous  obtenons  l'intégrale  générale 

arc  »in  V  =  Las  -I-  const.  =  LCx,      (C  constante)  (*), 


(■)  Vide  ntpra,  n*  aga.  Ainii,  doni  l'«xeinp)e  du  n"  4'^,  l'équation  [J) 
peut  s'écrire  xy  —  y  =  ^x* —  y*  ou,  au  a'élcvaDt  au  cairé  J  {xy'  —  yj' 
c=  ^  —  y*,  équation  dont  1m  d«ux  membres  ïonl  des  polyoomei  homo- 
gènes du  «econd  degré  en  x  et  y. 

(*)  Voir  la  remarque  faite  p.  43i  note  3). 
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d'où,  d'après  la  déûnition  de  l'arc  sinus  : 

u=;sin{Ci)       ou      y=arain(Cx). 

503.  Typa  d'éqaation  ae  ramenant  ft  un»  équation  homo- 
gène. —  Soit  proposée  une  équation  de  la  forme 

dont  le  second  membre  est  supposé  être  une  fonction  connue  du 

rapport  -j — rr^^ '•  •  Po""^  intégrer  celte  équation,  commençons 

par  déterminer  les  solutions  du  systfeoie  d'équations  linéaires  àdeux 


ax  -^-  by  -^  e  =  o,       a'x  +  b'y  4-1/^0; 

cesont(')  (¥oirn*3«5)3:  =  >  =  ab' -- ba!  ^"=^=  ab'  —  h^''  P"" 
elTectuons  le  double  changement  de  variaUe  défini  (cf.  n"  481)  par 
les  égalités 

X  =/(a,  w)  =  ^  +  u,       j'  =  ?K  «)  =  ?-.-». 

Nous  ayons /',  ^=  I,      o',  =  o,      _/",=ç',^o;  donc,  d'après 
la  règle  du  a'  481,  l'équation  (6)  devient  : 


Mais,  d'après  la  définition  de  a  et  p,  la  fraction  entre  crochets  se 
réduit  à  -,  I ,  ;  nous  aurons  donc  en  divisant  les  deii\  termes 
de  eette  dernière  fraction  par  la  même  quantité  m),  l'équation  ho- 
mogène de  forme  (3)  : 


y  +  i'î/ 


s  plaçons  dans  l'hypotbèM  où  le  ayatiRie  daa  dou  4q«w 
1  et  un  Bcul  ayitèine  de  lOlutiou  x  ^-a.tf  =  fl. 
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604.  EqaaUoiu  dUTArentiaUM  UnéalrM.  —  Use  équalion 
ditlérentielle  du  premier  ordre  est  dite  linéaire  si  elle  se  présente 
ou  peut  être  mise  sous  fonne 

(7)  /■/(W-t-r-/.{=^)+/.(a^)  =  o, 

le  premier  membre  étant  ua  polynôme  du.  premier  degré  en  y  fi/  / , 
dont  les  coefEcîents/ (a:),/,(a;),/.(a;)  peuvent  êlre  d'ailleurs  des 
fonctions  quelcontjue»  de  x. 

-  v4^.  noua  pouvons  écrire 


Po«nl,W=-/i|ï-), 
ainsi  l'équation  (7)  : 

«.  =  -^ 

(8)                        /=,. 

T(i)+  +  W,o. 

(«"■)                             ^ 

=  ,(^)  +  *-f'. 

Nous  allons  Taire  un  changement  de  variable  défini 
suit.  Posons 

(9)  y  =  "-- 

a  étant  tel  que 

-  ^  y  (x),     d'où     ]0(;  u  =  I  i  (t)  dx,     et  par  suite     u  =  e^  *''W, 

expression  dans  laquelle  nous  donnerons  à  la  constante  arbitraire 
une  valeur  déterminée  quelconque  [ce  qui  revient  à  dire  que  nous 
prenons  pour  Lu  une  Toaction  primitive  quelconque  de^(x)j.Daii8 
ces  conditions,  —  u  étant  une  fonction  connue  de  x,  —  l'égalité  (9) 
dé&nit  un  changement  de  variable  [passage  de  la  variable  )>  &  la 
variable  z]  au  sens  du  n°  480  ;  d'ailleurs  l'égalité  (9),  où  l'on  con- 
sidère y,  u,  z  comme  trois  fonctions  de  x,  nous  donne,  d'après  Ib 
propriété  fondamentale  des  dérivées  logarithmiques  (413). 


Portant  dans  l'équation  (8  bis],  nous  avons 

u'         -'  ■l'x\     ■ 
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OU,  d'après  la  déûailion  de  u  et  de  2  : 

^=m  =  m,        donc        ^=m. 
z  y  uz'  a 

Ainsi  nous  connaissons  la  dérivée  de  z  puisque  u  est  une  fonc- 
tion connue  dex;  doue  nous  aurons  z  en  calculant  l'intégrale 

f^dx         ou(<)  Ç[^(x).t-f'^'''']dx. 

Nous  obtiendrons  ainsi  finalement  ('] 

y  =  .=  =,/'(-">  .  J[«x),-/'l")'^]jx. 

480.  Equation  d«  BemouUli.  —  Jacques  Beroouilli  posa  en 
i6g5,  k  propos  d'une  question  de  mécanique,  le  problème  sui- 
vant (*)  :  Aequalionern  ay'  =  y.p  ■+■  b  .y.q,  —  ubi  a  et  b quart- 
lilales  datas  el  conslantes,   n  potestatem  quamvis  IHerse  y,  pet  q 

{']  D'après  la  valeur  de  u  et  en  nous  rappelant  que,  quel  que  soil 
l'expofBut  «,  T  =  e~'. 

(■)  E:umpU.  —  ConiidJmiii  l'^uation 

atf  ■+■  y  —  cot  z  =  o,       ou       y'  =  —  ~+wx. 
Je  pose 

—  =  —  -,      d'où      log u  ^  —  log  X, 
égalili  à  laquelle  on  aatiilait  eupranant  u  =iZ-'.  Poiant  alon  y  =iui,  j'ai 

- /'"F  ■^  =/-«■■'*■ 

Intégrons  par  parties  (a*  456]  en  poiant 

u  =  sin  X,      c  =  I,      d'où      u  =  cob  x.      v'  =«  i, 
j'aurai 

j  X  coa  xdx  E2  /  u'vdx  =^  X  sin  x  —  /  sin  xdx  =:  x  sin  z  +  eoi  x  +  C- 

'     n-    ■  .    CMI+  C 

Dou      !/  =  ui  =  iinicH • 

On  vérifiera  facilement  que  les  lonctioni  y  ainsi  définies  satisfont  bien 
i  l'écpiation  proposée. 

(')  Aeta  erudilorum,  déc.  i6;)S,  p.  ^53.  Conformément  â  la  notation 
diffcrenliclle  que  noua  exposerons  plua  loin  {Trait.  Liv.,  chap.  ii), 
BsnNOuiLU  écrit  ady  =  ypdx  -\-  ty-qdx. 
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quanlitaUs  aicamque  datas  per  x  denotanl  —  conslruere  [c'est- 
à-dire  :  résoudre  l'équation  ay'  =  yp  ■+-  by'q,  où  a  et  6  sont 
deux  constantes,  y  une  puissance  de  y  et  p  et  9  deux  fonctions 
de  x].  Ce  problème  (')  fut  repris  en  1697  par  Jean  Benouilli 
{Acta  eraditorum.  Mars  1697)  :  on  en  ramène  fort  aisément  la 
solution  A  l'intégration  d'une  équation  linéaire.  En  effet,  l'équa- 
tion de  Jacques  Benouilli  peut  s'écrire  : 

Faisons  alors  un  changement  de  variable  en  prenant  pour  nou- 
velle fonction  inconnue  la  quantité  z  =  y''"  ;  nous  avons 
3f  ^(1  —  n)y-"y';  donc  l'équation  (lo)  équivaut  k 

<")  r:!r-„  ■'  =  ?(')  ■••+!'•«(')• 

équation  linéaire  que  l'on  sait  intégrer  (n°  488). 

400.  Eqoation  de  RIooaU(*}.  —  On  appelle  ainsi  les  équa- 
tions de  la  forme 

(12)  y  =  9i,(x}  -h  y  .f,{x)  +  y*  .ft{x), 

dont  le  second  membre  est  un  polynôme  du  second  degré  en  y, 
ayant  pour  coefGcients  des  fonctions  quelconques  de  x.  L'équa- 
tion (la)  n'est  intégrable  au  sens  du  n"  478  que  si  l'on  en  connaît 
déji  une  intégrable  particalière  ;  en  ce  cas  elle  peut  être  ramenée  à 
une  équation  de  Bernouilli. 

Supposons  en  effet  que  nous  connaissions  une  fonction  u  qui 


(')  Si  l'on  veut  jcrirs  la  forme  générale  de  l'équation  cle  Bernouilli,  il 
eit  inutile  d'y  introduire  dei  coeffieienta  constaotB  a  et  b  ;  on  écrira  : 

p{x)  et  q{x)  désignant  deux  fonction»  quelconque*  de  x. 

{')  Le  comte  vénitien  Jacopo  Riccati  (1676-1754)  n'étudia  en  réalité 
qu'une  équation  particulière  du  type  (la),  l'équation 

"^"  '  =  £+"''■ 
oA  m  et  R  «ont  dei  nombre*  connus  [AnimadveniorMÊ  in  uqualUnu  diffe- 
rtntialu  aeeundi  gradia,  apud  Aciorum  enidilorum  auppltmenia,  t.  VIII, 

1724.  P- 73)- 
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satisfMse&  l'équatLOD  (12),  et  faisons  le  ohangemnt  de  varîiUa 
y  ^  a  -i-  z  [c'est-à-dire  panons  de  la  >-ariab)e  y  à  la  variable 
z  =  y  —  u].  L'égalité  (  i  a)  nous  donne 

y=tt'  -hz'  =  ?t(x)  +  {u-i-z)  ç.{x)  -h  (a  +  zy  T.(i). 
Dévdoppant  le  dernier  membre,  et  remarquant  que 
«'  =  ?o(-^)  ■+■  "  ■  ?i(^)  +  «'  ■  91'^)- 
puisque  u  eat  par  hypoUièse  solution  de  l'équation,  j'ai  finalement 

'  ^  î .  ?.(a^  "+- auz .  ç,(a:)+î»  .?,(«■).  ou  :  r" = [fi(a!) -t- aw .  <p,{i)> -I- î*  .  «pV' . 
ce  qui  est,  par  rapport  Jk  z  une  équation. de  BernouUli. 

491.  Equation  de  Clalrant.  —  Nous  n'avons  étudié  jusqu'ici 
que  des  équations  rationnelles  (')  par  rapport  à  ^  et  résolues  par 
rapport  à  y,  —  où  par  conséquent  ne  iigur&it  que.  la  première 
puissance  de  la  dérivée  y'.  Il  en  est  autrement  de  l'équation  de 
Glairaut,  et  l'étude  de  cette  équation  va  nous  canduire àcertMoes 
constatations  nouvelles  et  intéressantes. 

Considérons  une  équation  de  la  forme  (*) 
(|3)  y-xy'=Sif} 

où  le  second  membre  est  une  fonction  arbitraire  de  la  dérivée  de 
la  fonction  inconnue. 

DéHvons  par  rapport  à  x,  les  deux  membres  de  l'égalité  (i3). 
Remarquant  que  la  dérivée  de  y'  est  la  dérivée  seconde/,  et  que  la 
dérivée  à^fly')  par  rapport  h  x  est  par  suite  {')  (/) .  /"y",  nous 
obtenons  : 

/  — (a:/-t-/)=/0')./.     donc     —  a-/ =/(/) ./,     ou 

(')  Je  veux  dire  :  dei  équations  dont  les  deax  membre*,  cantiâirii 
comme  foncUona  de  y  seule,  étaient  fonctiouB  rationndlei. 

(')  Cette  équation  fut  étudiée  par  Claihaut  en  173^  [Solulion  de  plu- 
lUura  problème»  où  U  s'agit  de  trouver  des  courbes  dont  la  propriili  consiste 
dans  une  esrtaine  relation  entre  leun  brancKm,  exprimée  par  un»  équation 
donnée,  Mém.  de  l'Ac.  Royale  des  Sriences,  1734,  p.  igG  euiv.]. 

'*!  Ba  àéâfnmt  ■perf-'.y)  la  dérivée  de  f^y)  pai  rapport  k  y',  c'eat-à-dire 
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Toute  fonction  y  àe  x  qui  satisfait  &  l'équation  (i3)  astisféra 
nécesBBÏrement  à  l'équation  (i4).  Quelles  sont  donc  les  solations- 
de  l'équation  (i4)>' 

Ce  sont  d'abord  les  fonctions  y  dont  la  dérivée  seconde  y  est 
nulle,  dont  par  conséquent  la  dérivée  première  y'  est  constante. 
Il  est  facile  de  voir,  que  parmi  ces  fonctions,  une  inlinité  vérifient 
l'équation  (i3).  En  effet  si  /  ^=  C  (C  coiutante)  il  suffit  que 
y  —  CaT  =  /[C)  pour  que  l'équation  (i3)  soit  satisfaite.  Donc  les- 
fouctions  j"  =  Ca; +_/(C)  où  C  est  une  constante  arbitraire  sont 
toutes  solutions  de  l.'éqiiation  (i3l  :  elles  en  constituent  t'mlégrale 
générale. 

Mais  l'équation  (id)  n'adnMt  pas  seulement  les  solutions  que 
nous  venons  de  considérer.  Elle  est  encore  satisfaite  si  y  est  une 
fonction  telle  que  a; -»-_/*(/}  =;0  :  si  donc  l'on  peut  déterminer 
une  fonction  y  vérifiant  4  la  fois  les  deux  égalités 

cette  fonction  sera  solution  de  l'équation  (i3).  Or  considérons  les. 
équations  (i5)  comme  deux  équations  algébriques  ou  transcen- 
dantes entre  lesquelles  nous  éliminerons  la  quantité  y  [voir  n°  329]  : 
il  nous  restera  une  relation  entre  x  ety  (ne  contenant  d'ailleurs  pas 
de  constante  arbitraire)  qui  définit  implicitement  une  intégrale  de 
l'équation  (i3)  :  cette  intégrale  ne  fait  pas  partie  de»  intégrales  déjà 
trouvées  (ces  dernières  sont  des  polynômes  du  premier  degré  en  x, 
tandis  que  la  nouvelle  intégrale  sera  en  général  une  fonction  bien 
plus  compliquée)  ;  elle  est  appelée  u  intégrale  siiigiiliire  a. 

Nous  voyons,  par  cet  exemple,  qu'une  équation  diiTérentisUe  est 
susceptible  d'admettre  d'autres  solutions  que  cdles  qu'on  obtient 
en  particularisant  la  valeur  de  la  constante  C  dans  l'expression  de 
l'intégrale  générale. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  que  l'équation  de  Clairaut  n'a  pas 
d'autres  intégrales  que  son  iotégrale  singulière  et  les  intégrales- 
j  =  C«+/C). 

4KI.  Exemple.  —  Considérons  l'équation 


.ï  Google 


kGh  CALCUL    DES 

OÙ  a  est  une  constante.  D'après  ce  qui  précède,  celle  équation 
admet  pour  intégrale  générale  les  polynômes  j-  =  Ca:  +  r.  (C 
quelconque).  Elle  admet  pour  intégrale  singulière  la  fonction  obte- 
nue en  éliminant  V  entre  les  relations 

Or  élevons  au  carré  la  seconde  relation  ;  elle  donne 

Remplaçant  y"  par  sa  valeur  -  tirée  de  la  première  relation, 
j'ai  la  relation  implicite  cherchée  : 

j'*  ^  x' .  — h  2<iic  +  a' .  - .        ou        y*  =  4<"^i 

qui  définit  l'intégrale  singulière. 


8.  —  Equations  classiques  du  second  ordre 
et  d'ordre  supérieur. 


4B3.  EqnatioDB  ne  contenant  pas  y.  —  Les  plus  simples  des 
équations  du  second  ordre  (è  une  fonction  inconnue)  sont  celles  qui 
ne  contiennent  pas  la  fonction  inconnue)',  mais  seulement  ses  dé- 
rivées première  et  seconde,  et  qui,  par  conséquent,  se  pi'ésentenl 
sous  la  forme  de  relations  entre  a:,  y"  ely'  : 

Une  telle  équation  peut  toujours  être  regardée  comme  une  équa- 
tion du  premier  ordre  relative  à  la  fonction  inconnue  y",  puisque 
y  est  la  dérivée  de  y.  Son  intégration  relève  donc  du  paragraphe 
précédent.  Si  la  résolution  est  possible,  nous  obtiendrons  y'  sous 
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forme   d'une  fonction  de  x   et  d'une  constante   arbitraire,   soit 
y  =  (f{x,  C),  et  nous  aurons  par  conséquent,  y  =  |  f{x,  C)  dx. 
Ce  sera  là  l'intégrale  générale  (')  de  l'équation  (i). 

404.  Eqaations  ne  oontenant  pas  x.  —  Une  équation  du  se- 
cond ordre  ne  contenant  pas  ei  pi  te  item  en  t  la  variable  x  est  de  la 
forme 

(a)  FCr,  /.  /)  =  o, 

le  premier  membre  étant  fonction  de  y  et  des  deux  premières  dé- 
rivées. 

Nous  allons  effectuer  un  changement  de  variables  en  prenant 
comme  nouvelle  vanable  dépendante  la  quantité  /,  que  je  désignerai 
par  z,  et  comme  nouvelle  variable  indépendante  la  variable  y. 

Si  nous  posons  z  =  /,   nous  aurons  par  définition  3- =y; 

d'ailleurs  si  l'on  désigne  par  r',  ou  -^  la  dérivée  de  :  par  rapport  & 

jt  on  aura  2,  t=  ;,  .  y\,  d'après  la  règle  des  fonctions  composée» 
(n"  417)  donc,  d'après  la  définition  de  z  : 

Remplaçons  y"  par  cette  expression,  et  y  par  z,  dans  l'équation 
(3)  :  elle  devient  une  relation  entre  y,  z  et  z',,  donc  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  qui  défmit  ;  comme  fonction  de  y. 

(1)  Exemple.  —  ConaîdÉranB  l'équation 

av"  ■=  -  y'  +  ar. 

Par  rapport  k  y',  cotte  équation  est  linéaire  du  pretnier  ordre.  On 
trouvera,  ea  appliquant  la  méthode  du  rfi  ^88,  qu'elle  a  pour  intégrale 
générale 

y  =  I  +  -         (C  constante  arbitraire)  ; 
noua  aurons  donc 


l  Cxdx  +  C  r^  =  ^  +  C 


log  X 
Cj  étant  une  seconde  constante  arbitraire. 

BouTiDui.  —  Lca  Principe!  à»  l'Aailj'M  iualhèiii*lii)De. 
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Si  l'on  sait  intégrer  cette  équation,  on  trouvista  une  expressioa  de 
'  2  de  la  forme 

z  =  f  (j',  C),       (C  constante  arbitraire)  ; 


on  aura  donc      y  ^if(y,  C)      ou 


y    _ 


équation  différentielle  à  vaiitUes  >épsré«B  par  rapport  k  y  at  as 
(n"  483)  qui  donne  (')  [puisque  la  fonction  primitive  de  i  est  x] 


I    ~/-r\  =  ^  +  C,        {Cj  constante  arbitraire). 
4QS.  Exemple-  —  Considérons  l'équation 


Posant  z  a  /,  Doas  avons,  d'après  ce  qui  précède  : 

or  on  vérifie  sans  peine  que  le  premier  membre  de  cette  égalité  est 
la  dérivée  par  rapport  i  y  de  la  fonction  —  (i  +  z')"'*  ;  le  second 
membre  est  la  dérivée  de  y  ;  donc  (en  remplaçant  z  par  y')  : 

=  y  -t-  C        (C  constante  arbitraire) 


on  tire  de  là  : 


et  l'on  peut  calculer  l'intégrale  indéfinie  du  second  membre  es 
appliquant  la  méthode  du  n°  465. 
Citons  encore,  à  titre  d'exemples,  les  équatîoos 

Cl  Voir  la  Rtmarqiu  à  la  fia  du  n»  4S3. 
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qui  ont  été  étudiées  par  Newton  ('),  et  intégrées  par  une  méthode 
eeml^ble  à  celle  que  nous  avons  indiquée  ci -dessus. 

496.  Equations  liaéalroB.  —   Un  troisième   type  d'équation 
du  second  ordre  que  l'on  peut  quelquefois  intégrer  est  l'équation 

(3)  //,W+//.(:r)  +  v/,(x)+/,(x)  =  o. 

polynôme  du  premier  degré  en  y,  y,  y  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  de  z. 
Telle  est  l 'équation 

y  +  [x/  =  0       (;i  constante) 

que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  de  l'attraction  universelle  et 
qui  a  été  étudiée  par  Newton.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette 
équation,  car  nous  allons  pouvoir  étudier  d'emblée,  et  tout  aussi 
simplement,  les  équations  linéaires,  plus  générales,  dont  l'ordre 
est  quelconque.  La  théorie  de  ces  équations  est  l'un  des  chapitres 
les  plus  achevés  et  les  plus  riches  de  l'algèbre,  l'un  de  ceux  qui 
ont  conduit  aux  résultats  les  plus  harmonieux.  C'est  pourquoi 
nous  allons  le  développer  avec  quelques  détails. 

487.  Equations  linéaires  d'ordre  n.  —  Une  équation  différen- 
tielle d'ordre  quelconque  n  est  dite  linéaire  (")  lorsqu'elle  est  un  po- 


(■)  Phitoêophix  nobtrali»  Principia  maHumaÛiiea,  iii86-K,  De  motu  cor- 
porum,  sect.  II,  p.  ^j6  et  suiv.  Les  deuxéquations  définiisent  le  moa- 
veinent  d'un  point  pesant,  d'ordonnée  tf,  descendant  le  loag  d'un  axo 
vertical  Oy  {tourné  vers  le  bas)  dans  un  milieu  résistant,  la  résistance 
étant  proportionnelle  à  la  vitesse  y'  ou  au  carré  de  la  vitesse  [^la  variable 
indépendante  ««t  ici  supptMée  ttie  )c  lempt,  I,  dont  la  position  du  mobijp 
—  c'esl-à-dire  y  —  est  fonction]. 

(')  La  théorie  des  équations  linéaires  (ut  conslituée,  dans  ses  parlics 
piiucîpales,  au  cours  de  la  seconde  moilii;  du  'xvjii'  siècle.  Son  princi[>al 
artisan  fut  Eulkr  [voir  les  Inatitutionea  caUuii  inlegralU,  Volum.  aecurul., 
St-Pétersbourg,   176;),  Pars   eecunda,  cap.  11  :  De  reeolulîone  œqualionum 

Asf  +  B.^  +  C.g^, +  D.^^,  +  E.^^  +  etc  =  o, 

p.  375  et  suiv.;  voir  aussi  MisceUanea  Bcrolînensia,  ly'O].  D'Alembekt 
étudia  également  les  équations  linéaires  [voir  Ips  Mémoires  de  l'Acadé- 
mie de  Turin,  MlsceUanea  Taurineruia,  17U3,  p.  ^Ho  et  sulv.). 
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Ijnome  du  premier  degré  par  rapport  à  la  fonction  inconnue  et  à 
ses  dérivées  successives  du  premier,  du  second,  ...du  n'*"'  ordre. 
Une  telle  équation  peut-être  écrite  sous  Torme 

(4)  /.;«) .  ë+/^.M.  £i  +  ..■  +/,(«) .  È  ■vy.(r).j-=x 

OÙ  Xet  les  y  sont  des  fonctions  de  a:  (appelées  coe^ciVn/i  de  l'équa- 
tion). 

Les  équations  linéaires  jouissent  de  remarquables  propriétés  dont 
quelques-unes  apparaissent  immédiatement. 

Convenons  d'écrire,  pour  abréger  : 

(5)  ■>■  S«i  =/.(«).  j^".+  ...+/,W.^?+/.(x).., 

égalité  symbolique  dans  laquelle  u  peut  désigner  une  variable  quel- 
conque fonction  de  x.  De  cette  égalité  nous  tirons  aussitôt  les  sui- 
vantes : 

(6)  *  jCu}  =  C.*[u!,       *|u-v-vj  =  *[uj-t-  *}«j 

où  nous  désignons  parC,  C,,  ...  C^  des  consUtnles  (indépendantes 
de  x)  et  par  ti,  v,  u,  »„  ...  u„  des  fonctions  quelcompies  de  x;  ea 
effet,  d'après  U  définition  du  symbole  4>  j    |  : 

tSC„S=/.{x).C.g  +  ...  +/.(x).C.., 
t  j„  +  »!  =/„W  .  (*?  +  g)  +  ...  +/.(x) .  („  +  „),  etc. 

Appliquées  à  l'étude  de  l'équation  différentielle  (i)  tes  égalités  (6^ 
conduisent  aux  constatations  suivantes  : 


498-  Propriétés  générales  de  l'équatioa  linéaire.  — 
I.  Supposons  que  nous  connaissions  une  intégrale  particulière,  u,  dc- 
l'équation  (4),  et  que  nous  ayons  déterminé,  d'autre  part,  une  in- 
tégrale, v{x),  de  l'équation 

(7)  *î,r!  =  o; 
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Je  dis  que  la  fonction  u-\-v  [ou,  plus  géoëralement,  «  -h  Cv, 
C  étant  une  constante  arbitraire]  est  ane  intégrale  de  Céqaation  (4). 

En  effet,  le  premier  membre  de  (4)  étant,  par  hypothèse,  égal 
k  X  pour  y  =  M.nousavonii*  juj  =  X  et  nous  supposons  d'autre 
part  que  ^  \v\  =  o;  d'ailleurs  *ju  -HCi(|  =  4}uj+C*juî 
donc  *  I  u  +  C  u  I  =  o. 

L'équation  (7)  est  dite  «  équation  sans  second  membre  corrcs- 
jmndant  à  l'équation  (4)  »■ 

II,  Supposons  que  nous  connaissions  plusieurs  solutions  (')  ou 
intégrales  particnlières,  y„  y^,  ...  y^  de  l'équation  sans  second 
membre  (7)  :  je  dis  que  la  fonction  dy,  -+■  Cty^  ■+■  ...  +  Cp^p, 
où  C,,  Ci.  ...  C,  sont  des  constantes  arhiiraires,  est  elle  aussi  une 
intégrale  de  téqaation  (7).  —  C'est  là,  en  effet,  une  conséquence 
immédiate  des  égalités  (6). 

III.  —  Supposons  enfin  que  nous  connaissions  une  intégrale 
particulière,  u,  de  l'équation  (4)  et  /)  intégrales  particulières, 
y\,  y%,  ....  y^  de  l'équation  sans  second  membre  correspondante 
(7)  :  alors  la  fonction  u  +  C,y,  -+-...+  Cpyp,  où  G,,  ...,  C,son(/t 
constantes  arbitraires,  est,  elle  aussi,  une  intégrale  de  T équation  {1). 

C)  Si  nout  connaiaMna  une  inligrale  parlieulièra  y,,  d'une  équation  da  la 
forme  (7),  nou»  pouvant  effectuer  un  changtmenf  de  variable. qui  ramène 
eeUe  équalioa  à  une  iqualion  de  mime  forme  et  d'ordre  moins  ilevi.  Si,  en 
effet,  noui  potona  y  =  i/^z,  en  lupposant  j/i  connu  et  appelant  i  une 
fonction  ii 


de  ~  '  <te  "^  ^'  dr' 
d^y       ,.  .    .     .    V    ^y\  ,       ds~l        d'yi   ,     dz  dy,    ,       d-z 

..  par  les  valeun  ainii  cal- 
culJei,  noui  avon»  une  équation  diftérentielle  en  s,  qui  est  linéaire, 
d'ordre  n,  et  lans  second  membre  par  rapport  à  n.  D'ailleurs,  un  calcul 
facile  montre  que  dans  cette  équation,  le  coefficient  de  z  ett  4>  J  JTi  |  ;  ce 
coefGcienta  est  donc  nul,  puisque  ^1  est  solution  de  l'équation  4>  J  y  {  =:  11, 
et  l'équation  en  t  est  de  la  forme  : 

(•>  ï.l'l.  £  +  B.-.l«|.  £3  +  -.  +  lM-%  -  ■>■ 

Si  maintenant  nous  prenons  pour  fonction  inconnue  (=  j^,  l'équation  (a) 

devient,  par  rapport  à  I,  une  équation  linéaire  qui  est  de  la  mîme  forme 
qUB  l'équation  I7I,  mais  d'ordre  n —  î  seulement. 
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Cette  propriété  est  une  conséquence  des  denx  précédentes. 

De  la  propoBÏtioQ  III  nous  déduisons  la  méthode  qu'il  convient 
de  suivre  pour  trouver  l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  n  telle  que  (4).  L'intégrale  générale  d'une  telle  équation 
est,  par  définition,  une  fonction  de  x  et  da  n  constantes  arbitraires. 
Supposons  alors  que  nous  calculions,  d'une  part,  une  intégrale 
particulière,  u,  de  l'équation  ('1).  et,  d'autre  part,  n  intégrales  par- 
UculiËres  y,,  y%,  ...,  y^  de  l'équation  sans  second  membre  (7)- 
.  Alors  la  fonction 

(8)  "  +  G,y,  +  C5.V,  -t-  ...  -H  C^„ 

sent  une  solution  de  [k)  qui  dépend  de  n  constantes  ai4>ilraires  : 
ce  sera,  sous  oertain«s  conditions  que  nous  allons  préciser,  l'inté- 
grale générale. 

409.  Intégrale  gtoérale  ds  l'équation  sans  aeoond  membre. 
Solutions  indépendantee.  —  Supposons  que  nous  connaissions 
une  première  intégrale  particulière,  y\,  de  l'équation  sans  second 
membre  d'ordre  n,  équation  que  nous  écrirons  symboliquement 
aoua  la  forme  (7).  Une  seconde  intégrale  ou  solution,  y,,  sera  dite 
indépendante  de  la  première,  si  elle  n'est  pas  de  la  forme  dyi  [c'est- 
à-dire  ai  elle  n'est  pas  la  produit  de  la  fonction  y,  par  une  constante]. 
Une  troisième  intégrale  y,,  sera  dite  indépendante  des  deux  pre- 
mières yi  et  y,  (supposées  connues)  si  elle  n'est  pas  de  la  forme 
Aiyi  -)-  kiy-i  [où  k\  et  ki  sont  des  constantes].  Et  ainsi  de  nuite.  — 
D'une  manière  générale,  nous  dirons  que  les  n  solutions  yi,  ....  y>, 
sont  indépendantes  [on  dit  aussi  ;  linéairement  indépenâanlet  ou 
distincles\,  s'il  n'y  en  a  aucune,  parmi  elles,  qui  soit  égale  à  la 
somme  des  autres  (ou  de  certaines  nôtres)  respectivement  multi- 
pliées par  des  constantes /.i,  k^,  ... 

Cela  posé,  on  peut  démontrer  rigoureusement  que  si  les  n  soia- 
Uons  yi,  yt,  ....  y,,  sont  indépendantes  '')  l'expression  (SjettFin- 
tigrale  générale  de  téqaatlon  (4). 


(')  Il  résulte  des  théorèmes  du  n"  4!)8  que  la  fonction  (S)  eit  lârement 
intégiralede  l'^ualion  [f\]  :  on  démontrn  que, réciproquement,  (outeinté^ale 
de  (4)  est  BÛrementl'uTMdea  fonctions  (K}{abtenue  en  donnant  aux  nombre* 
C  certaines  valeurs  particuliètes],  —  Un  voit  facilement  que,  ti  le*  n  *■>- 
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ë=- 

3^'  =  '^' ai= 

J'en  conclus  que 

♦  *,..(=  «''-4<0- 

où  <^(r)  est  le  polynôme 

!  de  degré  n  en  r  : 

-l-tr)  =  a„r"  •+-  o„_,r— '  -+-  ...  ■+  <i,i 

ËQUATIOnS   CLASUQOtS   DO    SBCOKD   OBDRE,    ETC.  ^7! 

BOO.  Equation  mus  ■«oond  m«mfare  A  oocttfotonts  oona- 
taata.  —  C'est  une  iquation  de  la  forme 

(9)  *  i  y  î  =  «^.  3^  +  <W..  ^  +...-(-  ty  =  o. 

a&  On, ...,  Ot  sont  des  coDStante»  (iadépendaiiles  de  x).  Nous  allons 
montrer  qu'il  est  poMble  de  déterminer  une  constante  r  telle  que  la 
fonction  u  =  e"  soit  une  solution  de  l'équation.  En  effet,  une  telle 
fonction  II  a  pour  dérivées  successives  : 


=  T'e^. 


Pour  que  l'égalité  e" .  •if(r)  ^=  o  ait  lieu  pour  toute  valeur  de  la 
variable  x,  î)  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  r  soit  une  racine  du 
polynôme  ii>(;-). 

Ainsi,  si  nous  connaissons  desracin«i-|,r,,  ...,r^,dupolyBoma 
t|/(r),  nous  en  déduisons  immédiatement  les  fanctions  de  x  : 

j-,  =*'<*,      y^  =  ^-^ y,  =  ^^, 

qai  sont  autant  d'int^;TBte8  particulières  de  l'équation  (g). 

latioBa  V, ,  ...  y,  D'étai«nt  pat  iadép«ndaiitM,  la  fonction  [8)  pounait  être 
mise  soui  la  forme  d'une  fonction  qui  contiendrait  moini  den  constante* 
«rtntraire*.  Suppoeoni,  en  effet,  que 

y.  =  K,y,  +  Ktyt  +  ■-  +  K._,y,^„ 

K,,  Kl K,_,  étant  dei  constantes  ;  en  remplaçant  y.par  cette  valeur 

daita  (8)  et  réunissant  les  tennn  «n  y,,  les  termes  en  y,,  etc.,  nous  ob- 
tiendrions 

J/=:(C,  +  K,C)».  +  (C  +  Krf:.)y,  +  ...  +  (C._,  +  K,„,C,)i,._,, 
expression  de  la  tonne 

y=Diyi  +  Di!/i+  -  +  n.-.y.^<, 

qui  contient  seulement  (n —  1)  constantes  arbitraires.  Une  telle  exprès- 
non  ne  peut  pas  i^r4Bectt«r  l'intégrale  génésate. 


.ï  Google 


472  CALCUL    DES 

On  démontre  que  ces  intégrales  sont  indépendantes  :  elles  foui- 
niront  donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (9)  si  toutefois  ellet 
sont  au  nombre  de  n. 

Il  y  a  lieu,  dès  lors,  de  distinguer  trois  cas  : 

1"  Cas.  —  Le  polynôme  de  degré  n,  '^{r),  a  n  racines  réelles 
et  distinctes,  savoir  r,,  r^.  ....  r„.  Alors  la  fonction 

y  =  Cie"''  +  Ce'''  +  ...  -t-  Cy-', 

dans  laquelle  Cl,  ...,  C„  sont  n  constantes  arbitraires,  est  l'intégrale 
générale  de  l'équation. 

Exemple.  —  Soit  proposée  l'équation  y  —  y  ^  o  ;  le  polynôme 
t|i(r)  correspondant  est  H  —  i  :  il  a  pour  rncinosi'i^  1  etfi^: —  1  ; 
j'en  conclus  que  l'intégrale  générale  de  l'équolion  est  Ci*'  +  Ci*""'. 

2"  Cas.  —  Le  polynôme  tj'(r)  a  toutes  ses  racines  réelles,  mais 
il  y  en  a  qui  sont  multiples  :  en  ce  cjis  <if{r)  est  de  la  forme 

»)  =  ir-r,r,lr-r,)'i...(r-^nr. 

p,.  /),,  ..,,  /jjb  étant  des  nombres  en  tiers  positifs  dont  ta  somme  est 
égale  an.  Pour  que  les  racines  r,, ....  r^^nous  fournissent  n  intégrales 
particulières  de  l'équation  il  faudrait  que  chacune  en  fournit  autant 
que  son  ordre  de  multiplicité  contient  d'unités  :  il  faudrait,  en 
d'autres  termes,  que  la  racine  ri  pût  fournir  p,  intégrales,  que  ta 
racine  ri  en  put  fournir  pt,  et  ainsi  de  suite.  Or  il  en  est  bien 
ainsi  car.  si  p,  >•  i,  il  correspond  à  ^^  d'autres  solutions  simples 
de  l'équation  que  celle  que  nous  avons  indiquée.  On  démontre  en 
ell'et  que  : 

Si  r,  est  une  racine  double  de  ■i(f).  les  deux/onctions  c''i'  et  le'"'' 
sont  deux  intégrales  particulih-cs  de  téqaation  (9),  —  Si  r,  est 
racine  triple,  les  trois  fonctions  e''^'',  xe"'^'  et  x'e^'"^  soal  trois  inté- 
grales de  (9).  —  Et  ainsi  de  suite. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  prouver  que  l'on  a  ; 

*  S  u-^'^  \=o        si        i;(r,)  =  0        et        ^\r,]  —  o, 
c'est-à-dire  si  r,  est  racine  à  la  fois  de  l'équation  i^i  (/)  =  o  et  de 
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réquation  dérivée  '!/(r)  ^  o  [voir  le  théorème  du  n"  421];  —  qu« 
l'on  a  pareillement 

*  I  !'«'■'*  j  =  O        si       ^{r,)  =  0,     y(r,)  =  o       et       V{r,)  =  o; 

et  ainsi  de  suite.  Or  un  calcul  facile  permettra  de  constater  qu'il 
en  est  bien  ainsi. 

Exemple.  —  On  vérifiera  sans  peine  que  l'équation  v* -v-  37/ 
^_  ji^  _-  o  pour  laquelle  >\>'r}  =  (r  +  a)'  admet  les  deux  intégrales 
particulières       y=  t~""      et      y^z^xe'". 

3*  Cas.  —  Le  polynôme  if'(;)  a  des  racines  imaginaires. 
Dans  ce  dernier  cas  Is  méthode  de  calcul  qui  conduira  à  l'inté- 
grale générale  ne  pourra  pas  êttc  aussi  simplement  défmiev  Maïs 
il  est  inutile  de  nous  arrë'er  à  ce  cas,  car  l'algèbre  des  quantités 
imaginaires  que  nous  exposerons  au  chapitre  v  (S  3)  nous  permet- 
tra bieotât  de  traiter  les  racines  imaginaires  de  •]i{r)  exactement 
comme  les  racines  réelles  :  nous  pourrons  alors  étendre  à  tous  les 
cas  les  résultats  énoncés  ci-dessus. 

Comme  exemple  d'équation  pour  lesquelles  <]'('')  a  des  racines 
imaginaires,  citons  l'équation 

/  -4-  m^y  =  o  : 

nous  avons  '^(r)  =  r'  ■+-  m',  équation  sans  racines  puisque  les 
nombres  carrés  r'  et  m'  sont  tous  deu\  positifs.  On  vérifiera  faci- 
lement que  l'équation  a  pour  intégrale  générale 

j-  ^  C,  cos  mx  ■+■  C»  sio  nix, 

C,  et  Cj  étant  deux  constantes  arbitraires. 

50 1 .  Equations  A  coaff icient*  constants  ayant  pour  second 
membre  nn  polynôme.  —  Considérons  maintenant  une  équa- 
tion linéaire  à  second  membre  écrite  sous  la  forme  symbolique 

(.0)  tij!  =  X, 

l'équation  sans  second  membre  correspondanteétant  l'équation  (9). 
—  L'intégrale  générale  de  (9)  étant  supposée  trouvée,  il  nous 
faut  (n"  488)  pour  avoir  ccllo  de  (10)  obtenir  une  intégrale  par- 
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ticulière'de  (lo).  La  chose  sera  facile  si  X  est  un  polynôme  en  x, 
soit  un  polynôme  de  degré  p, 

(il)  X  =  (>,  4-  b,(t  ■+-  ...  -hb^. 

En  ce  cas  en  effet,  on  pourra  obtenir  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés  une  solution  particulière  de  (t)  qui  est  aussi  ud  poly- 
nôme de  degré  p.  Posons  a  priori 

(la)  J  :=  Co  -t-  CjX  -t-    ...   -t-  6,3!'', 

-ji^  c,  M- w,* -»-■-.+ pCpT'"  '.  -j-^  =  ac,  +  ...,  elc. ; 

remplaçons  y,  ^.  râi---  P*""  ces  expressions  dans  "l*  { J  j.  ordon- 
nons le  résultat  par  rapport  à  x  et  exprimoiu  que  le  polynôme 
obtenu  est  identique  k  \  {égal  à  \  quel  qu*  soit  x).  et  par  consé- 
quent (n°  311]  a  pour  coefiBcients  les  nombres connua  £,.  6,, ...  6^ 
(comparer  le  n*  375).  iSous  sommes  ainsi  conduits  à  une  a^ie 
d'égalitésC)  qui  déterminent  les  valeurs  inconnues  de  e^,  c,,  ...  e, 
pour  lesquelles  l'identité  a  lieu,  c'est-à-dire  qui  sont  telle*  qae  le 
polynôme  soit  une  solution  de  léqaation  (lo). 


503.  Exemple.  —  Considérons  l'équation 

Posant  a  priori  y  =  c^  +  e,x  +  e,x*,  j'ai 

/  —  y  =  e^x*  —  c,a!  —  Oo  H-  ae,  ; 
donc  je  dois  choisir  les  coelticients  Ca,  c,,  c,  de  telle  sorte  que 

c'est  li  un  système  d'équations  polynomales  dont  la  solution  est 
c,=o,         c,  =  — t,         c.  =  -3. 


(>)  Le  nombre  de  cet  égalités  eit  égal  au  nombre  dei  coefflcicnU 
6|)>  -.■•  b,,  c'ett-à-djro  p  +  ■>  nombre  égal  au  nombre  dM  inconnue* 
<^,  ...,  e,.  Le  lecteur  vâriCera  aisément  que  les  cgalitéi  obtenues,  linéainc 
pai  rapport  aux  inconnues  c^ c,,  permettent  effectivement  de  déter- 
miner un  systime  de  valeurs  de  cei  quantités. 
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Ainsi  l'équation  proposée  a  pour  solution  particalière  le  polynôme 
y  =  —  X*  —  3.  D'aillcnrs  (n*  KOO)  l'intégrale  géoénle  de  l'équa- 
UiHi  linéaire  sans  second  membre  est  C,0' +  C,0~';  donc  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  proposée  est 

j-  =  —  ï'  —  3  +  C,e'  -h  C,e-'. 


B03.  Equations  ft  coeinoieuts  conatants  dont  le  i 
membre  eat  une  expoDentiella  d»  la  ionaa  \e" .  —  Consi- 
déroQs  l'équation  k  coeOicients  constants 

{i3)  *|^j  =  Ae«, 

où  A  et  a  soi^  deux  nombres  constants.  Je  dis  qne  cette  équation 
admet  pour  intégrale  paiticnlière  la  fonction  rp, e'' ;  en  efTet, 
appelant,  pour  simplifier,  b,  le  rapport  de  A  A  'if{a),  calculons 

*  I  6e"  j: 
nous  avons  (n"  407).  quel  que  soit  le  nombre  b  : 

♦  I  6e"  [  =  fc.«  *  e"  }, 
et,  d'après  le  calcul  du  n°  500  (où  nous  remplaçons  r  par  a)  : 

»|. "!=.".«.). 

Donc  la  fonction  y.=  be"  sera,  solution  de  l'équation  {i3)  ai 

6  .  ^.)  ^--  A. 

L'intégrale  particulière  que  nous   mettons  ainsi   en   évidence 
cessei-ait  d'exister  toutefois  si  a  était  une  racine  du  polynôme  •^r], 

car  alors  vp.  n'aurait  pas  de  valeur  finie.  On  démontre  qu'en  ce 
cas,  la  fonction  y  =  t,-j—.  .  xe"  est  intégrale  de  l'équation  (i3),  si 
toutefois  4^{k)  ^  o,  c'est-à-dire  si  a  n'est  pas  une  racine  double 
de  ^r)  ;  si  l'on  a  à  la  fois  <'^{o!.)  =  o,  '{/'(ce)  =  o,  mais  ij/'(a)  ?£  o, 

la  fonction  y  = 
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Je  dis  que  la  fonction  y  =  u,  -t-  u,  -H  ...  -f-  u^  sera  une  intégrale 
parlicaliire  de  Céquation  (i4)-  En  effel,  par  hypothèse 
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004.  ThAordm«  général  sur  les  équations  pourvues  de 
seconds  membres.  —  Considérons  une  équation  linéaire  quel- 
conque dont  le  second  membre  soit  une  somme  de  plusieurs  teitnes, 
c'est-à-  dire  une  équation  de  la  forme 

(14)  *  [  y  î  =  X  =  X.  +  X.  +  ...  +  X, 

où  X|,  ...  Xp  sont/>  fonclionsde  X.  Supposons  que  nous  sachions 
déterminer  p  fonctions  (àex),  Ui,  ...  Up  qui  soient  respectivement 
intégrales  particulières  des  p  équations  linéaires 

^jj-iz^X..        *Sj'Î  =  X *Sj'î  =  X,. 

=  Ui  -t-  li,  -H  ...  -f-  u^  ser 
(i4)-  En  effet,  par  hypothi 

*}u.j=:X,.       ...      *1,.J  =  X,. 

Or,  d'après  le  n"  497, 

*{u,  +. ..«,}  =  *  fu.î +  ...  H- *J..J. 

11  résulte  de  ce  théorème  que  les  méthodes  des  n°*  501-503 
combinées  nous  permettront  de  calculer  une  intégrale  particulière 
d'une  équation  linéaire  à  coefficients  constants  dont  le  second 
membre  est  lu  somme  d'un  polynôme  P{x)  et  de  plusieurs  expo- 
nentielles Ae^Be^,  etc.  ; 

505.  Remarque.  —  Ou  vérilie  sans  peine  que  l'on  pourra  cal- 
culer facilement  des  intégrales  particulières  des  équations  à  coeffi- 
cients constants 

[  1 5)  1>  j  j-  {  =^  A  cos  j:,         *  j  y  }  ^=  A  sin  a; 

OÙ  \  est  un  nombre  constant  :  plus  précisément  on  peut  (par  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés)  déterminer  deux  nombres  a 
cl  b  tels  que  la  fonction  y  -=  a  cos  x  -^-  b  sia  x  soit  solution  de  la 
première  ou  de  ta  seconde  équation  (|5|,  Les  formules  d'Culer 
—  auxquelles  nous  conduira  la  tliéorie  des  nombres  imaginaires  — 
nous  permettront  de  considérer  ce  résultat  comme  une  application 
du  théorème  général  du  numéro  précédent. 


.ï  Google 


ÉQUATIONS    AUX    I>ÉHtVÉE3    PAKTIELLES,    ETC.  ^77 


9.  —  Equations  aux  dérivées  partielles, 
toncUonneîte»,  intégrales 


50e.  Equations  aux  dérivées  partiellea.  —  Aux  équalion» 
dinërenlielles,  auxquelles  satisfont  certaines  fonctions  d'une  variable 
(fonctions  inconnues,  tant  que  les  équations  ne  sont  pas  résolues), 
font  pendant  les  équations  aux  dérivées  partielles,  auxqur:lles  satis- 
font certaines  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Soit,  d'une  manière  générale,  z  une  fonction  inconnue  de  n 
variables  indépendantes  Xi,  Xj,  ...  Xn-  Si  une  certaine  relation 
implicite 

(i)  Fij-,,  X,  ,  j-„,  I,  -"■  ,  ...  -*-,  --,,  ...)  =  o 

—  où  entrent  les  variables,  la  fonction  z  et  les  dérivées  partielles, 
de  divers  ordres  de  z  — ,  est  satisfaite  pour  toute  valeur  de  x,  on 
dit  que  cette  relation  est  une  équation  aux  dérivées  partielles 
k  laquelle  satisfait  la  fonction  z  et  qui  définit  cette  fonction.  Inlé- 
i/rer  ou  résoudre  une  équation  aux  dérivées  partielles  telles  que  (i), 
ce  sera  trouver  l'ensemble  de  ses  inlégrnlcs  ou  solutions,  c'est4- 
dire  toutes  les  fonctions  z  des  variables  x,,  ...  x»  qui  y  satisfont. 
On  appellera  ordre  de  l'équation  le  plus  élevé  des  ordres  des  dé- 
rivées partielles  figurant  dans  l'équatîon. 

607.  —  Bornuns*nous  k  considérer,  pour  fixer  les  idées,  une 
fonction  ;  de  deux  variables  x  et  y,  et  posons  pour  simplifier  (ces 
notations  sont  consacrées  pour  l'usage)  : 

ô£ ft: f>': d'z    __  'Ù.  =1 

dx       ^'  flr       ^'  flJ-  '  àxùy         '  d_c' 

Toute  relation  implicite 

(3)  n^,  jr.  Z,  ,,,  q)  =  O 
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«st  (par  rapport  aux  deux  variables  considérées)  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre;  toute  relation  implicite 

F(3:,  y,  i,  p,  q,  r,  $,  l)^o 

est  une  équation  aux  déiivées  partielles  du  second  ordre. 

^ous  ferons  ultérieurement  une  étude  spéciale  des  équations  du 
^premier  ordre,  dites  linéaires,  qui  sont  de  la  forme 

(5)  p  .  f{x,  y.  :)  -+-  7  .  o(x,  y.  z)  -+-  ^x.  y.  z)  =  o, 

équations  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  linéaire  en  p 
et  q  (les  coefficients  de  ce  polynôme  étant  des  fonctions  quelctmques 
de  X,  y,  z), 

60  mon  s -nous  pour  l'instant  à  montrer,  par  unexemple,  que  l'in- 
tégration des  équations  aux  dérivées  partielles  conduit  à  des  résultais 
fort  différents  de  ceux  que  nous  avons  rencontrés  en  éludiant  les 
équations  dilîérentielles.  Aa  liea  que,  dans  le  cas  de  ces  dernières, 
la  solution  tjénérale  d'une  équation  dépendait  d'une  ou  de  plusieurs 
■constantes  arbitraires  [nous  avons  uu  aux  n"  AT^-IQ  ce  i]u  il  Jaut 
entendre  par  là),  la  solution  générale  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  dépendra  d'une  ou  de  plusieurs  fondions  arbitraires. 

608.  —  Considérons  donc,  par  exemple,  l'équation 

■(4)  xp-^yq=>0. 

je  dis  qu'elle  admet  pour  solution  (')  :  z  =/K V  oîi  /est  une 

fonction  quelconque,  c'est-à-dire  une  fonction  arbtiraire.du  rapport 

^ .  En  effet  posons  : 

nous  aurons 


„Google 


ÉQUATIONS   AUX    DÉRIVÉES    PAHTIELLBS,    ETC.  ijQ 

mulUpUaDt  respectivement  par  x  et  y,  et  additionnatil,  nous  trou- 
vons o,  quelle  qae  soU  la  /onction  /(a)  que  noiu  ayons  contidérée. 
Autre  exemple. —  Considérons  l'équation  s  =^  œ,  ou 

<5)  X  ==  — ■-  ; 

OQ  eoDclut  de  l'égalité  (5)  que  les  deux  membres  sont  les  dérivées 
partielles  par  rapport  à  x  de  deux  fouctions  égalas  ou  plus  géné- 
ralement de  deux  fonctions  dLfTéraat  par  une  constante  ou  par  une 
fonction  arbitraire  de  y,  ^)  [car  une  ttJle  fonction  a,  par  rapport 
i  X,  une  dérivée  partielle  nulle]  ;  donc 

((>}  —  =  -*  -J-  9(j')         [ç  fonction  arbitraire^ 

Le  même  raisonnement  prouve  que  les  deux  membres  de  (6) 
sont  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  y  de  deux  fonctions  diffé- 
rant par  une/o/urli'on  arbitraire  de  x,  W{x)  ;  donc  : 

(7)  ^-  =  ^  -^ff{y)dy  +  T(^). 

égalité  qui  nous  donne  l'expression  de  la  fonction  z  qui  est  solution 
de  l'équation  proposée;  cette  expression,  on  le  voit,  contient 
tieux  fondions  arbitraires. 

500.  Equations  fonotiotmelles.  —  La  recbercbe  d'une  fonc- 
tion inconnue  d'une  ou  plusieurs  variables  satisfaisant  à  des  condi- 
tions données  ne  se  présente  pas  toujours  pour  l'algébriste  sous  la 
forme  d'une  équation  différentielle  ou  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  qu'il  faut  intégrer.  La  fonction  inconnue  peut  être 
définie,  dans  certains  cas.  par  des  relations  algébriques  où  ne 
figurent  point  de  dérivées  :  d'une  manière  générale,  on  dira  d'une 
relation,  lorsqu'elle  n'est  pas  une  simple  relation  implicite  au  sens 
du  n"  439,  qu'elle  est  une  équation  fonctionnelle  ;  les  fonctions  qui 
j  satisfont  sont  les  solutions  de  cette  éqnation. 

Une  équation  fonctionnelle  (k  une  inconnue)  se  présente  en 
général  sous  la  forme  d'une  égalité  «Dire  deux  expressions  algé- 
briques contenant  :  i°  une  ou  plusieurs  variables  x,  y,-..,  2*  nne 
fonction  inconnue  qui  figure  plusieurs  fois  dans  T équation  avec  des 
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arguments  différents  (ces  art/amenls,  —  quantités  sur  lesquelles 
porte  la  fonction,  voir  n'  309  —  étant  des  combinaisons  des  va- 
riables X,  y,  .,.). 
Considérons,  par  exemple,  la  relation 

(7)  ï(.»  +  ')  +  ïf.'-"-)  =  WW-îM- 

(^etlc  relation,  étudiée  par  D'Membert  (*)  et  ullérieu rement  par 
Caucliy  ('),  est  l'une  des  premières  équations  roncttonnelles  qui 
aient  été  considérée.  Nous  dirons  qu'une  fonction  d'une  variable  {'), 
^(u),  est  solution  de  l'équation  (7),  si  les  quantités  ^(y  +  x), 
«(y  —  x),  f(x),  f(y),  obtenues  en  remplaçant  u  dans  ^(u)  par 
y  ~{-  X,  y  —  X,  xely  respectivement  —  vérilient  la  relation  (y) 
f/aelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  de  y  considérées. 

On  démontre  que  l'équation  fonctionnelle  (7)  a  pour  solutions 

^(u)  z=  cos  eu  (c  constanle  arbitraire) 

et  f  ((()  =  -  (a"  -\-  a~")         {a  cvnttante  arbitraire  positive). 

Considérons,  en  effet,  par  exemple,  la  fonction  ^(u)  ^  cos  ca 
Pour  vérifier  que  cette  fonction  est  solution  de  l'équation  (7),  il 
faut  montrer  que  l'on  a,  quels  que  soient  a:  et  y  : 

cos  c(v  -t-  x)  ■+-  cos  c(y  —  a:)  ^=  a  cos  ex  coï  ey. 

Or  cette  égalité  ne  fait  qu'exprimer  la  propriété  des  sommes  de 
cosinus  que  nous  avons  établie  au  n°  383.  On  vérilîera  pareillement 
que 

i  (av.-.  -^  a-"-')  +  i  (a"-'  -)-  «-H-)  =  a  |  (a'  +  a-)  l  {a"  +  «"ir). 

510.  — Considérons  encore  l'équation   fonctionnelle  suivante: 

(8)  ■^('-  +  [W° -')]'=.. 

l'I  Mém.  de  l'Acad.  Royale  des  Sciences  de  Parts,   1769,  p.  a';8  «t  luiv. 

(-1  Analyse  atgébrigue,  p.   lo'i,  Œuv.,  'i'  acrie,  t.  III,  Paria,  iS()7,  p.  9K. 

[')  Peu  importe,  rcmarquoiis*le,  la  lettre  par  laquelle  noua  désignons 
l'argument  ou  variable  indépendante  dont  f  est  tonctton  (nou*  pouvoni 
l'appeler  u  aussi  bien  que  x  ou  yj  :  ce  qu'il  laut  trouver  c'eM  VeiprtMton 
algébrique  {ou  frantcindantt)  qui  dérinit  a  lorsque  l'argument  u  pieud  une 
voleur  quelconquc- 
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OÙ  a  est  une  constante.  On  démontre  facilement  que  cette  équation, 
qui  a  été  considérée  par  Laplace,  a  pour  solution  (') 


fW-v/j+zw-Aî-") 


J  étant  une  fonction  arbitraire.  En  d'autres  termes,  quelle  que 
soit  la  fonction /(u),  on  a,  pour  toute  valeur  de  x  : 

i+/M-/(f-^)  +  ^+/(^x)-/(«-^«)  =  .. 

Cauchy  a  étudié  un  ^rand  nombre  d'équations  fonctionnelles, 
par  exemple,  l'équalioii 

(9)  9.(^  +  y)  =  H^) ->- 'iiy), 

qui  admet  la  solution  ç^u)  =  au  (a  constante  arbitraire]  ;  l'équa- 
tion 

<.o)  ç(x-Hj-)-ç(x).=:» 

qui  admet  la  solution  ^(u)  ■—-  e""  [a  constante  arbitraire)  ;  Icquation 

(m)  fM —-?».?(» 

qui  admet  la  solution  ç(u)  =  w  (ce  constante  arbitraire). 

BU.  Équations  intégrala>.  —  Un  grand  nombre  de  problèmes 
de  physique  matlidmatique  —  et  ans»]  d'Analyse  pure  —  dé- 
pendent de  la  rcclicrclie  de  fondions  inconnues  qui  sont  défmïcs 
par  des  relations  où  entrent,  non  seulement  la  fonction  inconnue 
{portant  sur  divers  arguments  dilTéicnls,  voir  lin  du  n°  S09), 
mais  aussi  certaines  intégrales  dépendant  de  cette  fonction.  De 
telles  relations  sont  a|ipelées  Afualions  intégrales  ;  les  fonctions  qui 
y  satisfont  en  sont  les  solutions. 

Considérons  par  exemple  l'égalité  (^) 


Jo    [x-sf 


(.a)  .^Ï^J,  =  V{x] 


(')  Micmiqw  céiesle,  t.  I,  Paris,  an  VII,  p.  ."i.  Œw. 
{')  Voir,  pour  cetto  notation,  le  n"  ^66. 

Boutioui.  —  L«  Priocipea  ds  l'Aiwljw  nalbtmaUqDa. 
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P{x)  étant  une  fonction  connue  et  n  an  nombre  connu  compris 
entre  o  et  i .  Cette  4galilé  considérée  comme  «ne  relation  défi- 
nissant les  fonctions  inconnues  <p(a)  qui  y  satisfont  (')  est  une  étfua' 
lion  iniégrale.  Elle  a  été  rencontrée  par  Abel  en  iS^o  dans  un 
problème  de  mécanique  (*). 

On  démontre  que  l'équation  (13)  admet  la  solution 

^^   '  "        Lu'-»        Jo    lU-»)  — 'J 

F(o)  désignant  la  valeur  de  V{x)  pour  x  :^  o.  et  F'{s)  étant 
l'expression  de  la  dérivée  F'(j!;)  dans  laquelle  on  i-emplace  l'argu- 
ment X  par  s. 

512.  —  La  théorie  des  équations  intégrales,  qui  est  aujourd'hui 
l'une  des  branches  les  plus  imporLantes  de  l'analyse,  prit  un  rapide 
essor  à  partir  de  1896  sous  l'impulsion  de  M.  Vito  Volterra,  pro- 
fesseur k  l'Université  de  Borne,  qui  entreprit  avec  succès  l'étude 
de  l'équation 

(,S)  J'îlCx.).  =(.)<;.  =  F(a:). 


OÙ  o  est  une  fonction  inconnue  tandis  que  les  fonctions  désignées 
par  les  lettres  N  et  F  sont  supposées  connues  (la  première  a  pour 
argument,  dans  l'égalité  (i3),  le  produit  xs). 

Le»  travaux  de  M.  Volterra  furent  suivis  de  beaucoup  d'autres. 
M.    Fredholm   en   particulier    étudia    et    résolut    une    équation 


Cj  C'eat-à-dire  1m  fouotîona  o(u)  telles  que  lorsqu'on  y  remplace  u  par  t 

et  que  l'ou  calcule  l'intégrale  définie  /    — ^  di  (x  étant  traité,  dan«  le 

calcul  de  l'inlt'grale  comme  un  nombre  constant),  la  valeur  obtenue  po ut 
l'intégrait-  définie  loit  égale  à  Flj:),  et  cela  quello  que  soit  la  valeur  de  t 
quel'on  considère.  —  Quand  je  parle  des  fonctions  «,  je  puis  désigner  leur 
argument  (voir  p.  {Su,  note  'i]  par  telle  lettre  qu'il  me  plait,  par  exemple 
p«ru, 

(')  Aufl'ïsung  einer  mechanUchen  Au/gabe,  Journal  de  CieUe,  1S36. 


.ï  Google 


ÉQUATIONS    Atll    DéttlTÉES    PAHTtELLEB,    BTC.  ^83 

înlégrale  qni   es)   devenue  célèbre  sous  le   nom   à'éqaalion   de 
Fredholm  ('),  l'équation 

(.4)  ■ilx)+j\{x,)^,)d,  =  i\r), 

OÙ  les  Tonctions  F  «(  N  sont  supposées  connues. 

(')  Voir,  en  partieuliar,  Fubsboi-m,  5iir  ui%e  cbute  d'iquatioru  fonction- 
neUe»,  Acia  mathematUa,  t.  XXVII,  iqoZ.  Od  pourra  consulter  «ur  \a, 
théorie  générale  des  équations  intégrales  l'Introduction  à  la  ihiorie  deê 
équationt  intigrales  de  M.  Lalesco,  Paris,  H«rmann,  )gi2. 
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I.  —  Représentation  géométrique 

des  quantités  et  des  expressions  algébriques. 

Le  calcul  géométrique  des  Orecs. 

B13.  —  iVous  avons  fait  connaître,  fi  la  fin  du  dernier  chapitre, 
quelques-unes  des  floraisons  les  plus  récentes  de  l'algèbre.  Il  con- 
vient maintenant  de  retourner  en  arrière,  de  remonter  aux  origines 
de  la  svnthèsc  algébrique  et  d'alTermir  par  des  considérations 
nouvelles  les  bases  mêmes  de  ledifice  dons  nous  venons  d'explorer 
rapidement  les  étages  successives. 

614.  —  Dans  son  Epîslolia  Dedicaloria,  préface  à  l'édition 
latine  de  la  Géomélrie  ('),  Erasme  llartbolin  loue  Descartes 
d'avoir  vu  le  premier  que  l'on  peut  raisonner  sur  des  quantités  pu- 
rement abstiailes  (qaanlitales  in  universali  et  ahslraclo)  en  les  repré- 
sentant par  des  lettres  <lc  l'alpliabet  et  sans  s'aider  d'aucune  figure. 
Mais  tous  1ns  algébristes  ne  s'élèvent  pas  facilement  à  ce  degR' 
d'abstraction.  Aussi  les  commentateurs  de  Descartes  (^\,  et  Des- 
cartes lui-même,  nous  recommandent- ils  de  nous  représenter  les 
quantités  algébriques  sous  forme  de  grandeurs  mesurables  en  choi-. 
sissant  de  préférence  les  plus  simples  de  toutes,  u  II  nous  sera  très 
utile,  dit  Descartes  {Regulœ  xvi,  1 1 3).  de  transporter  ce  qui  se  dit 

(']  Vidt  tupra,  p,  ajS,  note  i,  et  p.  a84,  noie  i, 

(')  Ainsi  ScHOOTEN  et  Flobiiiiod  de  Beaune,  dan»  l'édition  latiae 
de  la  Géomitrie.  Ct.  notre  travail  aur  l'Imagination  et  Us  Malhimatiguet 
stion  DeicarUa  (Alcan,  1900),  paaiim. 
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des  grondeurs  en  général  ù  l'espèce  de  grandeur  qui  se  icpréscntera 
le  plus  facilement  et  le  plus  distinctement  dans  notre  imagination. 
Or  cette  grandeur  est  l'étendue  réelle  d'un  corps,  abstraite  de  toute 
autre  chose  que  ce  qui  a  ligure  *. 

Ainsi,  étant  obligée  d'habiller  lu  quantité  |X)ur  avoir  prise  tsar 
elle,  notre  imagination  lui  donnera  le  vêtement  de  la  grandeur 
géométrique.  Suivant  la  même  Qction,  elle  se  représentera  les  cal- 
culs algébriques  comme  des  calcula  effectués  sur  les  grandeurs. 
Une  expression  algébrique,  c'est  le  résultat  d'une  construction 
géométrique  obtenue  en  parlant  de  ligures  connues.  Une  identité, 
c'est  la  constatation  de  ce  fait  que  deux  constructions  différentes 
conduisent  au  même  i-ésultal  à  lu  même  figure).  Une  équation. 
c'est  la  condition  qui  détermine  une  grandeur  inconnue  dans  une 
figure  connue.  Et  ainsi  de  suite. 

En  interprétant  ainsi  l'algèbre  par  te  calcul  des  grandeurs,  nous 
ne  faisons,  en  somme,  que  revenir  au  point  de  vue  des  anciens. 
Nous  avons  vu  que,  pour  les  Grecs,  tout  raisonnement  ou  calcul 
matliématiquR  qui  n'a  pas  [tour  objet  des  nombres  entiers,  ou  ra- 
^onneis,  porte  sur  des  grandeurs  géométriques.  Nous  avons  vu  (*) 


(I)  Noua  avons  déjà  loit  observer  qu'au  xvii*  titcle  il  n'était  pas  encore 
possible  de  donner  du  nombre  irrationnel  une  définilion  nrithmé tique 
rigoureuse.  Il  semblait  done  que,  pour  élever  la  logistique  au  rang  de 
science  théorique  il  falIQt  en  rattacher  les  prïncipes  à  ceux  de  la  science 
modilc,  la  géométrie  classique.  Ainsi  ce  n'est  point  pnr  hasard  que  les 
Dwises  définitives  de  l'édifice  algébrique  furent  posées  par  des  saTBota 
qui  avaient  fait  une  étude  approfondie  des  mathématiques  grecques.  (Cf. 
D<"  hfi  et  suiv.].  Il  no  faudrait  pas  toutefois  exagérer  la  portée  de  cette 
remarque,  comme  on  l'a  fait  quelquefois.  L'appel  à  la  ligure  pouvait  fort 
bieu  être  évité  si  l'nn  renonçait  à  s  définir  >  le  nombre  |ou  bien  si  l'on: 
eu  donnait,  comme  Wolf,  une  dérinition  purement  verbale  destinée  sim- 
plement à  signaler  l'entrée  en  scène  d'une  notion  nouvelle,  cf.  p.  ii3, 
note  i),  et  si  l'on  posait  a  priori  les  règles  des  opérations  comme  autant 
de  (U^t((tin<,  sans  cherchera  les  justifier.  C'est  ainsi  que  nous  avons 
procédé  noui-mémrs  dans  cet  ouvrage,  et,  ai  nous  avons  dîk  observer  cer- 
taines précautions  (cf.  n°  ^79)  auxquelles  les  premiers  algébristes  ne  pre- 
naient pas  assez  garde,  nous  n'avons  faî:-  cependant  que  perfectionner  un 
mode  d'exposition  qui  est  aussi  ancien  que  l'algèbre  et  qui  fut  couram- 
ment employé  par  les  cartésien,  jcf.  la  Calcul  de  Monsieur  Deacarte», 
précis  d'algèbre  rédige  par  Descartes  pour  servir  d'introduction  à 
•a  Géométrie  [vide  ëupra,  a"  270;  et  aussi  les  traités  publics  par  les 
commentateurs  de  Descartes  dans  l'édition  latine  de  la  Géomélrie].  Si  donc 
l'algèbre   reste  géométrique  chez   la   plupart  des   auteur*  des   xvii>  et 
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BUEÛ  que  la  conception  moderne  du  nombre  avait  eu  beaucoup  de 
peine  Jt  s'imposer  et  qu«  l'on  s'élaît  longtemps  obstiné  k  étndier 
léparément  les  opérations  eflèctuces  sur  les  quantités  irrationn^es 
et  les  opérations  de  l'arillimétique  (cf.  Premier  Livi'e dtap-lï,  S  S). 
Aujourd'hui,  certes,  nous  n'avons  plus  de  raison  de  répéter  deux 
fois  la  même  chose,  et  d'appeler  de  noms  différents  deux  opéra- 
tions identiques  ;  mais  nous  conservons  toujours  le  droit  de  rem- 
placer, quand  il  nous  plaira,  les  calculs  relatifs  anx  nombres  par 
des  constructions  géométriques  ;  et  c'est  de  ce  droit  que  nous  vou- 
lons présentement  user. 

Revenons  donc  sur  nos  pas,  et  voyons  quelles  ressources  peot 
offrir  h  l'alg^briste  le  calcul  des  grandeurs  géométriques. 

616.  —  Le  calcul  des  grandeurs  géométriques  (')  fut  originai- 
rement fondé  sur  la  théorie  des  aires  et  des  volumes  que  nous  avons 
exposée  au  chapitre  ii  de  noire  Premier  Livre  (Si  l'S).  Ainsi 
nous  avons  vu  que  le  produit  de  deux  longueurs  pouvait  être  défini 
comme  ractangle,  le  produit  de  trois  longuenrs  comme  parallélé- 
pipède. Conformément  à  celte  conception  de  )a  multiplication  )e 
théorème  de  Pjtliagore  (n°  198)  s'énonce  ainsi  : 

Si  abc  est  an  triangle  rectangle,  le  carré  construit  sur  VhypoU- 
nase  BC  est  égal  à  la  somme  des  carrés  congiruiîssurles  deux  calhèles, 
ce  qui  sîgniQc  (199)  que  l'on  peut  décomposer  les  deux  derniers 
carrés  en  figures  partielles  qui,  étant  juxtaposées  d'une  manière 
convenahle.  seront  exactement  superposables  au  carré  de  côté  BC. 


xviii*  sitcks,  c'eit  surtout,  croyons-nou»  —  lonque  ce  n'eit  pax  liniplfr* 
mant  par  respect  de  la  tradition  classique  —  pour  des  raisons  de  c<hb' 
modité;  Ces  raisons  aont  invoquées  par  tous  les  connnentatours  d«  ik 
Géométrie  d«  Descarts*  Itoit  note  3,  p.  Soi). 

(')  Le  calcul  géométrique  des  grandeurs  [rétohition  des  prohlimw  né- 
triques  par  la  géométrie)  a  Bouvent  été  af^Mdé  —  par  M.  ZEUraBit  en 
particulier  —  <  algèbre  géométrique  des  Grecs  >.  Nous  éviterons  de  nous 
Mrvir  ici  de  cette  expression,  le  mot  algiire  étant  pour  nous  eoutMC* 
d'nue  conceptioB  de  la  science  du  calcul  (voirchap.  i.  S  i|,  qui  est  appeaée 
à  catls  des  Grecs.  Cependant  les  théories  que  nous  allons  expoaer  ren- 
daient anx  géonïétres  grecs  des  services  analogues  i  ceux  qve  d»im  tirons 
de  l'algèbre  ;  elles  tournissaicot  en  elTet.  une  fois  po«r  to«te*,  de*  riglaa 
de  calcul  applicables  à  des  grandeun  quakonques  (non  détenmoéM  d'una 
manière  particulière). 
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La  décompoaitioD  des  carrés  peut  être  faîle  da  plusiaura  ma- 
nières. On  peut,  par  exemple,  proloogeant  la  hauteur  AH  du  triangle 
jusqu'à  sa  rencontre  en  K  avec  le 
côté  DE  du  carré  i  construit  sur  BC 
'lig.  167),  démontrer  que  le  carré  1 
est  éga)  au  rectangle  BHKD  et  le 
carré  1,  égal  au  rectangle  HKEC. 

C'cKt  parune  méthode  analogue  que 
furent  eflectués  —  par  les  Pythago- 
riciens peut-être,  —  les  premiers 
calculs  théoriques  (yairn' 7t)  relatifs 
aux  grandeurs. 


016.  —  Considérons  par  exemple 
un  carré  ABB'A,  la  diagonale,  BA  de  c 


.  ■'  H 


Kg.  167. 

carré  et  deux  parallèles 
côtés  du  carré  qui  se  coupent  en  H.  sur  la  diagonale. 
Si  nous  appelons  a  la  mesure  de  la  lon- 
gueur Ar,  b  celle  de  la  longueur  TB,  nous 
savons  que  les  mesures  des  aires  du  carré 
ABB'A,  du  carré  eHAZ,  du  carré  TEKH 
et  des  rectangles  ArH©,  HKB'Z  sont 
respectivement  (a  -+.  b)*,  a',  6',  ab,  ab.  La 
figure  168  nous  fournit  donc  une  vérifi- 
cation ou  représentation  de  l'identité  fon- 
damentale : 


(a  ■+-  6)' 


'  -h  fc'  +  a  ab 


que  nous  avons  établie  algébriquement  au  n°  396. 

Voici  comment  Euclide  énonce  cette  proposition  en  langage  géo- 
métrique (')  {Eléments,  liv.  II,  4)  : 

[Protase]  Si  une  droite  est  coupée  à  volonté,  le  carré  de  la 
droite  entière  est  égal  aux  carrés  des  segments  et  &  deux  fois  le  rec- 
tangle contenu  sous  les  deux  segment!>. 

[Ecthèse]  Car  que  la  droite  AB  soit  coupée  à  volonté  au  point  F: 


(')  Trad.  Peyrard  ; 


1   grec  :  "Eiv 


iltO  Tf|î  4Ar,<   TîTpŒYOJVOM     fOOV    Imi  TOTc    te    «irÔ    lÛV    TJ!!] [litUlW  TETpaTluVIlî 

tal  tijl  Sic  in*  t&v  i|ii][xiTiuv  TiïpiE)ro(ii«|j  ôpSoY'"^'iî'S  ***• 
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je  dis  que  le  carré  de  AB  est  égal  aux  carrés  [des  segments  \l',rB, 
et  &  deux  Tois  le  rectangle  contenu  soiis  Ar.rU...  [Suit  Capagoge, 
etc.,  voir  n*  220|. 

517.  —  L'identité  établie  par  la  proposition  suivante  des  Elé- 
■  ments  (liv.  II,  5)  n'est  pas  moins  importante  : 

«  Si,  —  dit  EucUde,  —  une  ligne  droite  est  cou|>éc  en  parties 

«  égales  et  en  parties  inégales,  le  rectangle  sous  les  deux  segments 

«  inégaux  de  la  droite  entière,  avec  le  carré  de  la  droite  placvc  entre 

«  les  deux  sections,  est  égal  au 

«  carré  de  la  moitié  de  la  droite 

i(  entière. 

B  Car,  qu'une  droite  AB  soit 
u  coupée  en  deux  parties  égales 
«  au  point  1',  et  en  deux  parties 
Il  inégales  au  point  S,  je  dis 
«  que-lc  rectangle  compris  sous 
«  AA,  AB,  avec  le  carré  de  TA 
n  est  égal  au  carré  de  ]'U.  :> 

En  d'autres  termes,  on  a  sur  la  fig,  i6()  :  rectaïu/le  AAHK  (de 
dimensions  AA  et  Att  égale  a  AB)  -f-  carré  AHHE  (de  dimension 
Ae  =  l'A)  =  carré  l'BZE. 

Si  donc  nous  appelons  a  la  mesure  de  AA.  b  celle  de  AB  nous 
avons  (puisque  F  est  le  milieu  de  AB) 


A  a 


Fig.  .69. 


--("^'M^)-. 


M8.  —  En  partant  de  ces  constructions  fondamentales,  les  pre- 
miers géomètres  grecs  pouvaient  «  résoudre  »  —  dirions-nous  en 
langage  moderne  —  divers  types  d'  «  équations  du  premier  et  du 
second  degré  ». 

Soit  par  exemple  à  /rouée/'  un  carré  égal  à  la  différence  île  deux 
carrés  donnéx  [résolution  de  1  L>quatîon  x*=^u*  —  fc'J  :  on  résoudra 
le  problème  en  construisant  un  triangle  rectangle  ayant  l'Iiypoté- 
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nuse   et  une  cathëte  égales  respectivement  aux  côtés  des  carré» 
donnés  ('). 

Soit  h  trouver  un  carré  égal  à  un  rectangle  de  dimensions  données 
[résolution  de  Téquation  x'  =t  ab];  d'après  la  pro|>osition  du 
n"  517,  la  question  revient  à  trouver  un  carré  égal  à  la  dilTérence 
de  deux  carrés  connus,  lesquetsontYespectivcmenl  pour  dimensions 
la  demi-somme  et  la  demi-diiïérence  des  dimensions  données 


nous  nous  trouvons  ainsi  ramenés  au  problème  précédent. 

610.  —  Soit  maintenant  à  trouver  un  rectangle  dont  l'une  des 
dimensions  est  donnée  et  qui  soit  égal  à  un  rectangle  donné  [résolu- 
tion de  l'équation  ex  ^a6,  l'inconnue  étant  la  seconda  dimension 
du  rectangle  cherclié]. 

On  résout  ce  problème  en  s'appuyant  sur  la  pi-oposition  sui- 
vante :  soit  ABCD  un  rectangle  et  FG.KL  deu\  parallèles  aux 
côtés  de  ce  rectangle  se  coupant  en  II  sur  la  diagonale  BD.  Ces 
droites  partagent  le  rectangle  donné  en  luali-e  rectangles  partiels, 
dont  lieux  (savoir  ceux  que  ne  coupe  pas  la  diagonale)  sont  égaux  {'y 
(Bg.  171). 

D'où  la  construction  suivante  pour  traiter  le  problème  [troposé 
(fig.  173).  Portons  sur  deux  droites  perpendiculaires  en  L  les  deux 
longueurs  LC,LH  respectivement  égales  aux  dimensions  du  rec- 

|>|  Soient  BD  et  AB  les  longucun  (connues)  de  ces  eûtes  [la  première 
étant  la  plus  grande  :  autrement  In  construction 
que  noua  allons  faire  serait  impossible]  ;  sur  le 
•egmeat  AB  j'cUve  en  A  la  perpendiculaire  Ax 
à  AB.  De  B  comme  centre  avec  BD  comme 
rayon  je  décrii  un  cercle,  qui  coupe  Aie  au 
point  C  :  le  triangle  ABC  est  rectangle  et 
BC  =  BD  ;  donc  AC  est  le  cAté  du  carré  cherché 
d'après  le  théorème  de  Pythagore. 

(■)  Dans  le  cas  où  le  rectan^e  ABCD  serait 
immédiate  (voir  le  n"  5i6  et  la  figure  i6H|.  Dans  le  c 
démontre  en  observant  que  rectangle  AKllF  ±=  triangle  ABD  —  IriangU 
HKB  -  IriangU  HFD  et  rectangle  GlILC  =  triangle  BCO  —  triangle  HGB 
—  IriangU  HLD.  Or  les  triangles  ABD  et  CItD.  HKB  et  HGB,  HFD  et 
HLD  «ont  égaux  deux  à  deux. 
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tangle  donné.  Repnriona  la  longueur  LH  suivant  CG  sur  la  par- 
pendiculaire  enC  à  LGpuis,  sur  le  prolongement  de  CG,  pcencHU 
GB  égal  à  la  dimension  connue  du  rectangle  inconnu,  et  prolon- 
geons la  droite  BH  jusqu'à  sa  rencontre  en  D  avec  le  prolonge- 
ment de  CL;  la  longueur  du  w"neii(LDeTj /a  dimeiuion  cherchée  : 


H 


on  voit,  en  eOet,  en  reportant  la  ftg.  173  sur  la  fig.  178,  que  DL 
ègaXe  FH  et  BG  égal  i  HK  sont  les  deux  dimensions  du  rectangle 
AKFH,  égal  au  rectangle  HGLG. 

Sao.  —  L'énoncé  du  problème  que  nous  venons  de  résoudre 
peut  être  donné  dans  las  termes  saivaota  :  Appliijaer {wipaSiXXtii) 
à  an  segment  donné  AB  un  rectanyle  égal  à  an  rectangle  donné; 
d'après  cette  terminologie,  <(  appliquer  (sans  plus)  un  rectangle  k 
un  segment  »,  c'est  construire  un  rectangle  dont  ce  segment  soit 
un  côté. 

531 ,  —  La  considération  des  rectangles  appliqués  déjaillants  ou 

*, C         B  . 


Fig.  ,7»- 


excédenls  conduit  à  la  résolution  de  problèmes  [au  équations]  plus 
compliqués. 

Roil  \B  un  segment  donné  et  ACA'C'  un  rectangle  ayant  un 
côté  situé  sur  la  droite  AB  (cùléAC),  mais  non  égal  au  segment  AB. 
Nous  dirons  que  ce  rectangle  est  appliqué  à  la  droite  AB  et  déjail- 
lanl  (dcjiciccns,  ÈXXtîitov)  o^iexcMenl  (cxcedens,  ùnipSâXiov)  suivant 
que  son  côté  appliqué,  AC,  est  inférieur  ou  supérieur  à  AB.  De 
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feçon  plus  précise  —  construisant  le  rectangle  (AA'BB')  appliqué 
à  AB  don!  la  seconde  dimension  (AA')  ost  celle  du  rectangle  défail- 
lant ou  excMent  —,  nous  dirons  que  le  rectangle  ACA'C  est 
défaillanl  du  rectangle  CBC'B'  dans  le  cas  de  la  figure  17$  at 
excédent  du  rectangle  CBC'B'  dans  le  cas  de  la  figure  17^. 

522.  —  Proposons-nous  alors  la  question  suivante  : 
Construire  un  rectangle  égal  à  un  ^  n       » 

carré  donné  qui  soit  appliqué  à  un 

segment  donné  AB  et  qui  soit  dé- 
faillant <run  rectangle  semblable  à 

un  rectangle  donné. 

Traduisons  cet  énoncé  en  langage 

algébrique  en  appelant  a  la  mesure 

de  AB,  b*  celle  de    l'aire  du  carré 

donné,  x  la  seconde  dimension  (AA', 

fig.    17Ô)    du    rectangle    appliqué 

(ADA'D'),  G  el  (/  les  mesures  des  dimensioi»  du  rectangle  donné, 

auquel  le  petit  rectangle  DBD'B'  doit  être  semblable.  Nous  devons 

„     ■    I.-,  D"B        Ûïf        X    .,  ,  ,  j     r»D      . 

avoir  [')  —  =;       -  =;  -3  ;  j  en  conclus  que  la  mesure  de  L)B  est 

^  X  et  que  celle  de  AD  est  a  —  ^x.  Ainsi  le  rectangle  inconnu  a 

pour  mesure  xia ,  xjel  l'équation  qui  la  détermine  est 


Fig.  , 


(') 


r(a-^.)  =  fc. 


oi!i  a,  lût  b  peuvent  àtro  des  nombres  positifs  arbitraires. 

La  résolution  géométrique  de  l'équation  (i),  je  veux  dire  la 
détermination  du  ci^té  inconnu  (mesuré  par  x),  peut  facilement  Âlra 
déduite  (')  du  calcul  géométrique  des  aires  (n"  616)  lorsque  c  est 
est  égal  kd  [en  ce  cas,  DBB'D'  doit  être  un  carré  et  le  rectangle 
inconnu  est  simplement  assujetti  h  être  égal  à  un  carré  donné  et  dé- 
faillant d'un  carré].  Dans  le  cas  général,  Eucfi de  résout  le  problème 

('I  Par  la  notation  Dit,  j'entends  '  mesure  de  D6  >.  cf.  it'  i<)4- 

(')  Cf.  Zeutbbh,  Hiat.  des  Math,  dans  t'antiq.,  trad.  Mascart,  p.  3^  et 
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—  et  la  question  correspondante  relative  au  rectangle  excédent 
[n"  533)  —  CR  utilisant  des  constructions  qui  reposent  sur  les  pro- 
priétés des  figures  semblables  (Eléments  (tEaclide,  Viv.  VI,  a8  et 
39,  comparer  n*  198)  ('). 

633.  —  La  détermination  du  reclamjk  excédent  (égal  à  un  cari^é 
donné  et  excédent  d'un  rcclaiifjle  semblable  à  un  rectangle  donné) 
équivaut  à  la  résolution  de  l'éqnntion 


(..       .(«-.^). 


=  K 


Les  équations  (1)  et  (a)  sont,  remarquons-le,  les  deux  premiers 
types  d'équations  du  second  degré  distingués  par  Luca  Paciuolo  et 
les  algébrtstes  du  xvi*  siècle  (n"  336).  [Voir  p.  5ot,note^,  la  réso- 
lution géométrique  d'une  autre  équation  du  second  degré]. 

634.  —  Si,  comme  nous  l'avons dit{616),  il  parattétablique  les 
premières  solutions  rationncllesdesproblèmesdeconstructiongéomé- 
trique  furent  fondées  sur  les  calculs  d'aires  et  de  volumes  (*).  il  ne 
faudrait  pas  croire  que  les  géomètres  grecs  nient  toujours  employé 
des  méthodes  aussi  détournées  pour  résoudre  (')  des  problèmes  qui 


itructions  sont  d'ailleun  applicables  Ion  mime  que  la  figure 
e  (figure  à  appliquer)  n'eat  pas  un  rectangle,  mais  est  simplement 
aBBujettlo  à  étro  un  parallélogramme  dont  les  anglec  sont  connus  (ont 
des  grandeurs  données).  Euclide  énonce  donc  en  ces  termes  le  problème 
résolu  par  la  prop.  a8  du  IJv.  VI  :  rosi  Tr,v  to8:îoa»  ïùOitav  ttîi  âoQtv:! 

Xr,Àoy:âu.)iiu  idtficiein  paraVelogramma  figura)  hiitltf  tûi  Sativ:'.,  c'cit- 
à-dire  ;  A  une  droiio  donnée  appliquer  un  paTa1lcl(^amme  qui  «oit  égal 
à  une  figure  rcctiligne  donnée  et  qui  soit  défaillant  d'un  parallélogramme 
semblable  à  un  parallélogramme  donné. 

(')  La  théorie  de  l'application  est,  dit  le  commentaire  de  Phoclvï, 
l'œuvre  de  la  muge  pythagoricienne. 

(')  Nous  parlons  de  l.i  démonstration  et  non  do  la  lignification  atta* 
chco  à  l'cnonco  des  problimcs.  La  géométrie  classique  ne  cesse  pas,  en 
elTet,  de  concevoir  les  produits  do  deux  ou  trois  longueurs  comme  des 
rectangles  ou  des  parallélépipodes  (n*'  7'l-7i))  ;  cela  est  nécessaire,  en 
elTet.  pour  que  de  teU  produits  puissent  être  regardés  comme  exiilanls  lau 
sens  des  n"  31I.  s'il).  —  C'est  ainsi  que  pour  les  anciens,  le  problème 
de  Pappus,  ad  3  art  4  lineai  {l'ide  n°  242),  ne  pouvait  Être  étendu  à  un 
nombre  de  lignes  supérieur  à  <>  ■  qocniam  non  est  aliquid  contentum 
pluribus  quam  triiius  dimensionibiis  >  (trad.  lat.  de  Pappus,  citée  par 
Descabtes  au  1*'  livre  de  la  GéomilrL;  Œuf.,  l,  VI,  p.  378). 
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portaient  en  définitive  sur  des  longueurs  ou  segments  rec- 
tilignes.  Nous  avons  d^Jà  dit  que  la  théorie  des  propoitîons  noua 
autorise  h  raisonner  sur  les  puissances  des  segments  sans  faire 
intervenir  aucune  considération  d'aire  :  elle  nous  founiit  un 
mode  d'interprétation  très  simple  des  propriétés  métriques  des 
figures,  en  même  temps  qu'elle  nous  en  fait  connaître  Je 
nouvelles. 

Ainsi,  nous  avons,  tout  à  l'Iietire,  appris  à  construire  un  cairi 
égal  k  un  rectangle  de  dimensions  données  [résolution  de  l'équa- 
tion X*  =  ab]  :  ta  question  revient  à  trouver  la  longueur  du  côté 
du  carré,  c'eat-à-dire  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  dimen- 
sions données.  Or  nous  savons  {n"  200)  que  si  AB  est  le  diamètre 
d'un  cercle  et  DH  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  du  cercle 
sur  AB,  le  segment  DH  est  moyen  proportionnel 
entre  les  segments  AH  et  HB.  Ainsi  donc,  si  l'on  ^ — p^ 
porte  bout  à  bout  deux  segments  AH  et  HB  res-      /  \ 

pectivement  égaux  aux  dimensions  données,  que     a  h      b 

l'on  trace  un  demî-cercle  de  diamètre  AB,  et  que  Fig.  170. 

l'on  mène  la  perpendiculaire  nn  II  à  AB  jusqu'à 
sa  rencontre  D  avec  le  demi-cercle,  on  obtiendra  un  segment  DH 
satisfaisant  aux  conditions  requises. 

N'est-il  pas  possible  de  généraliser  ce  mode  de  construction,  si 
simple,  si  clair,  oîi  n'intervient  que  l'Jnterseclion  d'une  droite  et 
d'une  courbe  ? 


636.  —  Le  succès  de  la  méthode  que  nous  venons  d'employer 
repose  en  somme  sur  le  fait  suivant  :  le  lieu  géo- 

Imélrit/ue  des  points  D  tels  que  lu  perpendiculaire 
B  DH  à  AB  soil  moyenne  proportionnelle  entre  les 

«  H         deux  segments  qu'elle  détermine  sm-  cette  droite, 

Fig.  177.  est  une  circonférence  de  diamètre  AB. 

Imaginons  qu'entre  les  segments  DU,  AH,  HB 


(fig.  177)  il  y  ait  une  relation  métrique  plus  compliquée,  par  exemple 
que  (AB  étant  donné)  DH  soit  le  càté  d'un  carré  assujetti  à  être  égal 
à  un  rectangle,  lequel  est  supposé  appliqué  à  un  segment  donné 
LM  et  défaillant  d'un  rectangle  semblable  au  rectangle  de  dimen- 
sions LM  et  AB. 


.ï  Google 


49^  LÀlâÈBHE   GÉOUÉTniQUB 

On  démontre  (')  que  le  lieu  gêomC'trique  des  poinU  D  qui  saUs- 
font  k  cette  condition  est  une  etli'iac  [tassant  par  lo  point  A  ei  ayant 
pour  grand  axe  le  segment  AB. 

En  langage  algébrique,  la  propriété  qui  définit  les  points  Ddu 
lieu  s'exprime  comme  il  suit.  Posons  (*) 

AB  =  aa,  m  =  ap.  AH  =  x,  HÛ=y; 

nous  aurons,  d'après  Ib  n'  fi33  : 

j''  7^  i]ix  —    "^  r'  ou  y'  =  api  —  "^  X-. 

Ainsi  à  tonte  position  du  jKiint  II  entre  A  et  B  (c'est-à-dire  h 
toute  valeur  de  x)  correspond  un  point  D  du  lieu  sur  la  perpendi- 
culaire menée  en  lia  All.el  ce  point  esta  une  distance  de  H  égale  à 

X* ,  Apalionios  (ilaçait  le  segn>ent  LM  (égal  h  p)  mir 

la  figure  principale,  perpendiculaire- 
ment à  AB  au  point  A  :  c'est  pourquoi 
ce  segment  fut  appelé  lalus  rectum 
(côté  droit)  ;  la  demi -longueur,  p,  du 
lalas  reclam  est  appelée  aujourd'hui 
paranitlre  de  l'ellipse  {'). 

B26.    —  Supposant  l'ellipse  cons- 
truite   ('),    proposons-nous   de    nou- 

\>)  Apollodius,  Com'ca,liv.  I,  prop.  r3,  éd.  Ileiberg.t.  l,p.  48.Ct.  Heath, 
Ap^Uottius  oj  Perga,  p.  8  et  suiv.  —  Ces  proprijléa  de  l'cllipie  étaient 
connues  d'AncBiiiÈDE. 

(1)  La  raison  pour  laquelle  on  a  coutume  de  déiigner  par  dea  lettres  a,  p 
les  moitiia  des  segments  AB,  LM.  plutât  que  les  longueurs  de  ces  seg- 
menta eux-mêmes,  apparaîtra  plus  loin. 

p)  Cette  expression  fut  introduite  dan*  raatt<ce  murant  par  De  La  Hîre, 
vide  supra,  p.  ai  a,  note  i. 

(*)  On  pourrait  procéder  inversement  et  ae  servir  au  contraire  de  la 
Tègle  de  construction  du  rectangle  défaillant  pour  construire  le  point  D 
de  l'ellipse  correipeadant  à  une  position  arbitraire  de  H  sur  AB;  on  dé- 
terminerait ainsi  autant  de  points  de  la  courbe  que  l'on  voudrait  (c'est 
ee  que  l'on  appelle  aujourd'hui  conairuire  une  courba  par  points],  Uait 
nous  avons  vu  qu'au  point  do  vue  théorique  une  conique  définis  comme 
itttemecUon  d'un  cAne  et  d'un  plan  peuvait  en  toute  rigueur  Atre  regardé* 
comme  couslruile. 


I  .y  Google 


heprésektatichi  oÉoMÉmiQUE,  ETC.  ^95 

veau  le  probUme  du  n"  592  (d^tsnnioaUon  du  rectangle  défait- 
lanl)  en  ndoptant  les  notations  indiquées  au  début  du  d°  S25.  Le 
carré  donné  a  pour  c6té  la  longueur  DH  ;  le  rectangle  inconnadoit 
être  appliqué  à  LM  et  défaillant  d'un  rectangle  de  dimensions  LM 
et  AB  ;  alors,  une  fois  construite  la  figure  178,  comme  il  a  été 
dît  au  n°  635,  l'inconnue  x  (dimension  inconnue  du  rectangle  à 
construire)  ne  sera  autre  que  la  longueur  AH  (d'après  les  propriétés 
qui  définissent  cette  figure). 

D'où  la  construction  suivante  (pour  déterminer  AH)  :  À  une  dis- 
tance égale  au  côté  du  carré  donné  au-dessus  de  AB  menons  la 
parallèle  Z'Z  à  AB.  Si  cette  parallèle  coupe  l'ellipse,  elle  la  coupe 
en  général  en  deux  points  D  et  O'qui  se  projettent  en  II  et  H'  sur 
AB.  Chacun  des  deuK  segments  AH  et  A'H'  satisfait  aux  condi- 
tions ^u  problème  qui  a,  par  conséquent,  deux  solutions. 

Si  Z'K  ne  coupe  pas  l'ellipse,  le  pcoblèmc  n'admet  aucune  solu- 
tion. Si  ZZ'  touclie  l'ellipse  en  un  poini  (lui  est  tangente)  il  y  a 
une  et  une  Geule  solution. 

Hemarquons  que  si  LM  =  AB  (p  —  a)  le  lieu  géométrique  du 
point  est  un  cercle  d'après  le  n'  S34  [on  a  alors  y'  r=  «  (a  a  —  x] 
=  AH  .  HB]  ;  l'ellipse  dégéaère  donc  en  cercle  dans  ce  cas  parti- 
culier. 

Le  nom  de  l'elUpse  (iiXu+i;  ■  rappelle  que  celle  figure  est  rela- 
tive à  la  construction  d'un  rectangle  dcfaillanl  (èUcTkûï). 


021.  —  Considérons  maintenant  le  cas  du  rectangle  excédent. 

Les  segments  AB,  DH  étant 
dé&nis  comme  ci-dessus  mais  H 
étant  cette  fois  hors  de  l'inter- 
valle AB,  du  côté  de  A  jvoir  la 
figure  170  que  nous  disposons  ici 
de  telle  sorte  que  B  soit  à  gauclie 
de  A],  supposons  que  DH  soit  le 
côté  d'un  carré  ossujetti  à  ûtre  égal  Fig.  175. 

i  un  rectangle,  lequel  est  lui-même  supposé  appliqué  à  un  segment 
donné  LM  cl  excédant  d'un  rectangle  seuihlnble  au  rectangle 
de  dimensions  LM  et  AB.  On  démontre  que  le  lieu  géométrique  du 
point  D  (pour  H  quelconque  sur  le  prolongement  de  BA)  esl  une 
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demi- hyperbole  {')  passant  par  le  iwiot  A  et  ayant  )>our  a\c  trans- 
verse le  segment  AB. 

En  langage  algébrique,  si  nous  posons  comme  plus  liaul 

AÛ^^aa,         LM  =  ap,        AFI  ^  r.         llD  =  v. 

nous  avons 


-  api 


-fx'. 


L'hyperbole,  une  fois  construite,  fournira  une  solution  simple 
du  problème  du  n°  623  (la  construction  est  le  même  que  dans  le 
cas  de  l'ellipse). 

Le  nom  de  l'hyperbole  (iincpSoXiJ)  rappelle  que  cette  ligure  est 
relative  à  la  construction  du  rectangle  excédent  (-j;;(^SiXXov). 

538.  —  Que  si  maintenant  nous  considérons  l'application  pure 
et  simple  (TtipaSoi);)  d'un  rectangle 
à  un  segment  (sans  déralliance  ni 
excès n°520),  nous  verrons  iuter- 
venir  la  troisième  section  conique, 

et  nous  expliquerons  aiusïsonnom 

(h  pai-ahote. 

Conservant  toujours  les  miïmcs 
.   notations   (voir  fig.   177),  suppo- 
sons que  DH  soit  le  cdlé  d'un  carré 
^■K-  '"o-  assujetti   à    être    égal   a  un  rec- 
tangle que  l'on  imagine  appliqué  ù  un  segment  donné  LM  et  de 
dimensions  AB  et  Ail.  On  démontre  que  le  lieu  géométrique  du 
{>oint  D  est  une  parabole  dont  AB  est  l'axe  et  A  le  sommet  (fig.  t8o). 
En  langage  algébrique  nous  aurons  : 


le  nombre  p  est  dit  paramètre  de  la  parabole. 

I')  Grice  à  l'iotroductiaii  des  «gnea  daoi  1b  calcul  de*  abscissat  la 
relalion  y*  =  ^px  +  ^  ^'  représentera  en  •  géométrie  analytique  >  lliyper- 
bole  tout  entière  :  c'est  l'équation  de  la  courbe  rapportée  4  deux  axe* 
rec  la  u  gui  a  ires,  d'origine  A,  dont  l'un  (l'axe  des  z)  coïncide  avec  AB  (cids 
W™,  clV   "1- 
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B2S.  —  llestiiitéressfintdenoterquelespropositionsqiùfonU'ob- 
jet  des  n°'  5^-36  ont  été  généralisées  par  Apollonius.  Ce  géomètre 
établit  en  ellct  que  ces  propositions  restent  vraies  lors  même  que  la 
droite  que  nous  avons  appelée  DIl  n'esl  plus  perpendiculaire  à  AB 
mais  est  simplement  assujettie  à  être  parallèle  à  une  direction  fixe 
(la  même  pour  toutes  les  positions  prises  par  D)  arbitrairement 
inclinée  sur  AB  (comparer  p.  246  note  ij. 

En  d'autres  lermessoitT'TIa  direction  donnée,  Hun  point  de  AB. 
Sur  la  parallèle  à  T'T  menée  par  H, 
portons  une  longueur  HD  telle  que 

HD'  =  LM    X    AH   -^"aHMc 

lien  géométrique  dn  point  D  (pour 

H  variant  entre  A  et  B)  est  une  ellipse 

àediamètre  Ail,  et  pour  laquelle  T'ï 

est  la  direction  des  cordes  conjuguée: 

n"  247  la  définition  des  diamètres  et  cordes  conjuguée» 

630.  —  La  construction  des  sections  coniques,  et  les  proposi- 
tions des  n"  S26-38  Toiirnirent  la  solution  d'un  problème  célèbre 
qui  occupa  bcancoup  les  premiers  géomètres  grecs  :  le  problème  de 
la  duplication  ihi  cube. 

Soit  demandé  de  construire  un  cube  égal  (congruent)  à  un 
parallélipipcde  droit  donné.  Appelant  x  la  mesure  du  côté  du  cube, 
a,  b,  c  celles  des  dimensions  du  parallélépipède,  on  voit  que  la 
question  revient  à  résoudre  l'équation  du  troisième  degré 

(3)  x^  ^:  aie 

et,  par  conséquent,  à  extraire  une  racine  cubique.  En  particulier, 
si  le  parallélépipède  a  pour  dimensions  a,  a,  sa,  le  cube  inconnu 
doit  être  double  du  cube  de  dimension  a  :  d'où  le  nom  de  dupli- 
cation (')  donné  au  problème. 

La  construction  du  cube  égal  à  un  parallélépipèdedroit  quelconque 


(■)  On  appelle  parfoi»  ce  problème  problème  dilîen  k  cause  d'uD  oracle 
qui  aurait  prescrit  de  donner  à  un  autel  de  forme  cubique,  dans  l'ile  de 
DéloB,  une  grandeur  double,  "  sans  en  changer  la  forme  ».  (»  * 
HUl.  des  Math.,  trad.  J.  Mascart,  p  eSj. 

Uoiinovi.  —  La  Principa  de  l'Amlj^M  nitlbéauliqur. 


„Google 


^gS  l'algèbhb  GÉOUÉTAIQUE 

fut  raïuenée  —  peut-âtre  par  Ilippocrale  de  Chios  —  à  lu  résolu- 
tion du  problème  suivant  ;  déterminer  deux  moyennes  propor- 
tionnelles à  deux  segments  donnés. 

Etant  connues,  en  effet,  les  trois  dimensions  a,  6,  c,  nous  pou- 
vons,  en  premier  lieu,   construire  un  segment  1/ qui  soit  moyen 

proportionnel  entre  a  et  6  (n°  M)  donc  tel  que  T=:ïO\ia  .b^d*. 
Le  segment  inconnu  X  sera  alors  défini  par  la  relation  x'^iJ'.c. 
Je  dis  que,  pour  le  calculer,  il  sullil  de  déterminer  deux  segments  x 
et  y  tels  que 


(4) 


=  ?  =  î 


£n  effet,  écrivant  que  ta  carré  du  premier  rapport  (4)  est  égal  au 

d*       z    r       T 
produit   des  deux   autres  [rapports,  nous   avons  p  =  — ^*  =  -  ; 

d'où  d'.cr=x'. 

On  énonce  la  retalion  exprimée  par  l'égalité  (A)  en  disant  que  x 

et  y  sont  deux  moyennes  proportionnelles  erftre  c  et  (/(cf.  p.  ta3 

note  3). 

631.  —  Voici  maintenant  comment  la  détermination  des  seg- 
ments a;  el;^  peut  être  faite  aux  moyens  des  lieux  solides  ou  sec- 
tions coniques  [cette  détermination  est  attribuée  &  Menechme(')]: 

Des  proportions  "  ^  y'  y  =(•  on  déduit (') 

(5)  x'  =  d.y.       y^  =  c.  x. 

Traçons  (fig.  i8a)  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  et  pro- 
posons-nous de  trouver  deux  segments  OM,  ON,  que  nous  portons 
respectivement  sur  OX  et  OY,  dont  les  longueurs  x,  y  satisfassent 
aux  relations  (5)  [c  et  d  étant  des  longueurs  données].  Menons  par 

{■|  Vide  tupra  p.  341,  note  3.  Cf.   Heath,  ApoUonlua  of  Perga,    iR(|6. 

p.  XIX. 

(*)  TJn«  autre  lolution,  également  donnée  par  Menbchhe,  consiste  i 
construire  l'îiileraection  de  la  parabole  et  de  l'hyperbole  dont  Iw  éjua- 
tioni en  coordonnée* rectangulaires  sont  x*  =  d.y  *t-=^  («u sy  =  oi). 
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M  la  parallèle  h  OY,  par  N  la  parallèle  à  0\  et  appelons  Plepotat 
de  rencontre  de  ces  droites  ;  nous  avons 

MP  z=Oti=y,  NP  =  OM  =  X. 
Le  point  P  est  sârement  situé  sur  la  parabole  de  sommet  0, 
d'axe  OX  et  de  paramètre  -  :  en 
effet,  d'après  le  n"  ^28,  on  a, 
pour  tout  point  P  de  cette 
parabole,  la  relation  MP'  = 
2 . - . OM . 


Le   point  P  est  également 
sur  la  parabole  de  sommet  0, 

d'axe  0\  et  de  paramètre  -  ; 

car  pour  tout  point  P  de  cette  ^'f-  '^''• 

parabole.  ISP*  =  a  .  -  .  ON. 

Or  nous  sawont  construire  ces  deux  paraboles  ;  noue  pouvons 
donc  théoriquement  déterminer  leur  intersection  (il  n'y  en  a  qu'une 
dans  l'angle  XOY),  et  par  conséquent  le  point  M. 

C'est  sans  doute  parce  que  les  sections  coniques  servent  ainsi  à 
résoudre  des  problèmes  relatifs  à  la  détermination  de  solides  (se 
traduisant  algébriquement  par  des  équations  du  3*  degré)  que  ces 
courbesétsientappelées//eftxso^VJef  par  Aristée l'Ancien  (cf. a°a43). 


2.  —  Figuration  cartésienne  des  fonctions  d'une  variable  (') 

532.  —  Les  fondateurs  de  l'algèbre  moderne,  en  Orient  et  on 
Occident,  étaient  familiers  avec  la  méthode  de  calcul  des  géomètres 
grecs,  et  ils  ne  manquÈrent  point  de  faire  usage,  Jt  leur  tour,  des 
constructions  géométriques  pour  illustrer  et  interpréter  leurs  for- 
mules et  leurs   équations.    Ainsi  procède   Khwanzmi'^('),  ainsi 

(')  Sur  la  repTMentation  des  fonctious  de  a  variables,  voir  ii^ra 
p.  5o6,  note  4- 

(*)  Ed.  Rosen  [vide  supra,  p.  ayr,  note  i),  p.  i3-ig;  cf.  Libbi,  IIUU 
ati  Se,  malh.  en  liai,  t.  I,  note  la,  p.  253  et  auiv. 
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Léonard  de  Pise('),  qui  s'est  instruit  h  In  double  école  de  l'Inde  et 
de  la  Grèce  et  qui  déclare  le  calcul  algébrique  inséparable  de  la 
géométrie.  Luca  Pacïuolo,  après  avoir  ex|>osé  au  point  de  vue 
abstrait  les  règles  du  calcul  algébrique,  consacre  un  chapitre  de  sa 
Sammakia  démonstration  géométrique  de  ces  règles  {').  Vièle 
enûn  compose  un  important  ouvrage  sur  la  construction  des  racines- 
des  équations  du  second  degré  ('). 

Parallèlement,  d'autre  part,  l'habitude  se  généralisa  de  résoudre 
par  l'algèbre  les  problèmes  de  géométrie  pure  [voir  à  ce  sujet 
chap.  IV,  S  l\  :  lasolution  nouvelle  élaitconfrontécavecTancienne 
et  l'on  s'apercevait  ainsi  qu'il  n'y  avait  point  de  l'une  à  l'autre 
opposition  de  nature  et  que  toutes  les  «  transformations  algé- 
briques efTecluécs  »  avaient  un  sens  géométrique  bien  déterminé  (*). 

Et  pourtant,  les  constructions  géométriques  des  anciens  n'ont 
plus  pour  nous  et  ne  pouvaient  avoir  dès  le  xvii*  siècle  qu'un  inté- 
rêt rétrospectif  (cf.  p.  :i85,note  i).  Sans  doute  elles  fournissent  une 
représentation  remarquable  des  formules  de  l'algèbre;  mais  il  ne 
parait  pas  qu'elles  en  puissent  faciliter  le  maniement  ;  elles  l'alour- 
dissent BU  contraire  et  elles  ôtent  à  l'opérateur  la  liberté  d'e;prit 


(')  Dans  la  préFace  de  son  traité  d'algèbre  [liber  Abbaci  compositu»  a 
Leonardo  filio  Bonacei  Pisano  in  anno  lun^],  Léonard  déclare  :  i  Quare 
amptectens  strictius  ipaum  modum  Indorum  et  attcnlius  atudens  in  eo.  ex 
proprio  sensu  quœdam  addens  et  quiodain  eliam  ex  sublilitalibus 
Euclidis  geometriœ  artis  apponcns,  summam  hujus  ilibri...  componere 
laboravi...  Et  quia  arilhmeiica  et  geometriiu  Gcienliis  sunt  coancxte  et 
suOragatorite  sibi  ad  invicem,  non  potest  de  minicro  plena  tradî 
doctrina  niii  intersecantur  geomelrica  quiedam  vel  ad  geometriam 
apectantia  que  hic  tamen  juxta  modum  numeri  operaotur,  qui  modu* 
est  sumptus  ex  multis  probatioDJbus  et  demunatrationibus  qura  figuris 
geometricis  fiunt  •  (Libui.  lac.  cit.,  t.  II,  p.  287  et  suiv.).  On  pourra 
suivre  l'exécution  de  ce  programme  au  chapitre  xv  do  l'Abbacug  repro- 
duit par  LiBHi  {tûc.  cit.,  p.  307  et  suiv.)  :  u  Capitulum  quintum  decimum 
de  regulia  geometriœ  pertinenlibus  et  de  quxstionibus  algebro;  et  almu- 
chabili:  ■  —  et  aussi  dans  la   Practica   geometrix   (la'^o). 

(')  Summade  arithtnetica  tiiniJ  :  ■  Distinclio  octava,  tractatus  secun- 
dus  :  demonstratio  geometrica  diclarum  regularum  i>. 

(')  Francisi  Vietœ  E/jeclianum  geometricarum  canonica  recenaio  (  iSijîf  ; 
■  ElTecliones  geometricas  qui  bus  œquationes  omnea  qute  quadratorum 
metam  non  cxcedunt  commode  expliccntur,  ila  canonice  reconseo  ■. 

[*)  Ce  parallélisme  est  nettement  mis  en  lumière  dans  les  ouvrages  de 
MAnino  Ghbtaldi  (ti'de  infra,  chap.  iv,  §  i)  auquel  certains  historiens 
attribuent  un  rdle  important  dans  la  création  de  la  géométrie  analytique. 
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dont  il  a  besoin  pour  donner  k  l'appareil  algébrique  tout  le  jeu 
qu'il  comporte.  Pour  que  la  figuration  géométrique  puisse  devenir 
avantageuse,  il  l'aut  que  le  principe  en  soit  complètement  modifié  ; 
cette  réforme  nécessaire  l'ut  l'œuvre  de  Descartes  ('). 

633.  —  Nous  avons  déjà  vu  que  Descartes  avait  définitivement 
exclu  de  l'algèbre  celte  représentation  des  produits  par  des  aires  ou 
par  des  volumes  qui  embarrassait  le  calcul  et  en  limitait  si  fâcheu- 
sement le  champ  (*).  Toute  expression  algébrique,  dit  Descartes, 
doit  être  lîgurée  par  une  ligne  simple  {')  ;c'est-à-dirc  par  un  seg- 
ment rectilignc  ou  longueur). 

Ce  n'est  pas  tout.  Nous  disions  tout  à  l'heure  que  lorsque  les 
quantilcs  algébriques  leprésentcnt  les  éléments  d'une  ligure,  les 
calculs  cil'ectuéa  sur  ces  quantités  ont  toujours  une  signification 
géométrique  :  de  là  résulte  cette  conséquence  remarquable  que 
toute  transformation,  tout  calcul  algébrique  peut  être  suivi  pas  k 
pas  sur  la  figure  et  traduit  immédiatement  en  langage  géomé- 
trique (*).  Est-ce  ainsi,  cependant,  qu'il  convient  de  procéder  en 


(')  Sur  le  rôle  historique  de  Descartes,  voir  chap.  iv,  §  3. 

(*]  Voir  en  particulier  p.  ^la,  note  3. 

{')  Compendioate  (igurse,  quse  modo  aujficiant  ad  cavtndum  lapsum,  quo 
hrtviores,  eo  commodiores  eilatunt  (cf.  p.  nu,  note  ■)■ 

(*)  Montrnnspar  uri  exemple  comment  se  pourra  faire  cette  trnduction. 
Supposons  quo  l'on  veuille  trouver  deux  nombres  x  e\.y  connaissant  leur 
somme  s  (nombre  posiiil)  et  leur  produit  p'  (nombre  positif).  Le  pro- 
blème [qui  équivaut  d'ailleurs,  d'nprès  le  n°  'ItiS,  à  la  résolution  de 
l'équation  du  second  degré  X' —  aX  -j-  p'  =  o)  peut  Btre  résolu  comme 
il  suit.  Appelant  d  la  différence  des  inconnues  x  —  y  [noua  avons  tou- 
jours  le   droit   de  supposer  que  c'est  la  plus  grande  inconnue  qui  est 

appelée  x\  nous  remarquerons   que  1  -  J    —  I — ^      j    =  ^i  donc 

■j-  —  -,-  =  p',  ou  d'  =»*  —  .Ip',  d'où  l'oD  tire  la  valeur  de  dl  le  probUme 

n'est  possible  que  si  à^  —  ^p-  >  n  ou  p  <  -  )  ;  on  a  ensuite  évidemment 
(cf.  p.  36o,  noie  i). 

Ce  calcul  peut  £tre  suivi  pas  à  pas  sur  une  figure  géométrique.  Figurons 
sur  une  mJme  droite  (dans  le  même  sens)  deux  segments  06,  OA  que 
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efTetî*  Descartes  ne  le  pensait  pas.  Si  l'image  est,  selon  lui,  in- 
dispensable au  mathématicien,  c?Ic  ne  doit  cependant  pas  être 
l'objet,  ni  mâme  l'instrument  de  la  démonstration.  Là  représen- 
tation des  quantités  par  des  segments  n'est  nécessaire  qu'au  débat 
de  l'algèbre  ;  ensuite  des  signes  plus  simples  suilisent,  tels  que  les 
lettres  de  l'alphabet  aflectées  d'indices  et  d'exposants:  et  si  nous 
faisons  de  nouveau  intervenir  la  (iguralion  géométrique,  ce  ne  doit 
être  qu'après  coup,  une  fois  le  calcul  achevé,  afin  d'interpréter  ce 
calcul  par  la  dùcassion  {vide,  chap.  iv,  s  i)  ou  simplement  de  le 
vérifier  et  de  le  fixer  dans  la  mémoire.  A  vouloir  marcher  de  pir, 
la  géométrie  et  l'algèbre  ne  réussiraient  qu'A  se  gSner. 

Le  mode  de  Gguration  géométrique  qu'adopta  Descaries  se  prête 
admirablement  à  cet  usage  discret  et  intermittent  qu'il  en  voulait 
faire.  Sans  prétendre  être  autre  chose  qu'une  illustration  de  l'al- 
gèbre, il  a  cependant  puissamment  contribué  aux  progrès  de 
celle-ci,  et  nombre  de  définitions  et  de  règles  de  calcul,  données 
dans  notre  Chapitre  i,  ont  été  en  fait  suggérées  par  lui. 

534.  —  L'algèbre  géométrique  de  Descartes  repose  sur  ia  repré- 
sentation des  fonctions  au  moyen  d'un  système  de  coordonnées. 


D«U8  ■uppoaoïu  égftux  aux  l«Dgu«un  ioconnue*  x  et  y.  Appelant  M  le 
milieu  de  AB,  nous  avons  évidemment 


Leiegment  OH  repréaente  donc  -  et  le  segment  BM  vaut  -.  Cela  potj. 
construisons  un  triangle  rectaoglo  ayant 
pour  hypoténuse  OM  (qui  est  connu)  et 
une  cathèle  OC  de  longueur  p  [pour  cons- 
truire ce  triangle  on  procède  comme  ooiis 
l'avons  dit  p.  iSg.  note  i].  La  cani  de 
la  seconde  calhète,  CM<,  cat  égal  â 

,_OC.-(°*±°J)'_OAxOB. 

donc  égal  à  (  ■ — ■■■  ■■  |  d'après  l'identité  relative  au  produit  de  deux 
segmaits  (ici  OA,  OB)  qui  a  iti  étaUie  giomifriquemtnt  au  n"  517.  Ain»î 
U  trouve  déterminé  CM  ai  toutefois  la  construction  du  triangle  rectangle 
est  possible,  {voir  p.  ^Si),  note  i!.  Ayant  CM,  je  décris  de  M  comme 
oentn  le  cercle  de  rayon  MC  r  ce  cercle  coupe  U  droite  OM  en  deux 
points  qui  sont  les  pointa  ii 
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Cette  représentation  nous  est  aujourd'hui  familière,  car  elle  est 
enti'ée  daDB  la  vie  pratique(').  Nous  en  faisons  usag;e  lorsque  nous 
traçons  un  graphique  tel  qu'une  courbe  de  température  ou  une 
coui'be  de  variation  de  poids. 

Supposons,  par  exemple,  que  tous  les  jours  d'un  même  mois, 
à  la  même  heure,  nous  ayons  relevé  la 
température  d'un  malade.  Pour  rendre 
sensible  à  t'œîl  la  variation  progressive 
de   la   fièvre  du   malade  au  cours  du 
mois  écoulé,    nous  tracerons  le  gra-        i 
pbique  suivant.  Prenant  une  feuille  de 
papier  quadrillé  (fig.  iS4)  nous  mar- 
querons sur  une  ligne  horizontale,  aux  ^   ^  ^ 
pointd  de  rencontre  de  celte  ligne  avec 
les  lignes   verticales   consécutives,  les 

dates  1,2,3.  4.  5,  etc.  Sur  une  ligne  verticale  (aux  points  de  ren- 
contre avec  les  lignes  horizontales  successives),  nous  indiquerons 
les  températures  (')  37°,  Sy'i,  37°a,  puis  au-dessous  36°e), 
36°8,  etc.  ;  cela  fait  nous  figurerons  la  température  du  malade  un 
jour  quelconque  en  prenant  le  point  de  rencontre  de  la  verticale 
de  ce  jour  avec  l'horizontale  correspondant  au  nombre  de  degrés 
lu  sur  le  thermomètre. 

Si  le  thermomètre  donne  37'!  le  1"  du  mois,  37*5  le  3,  36'^ 
le  3,  les  températures  du  i",  du  a  et  du  3  seront  représentées  sur 
la  fig.  i8lt  par  les  points  T,,  T„  Ta.  Joignant  ces  divers  points 
par  une  courbe  continue,  nous  avons  ce  qu'on  appelle  une  courbe 
de  température. 

Telle  est,  appliquée  à  un  exemple  moderne,  la  méthode  de 
représentation  des  grandeurs  variables,  qu'exposait  déjà.  —  ou  à 
peu  près,  —  l'évéqne  de  Lisieux,  Nicole  Oresme,  dans  son  Trac, 
tatus  de  latitudmibus  formaram  (i48o)  ('). 

536.  —  C'est  cette  méthode  que  Descartes  (*)  systématise  et 

(*)  Voir  sur  les  courbei  empiriques  la  chap.  v  des  Notions  de  Malhima- 
tique»  de  Jules  Tannery. 

(*)  Le  signe  o  signifie  «  degré  >,  vide  n°  lo^. 

(»)  Bibl.  N.  Rés.  V.  884. 

(')  Sur  les  rapports  de  la  méthode  cartésienne  des  coordonnées  et  de 
la  tliéorie  des  sections  coniques  d'ApoLLOKins,  voir  le  chap.  iv. 


.ï  Google 


50^  l'aLUÈBRE   GÉOMÉrniQCE 

tiauspoi'te  dans  son  algèbre.  Les  progrès  de  la  tliéorie  dus  nombres 
relatifs  y  apportèrent  de  nouveau  perfccltonncmcntsetlui  donnèrent 
la  forme  déHnlLivc  sous  laquelle  nous  allons  la  présenter. 

536.  Coordonnées.  —  Considérons  (fig.  i85)  deux  axes  qui 
se  coupent,  soît  les  axesX'OX,  \'0Y,  et  adoptons  une  fois  pour 
toutes  une  unité  de  longueur  fixe.  Nous  avons  expliqué  au  n'  127 
comment,  si  l'on  prend  pour  origine  le  point  O,  lotit  nombre  relatif 
a;  peut  élre  considéré  comme  l'abscisse  d'un  (loinlP  de  l'axe  X'OX  : 
point  situé  à  la  distance  |ï|  du  point  0.  à  droite  ou  à  gauche 
de  0  suivant  que  x  est  {K)sitir  ou  négatif;  réciproquement  tout 
point  de  X'OX  tel  que  P  a  une  abscisse  positive  ou  négative.  Sem- 
btablement,  nous  pouvons  faire  correspondre  à  tout  (wlnt  N  de 
l'axe  Y'OY  un  nombre  (abscisse)  y  —  positif  ou  négatif  suivant 
que  IS  est  sur  OV  ou  0^'  —  et  réciproquement.  —  Les  deux  axes 
X'OX  et  Y'OY  se  trouvent  ainsi  orientas. 


X'         TB         F" 


FiR    i85. 


Soit  alors  donné  un  couple  de  nombres  rehûharbilraires.xely. 
Faisons  correspondre  au  premier,  comme  il  vient  d'ôtre  dît,  un 
point  P  de  VOX  et  au  second  un  point  N  de  Y'OY  ;  puis,  par  P 
menons  la  droite  parallèle  à  Y'OY',  et  par  N  la  droite  parallèle  à 
X'OX  ;  ces  deux  droites  se  coupent  en  un  certain  point  M  que  nous 
regarderons  comme  représentatif  du  couple  de  nombres  x  el  y.  — 
On  voit  immédiatement,  en  numérotant  i,  3,  '.i,  4  les  angles  XOY, 
\OY',X'0\',  XOY  (fig.  i8(i)  que  le  point  M  est  :  dans  l'angle  i.si 
x^  o,  y  >o,  dans  l'angle  2,  si  a:  <  o,  j-  >  o,  dans  l'angle  3,  si 
X  <.  o,  y  <i  ij.  dans  l'angle  i,  si  x  >  o,  y  <.  o. 

I,'«bscîsse  du  point  P  sur  l'axe  orienté  X'OX  est  appelée 
abscisie  du  point  M  ;    l'abscisse    du   point   IS    sur   l'axe   orienté 


.ï  Google 


FIGUBATIO!»    CARTÉSIENNE    DES    FONCTIONS   D*L'IIB   VARIABLE     5o5 

Y'OY  est  appelée  ordonnée  {')  du  point  M.  Du  [K>int  de  vue  de 
l'algèbre,  l'abscisse  et  l'ordonnée  sont  des  nombres.  Géomélrique- 
ment  parlant,  ce  sont  des  segments  auxquels  nous  convenons  de 
toujoura  donner  comme  origine  le  même"  point  0  ;  l'abscisse  et 
l'ordonnée  sont  donc  déRnies  par  leurs  exlrémiléx  P  et  N. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'à  tout  système  (ou  couple)  de 
valeurs  de  l'abscîsse  et  de  l'ordonnée  correspond  un  point  et  un 
seul,  M,  du  plan.  Réciproquement,  soiL  M  un  point  quelconque  du 
plan.  Les  parallèles  menées  par  M  aux  axes  \'0\,  Y'OY  coupent 
ces  axes  en  des  pointa  bien  déterminés  N  et  P  ;  donc  A  tout  point 
M  du  plan  correspond  un  sj'stéme  de  valeurs  bien  déterminées  de 
l'abscisse  et  de  l'ordonnée. 

L'abscisse  et  Vordonaée  d'un  point  sont  ses  deux  coordonnées. 
Les  axes  X'0\  —  axe  des  abscisses  on  axe  des  x  —  et  Y'OY  — 
axe  des  ordonnées  ou  axe  des  y  —  sont  dits  constituer  un  système 
(taxes  de  coordonnées,  auquel  les  points  du  plan  sont  «  rap- 
portés n.  Le  point  0  est  appelé  origine  (du  syslème  d'axes  ou  des 
coordonnées). 

637.  Ces  dérmitions  posées,  soit  y  =f{x)  l'une  quelconque  des 
fonctions  que  nous  avons  définies  et  étudiées  au  chapitre  n. 

A  toute  valeur  de  la  variable  indépendante  x  correspond  une 
valeur  de  la  variable  dépendante  y;  au  couple  des  valeurs  corres- 
pondantes ;r  et  y  correspond  d'autre  part  (si  l'on  se  donne  un  sys- 
tème d'axes  de  cooidonnées)  un  point  M  du  plan  de  ces  axes. 
Lorsque  x  varie,  le  point  M  prend  des  positions  variables;  il 
décril{^)  une  ligne  {ou  courbe) ['),  que  l'on  peut  figurer  approxi- 
mativement en  déterminant  les  positions  du  point  H  pour  un  très 
grand  nombre  de  valeurs  de  x,  et  joignant  par  un  trait  continu  les 
points  obtenus  :  c'est  là  ce  qu'on  appelle  i  construire  la  ligne  par 

(■)  Le  mot  ordonnée  {ù'rdinala)  était  employé  dans  la  théorie  des  eectioaa 

coniques  (voir  §  i)  parles  traducteurs  d'Apollonius.  On  le  trouvi',  en 
français,  et  nvcc  ion  sens  moderne,  da^a^e  Cowa  maUiématique  d'HEutcotte, 
t.  VI,  1637,  p.  tin.  —  Le  mot  absci»se  vient  du  latin  :  abscindere,  couper. 
(')  Du  moins  si  la  lonction  >j  =  f,x]  eat  continue  (n"  Iç)**)- 
("1  Exceplionnelloment,  la  ligne  décrite  par  M  peut  etri;  une  droit» 
[a^Hn];  mnia,  pour  Bimplifier  le  langage,  on  prend  d'ordinaire,  sans 
tenir  compte  do  ce  cas,  le  mot  cniirbe  dans  le  bpus  de  ligne.  On  coneidère 
alors  la  droite  comme  un  cas  particulier  de  ligne  courbe. 
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points  ».  H  Prenant  —  dit  Descartes,  qui  considère  dans  cet  énoncé 
y  comme  la  variable  indépendante  et  x  comme  la  variable  dépen- 
dante (*)  —  successivement  infinies  diverses  grandeurs  pour  la 
ligne  y,  on  en  trouvera  aussi  înfmies  pour  la  ligne  x,  et  ainsi  on 
,  aura  une  infmité  de  divers  points  tels  que  celui 

\ qui  est  marqué  C,  par  le  moyen  desquels  on 

\   "     \j-        décrit  la  ligne  courbe  demandée  {').  u 

\  Que   si,   au  lieu  d'élre   donnée  sous  forme 

explicile,  la  fonction  y  de  x  est  définie  par  une 

'*■  '  '■  relation  implicite  P(x,  y)  ^  o,  elle  est  encore 

représentée  par  une  courbe  ;   cette  courbe  se  trouve  caractérisée 

par  ce  fait  que  l'abscisse  X  et  l'ordonnée^  de  l'un  quelconque  de  ses 

points  satisfont  à  l'égalité  f{x,  y)  =  o  (cf.  390). 


638.  —  Ainsi  i  toute  fonction  correspond  une  ligne  (que  nous 
appellerons  ligne  ou  courbe  représentative  de  la  fonction).  VoilA,  è 
cela  près  qu'il  n'envisageait  que  des  coordonnées  positives  et  se 
bornait  par  conséquent  à  l'étude  des  courbes  situées  dans  l'angle  (')  i 
delalig.  186,  ce  que  montra  clairement  Descartes.  Ce  faisant  (*),  il 
clarifia  définitivement  ce  concept  mystérieux  de  la  fonction  qui 
était  le  support  invisible  et  de  toutes  les  combinaisons  algébriques 
(r exposé  de  noire  chapitre  i  a  mis  ce  fait  en  évidence).  Grâce  à  la 
iîgUFation  cartésienne,  tous  les  caracti^rcs,  toutes  les  propriétés 
des  fonctions  allaient  en  quelque  sorte  sauter  aux  yeux.  On  n'avait 
qu'à  regarder  pour  les  découvrir. 


I')  Si  l'on  retourne  ainsi  le  rûle  des  variables,  la  fonction  représentée 
■e  trouve  être  la  fonction  x  esi  arg  /((/),  fonction  inverse  de  /(x)  [vide, 
n"  Sg}].  Il  est  bien  évident  qu'une  fonction  /(xj  et  la  fonction  inv«rM 
■ont  toujours  livrées  par  la  même  courbe. 

(^j  La   Giomélrit,  Liv.  I,  Œuv.,  l.  VI.  p.  38G.  _ 

(*)  Descahtes  retournait  d'ailleurs  la  figure,  en  lorte  que  l'angle  ■ 
était  l'angle  du  bas  à  droite  (fig.  187J. 

(*)  Il  s'agit  uniquement  —  ici  et  au  paragraphe  suivant  —  de  ]&  figu- 
raUon  des  fonctions  d'un«  variable.  On  aurait  une  figuration  analogue 
des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes,  s  =  f{x,  y]  en  considérant 
c  =  f{x,  y]  comme  l'équation  d'une  surface  rapportée  à  trois  axe»  de 
coordonnées  {vide  infra,  chap.  iv).  Mais  cette  figuration,  qui  ne  peut 
£tre  réalisée  graphiquement  sur  le  papier,  n«  rendrait  guère  de  services 
à  l'algébrisle. 
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539.  Représentation  des  fonotloiu  simples  pmr  rapport  ft 
des  axes  rectangulaires.  —  Pour  réaliser  et  étudier  la  représen- 
tation graphique  des  fODCtioni  d'une  variable  x,  adoptons  une  fois 
pour  toutes  un   système  d'axes  de  coordonnées 
dans  un  plan.  Nous  choisirons  —  pour  nons 
placer  dans  les  conditions  les  plus  simples  —  %^ 

des  axes   rectangulaires  (perpendiculaires  l'un 
sur  l'autre).  Nous  donnerons  de  plus  aux  demi- 
axes  OX  et  OY,  eorrespondani  aux  abscisxes  et  p-     ,gg 
ordonnées  positives,  une  disposition  relative  telle 
qiCen  faisant  tourner  OX  <run  angle  droit  autour  du  point  0  dans 
le  sens  positif  Irigonométrique  (sens  de  la  flèche  sur  la  fig.  i88)  on 
amlne  ce  demi-axe  à  eoJneider  avec  OY. 

Les  coordonnées  d'un  point  rapporté  à  de  tels  axes  sont  souvent 
appelées  coordonnées  cartésiennes  ('). 


540.  —  Gela  dit,  considérons  d'abord  un  polynôme  en  x  du 
premier  degré,   soit  ax  -h  b  (que  je  désigne  par  y),  a  et  &  étant 


'^■^ 


FiR.  iBg. 


deux  nombres  fixes  arbitraires.  Il  est  aisé  d'effectuer  la  représenta- 
tion graphique  de  cette  fonction  (*)  par  rapport  eux  axée  ci- 
dessus  dénnis. 

1°  Le  polynôme  y  =^  ax  est  représenté  par  une  droite  qui  passe 
par  Foriijine  0  et  fait  au-dessus  de  Caxe  des  abcisses  avec  le  demi- 
axe  OX  (in  angle  f  tel  que  tg^  =  a. 


i']  On  dit  aussi  :  coordonniez  reclangulairea.  Si  le*  »xe«  ne  sont  pas 
rectangulaires,  ils  sont  dits  obliques  :  lei  coordonnées  coirespondantei 
■ont  dites  coordonnées  obliques. 

(*}  Nous  verrons  au  J  a  du  chapitre  iv  que  Fekiiat  BTait  indiqué  cette 
reprcseDtation  d'une  manière  très  nettequelques  années  arant  Dbscabtbs. 
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En  effet  appelons  Z'Z  cette  droite,  qui  sera  (')  dans  les  angles 
XOY  et  X'OY'  si  a  =^  tg  f  est  positif,  et  dans  les  angles  \'0Y  et 
Y'OX  si  a  =  tg  f  est  négatif  (fig.  189  on  190}, 

Quel  que  soit  le  point  M  que  l'on  cousidèie  sur  07.  ou  OZ'  on 
aura,  en  appelant  P  la  projection  decc  point  sur  l'axe  des  x(n'>31B)  : 


01»  —  ""■«  '""■  ' 

or,  les  quantités  PM,  OP,  tang  MOP,  essentiellement  positives, 
sont  respectivement  égales  àjjj,  {^|,  {tang  ^|:  donc 

|5|  =  ""8  f         *»«  (')         X  =  —  '""S  ?  ■ 
observant,  que  pour  toutes  les  positions  possibles  du  point  M  sur 
jS'OZ,  ^  et  tg  ç  ont  mAme  signe  [car  les  deux  coordonnées  x  et  y 
ont  même  signe  ou  des  signes  contraires  suivant  que  tg  ç  >■  o  ou 
tg  ç  <.  Oj  je  conclus  que  l'on  a  dans  tous  les  cas  (')  : 

^  ~  tang  ç  -^  a. 

La  droite  Z'OZ   représcnlc  donc  bien  le  polynôme  ax  ;  c'est 
y  pourquoi,   j'appellerai   c«tle   droite 

"  (Iroile  y  :^  ax  »  ('). 

a"  Appelant  P  un  point  quelcon- 
que de  l'axe  des  x,  et  M  le  point  de 
la  droite  y  =  ax  qui  a  [wur  abscisse 
OPz^a:,  ajoutons  à  l'ordonnée  PM 
la  longueur  6  si  6  >■  o,  ou  rctran- 
clions  en  la  longueur  h',  égale  à 
—   6,  si    fc  <;  o.  Nous  obtenons  ainsi  un  point  M,  ou  Mj  qui 

1')   Quel    que  soit  le  nombre  relatif  a,   il  existe  un  angto  e   comprit 
«ntre    «   et    1:    doot    la    tanftcDte    est    cgalc    i    a.   Cet   angle   est  aigu 


Vif..   . 


I  compris  e 


1  >  I),  oblun   I 


impris  entre  -  et  t:-  si  a  <  o. 
;  je  veux  dire  que  l'êgulilé   a 


(ï|  Le  signe  i  signifiant  ;  plus  ou  moin»; 
lieu  aux  signes  pria. 

(^)  On  arriverait  plus  rapidement  à  cette  conclusion  en  se  référant  aux 
■discussions  relatives  aux  signes  qui  ont  été  déjà  faites  en  trigonomé- 
trie (c'est  ainsi  que  nous  prorcderona  au  ohap.  iv  pour  dpfinir  les 
-coordotmces  polaires). 

(')  -Nous  dirons  aussi  (cf.  cliap.  iv)  ;  n  droite  d'équation  y  =  ax  1. 
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a  pour  coordonnées  x  cl  y  ^nx  +  b  ou  x  ely  ^  ax  —  6' 
=  ax^b: 

Ainsi  —  cl  la  conslrBclîoti  est  la  même  quelle  (jiie  soit  la  posi- 
tion de  la  droite  y  =  ax  [droite  Z'OZ]  —  le  point  Mi  ou  M,  est 
un  point  de  la  courbe  ou  droite  vc|îi<5senlative  du  polynôme 

y  =^  ax  -\-  b. 

Eiïectiiunt  la  conslruclion  pour  diverses  positions  de  P  sur  X'OX 
soit  pour  les  positions  P*.  P',  P" 
(fig.  192)  [je  fais  la  fi'jare  en 
supposant  ty;  ç  >  o,  6  >■  o]  on 
obtient  des  points  M',,  M',.  M', 
qui  sont  tous  sur  une  mt'/ne  droite 
parallèle  à  la  droite  y  =^  (ix  [car 
lesfiguresM'M'M\M',.M'M'*M',M:  ""•  "•"' 

sontdesparallèlogrammes].  Ainsi  la  courbe  représentative  du  po- 
lynôme ax  ~i-  b  ou  y  ^  ax  -{-  b  est  une  droite  parallèle  à  la  droite 
y  ^  ax.  Nous  dirons  que  cette  droite  est  «  la  droite  y  =  ax  +  6  ». 


541.  CoeUloient  angaUîre.  —  Le  nombre  a  est  appelé  coejji- 
cient  amjulalre  de  la  droite  d'équation  y  ^  ax  -v-  b.  Ce  nombre 
n'est  outre  que  le  nombre,  tan^  f,  considéré  plus  haut,  c'est-à-dire 
la  tangente  de  l'angle  aigu  ou  obtus  que  fait  le  demî-axe  0\  avec 
la  parallèle  menée  par  0  à  la  droite  considérée  (au-dessus  de  l'axe 
des  x),  ou  —  si  l'on  veut  —  la  tangente  de  l'angle  aigu  ou  obtus 
que  fait  le  même  demi-axe  (prolontjé)  avec  ta  droite  considi-rée,  au- 
dessus  de  Faxe  des  x  [ce  nouvel  ang^le  est  égal  au  précédent 
d'après  le  n"  169]. 

&42.  Représentation  du  trinôme  du  second  degré.  —  Soit 
y  =^ ax' -h  bx -i- c  le  trinôme  considérù('].  On  démontre  les  fails^ 
suivants  (voir  la  démontration  nu  cliap.  iv)  : 

La  courbe  représentative  da  trinôme  est  une  parabole  ayant  son 
axe  parallèle  à  taxe  des  y  et  pour  sommet  le  point  d'abscisse 


{')  Voir,  s 
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et  d'ordonnée  c  —  t-  :  les  branchesC)  de  cette  parabole sontdîri- 
géesverBlehaut(3flnsdeOY)ouverBlebas(sens  de  OY')  suivaat  que 
<>:>  oou  a-<  o.  D'où  les  divers  cas  de  figures  possibles  (sur  les  figures 
ci-contre  nous  ne  figurons  pas  l'axe  Y'OY  qui  se  trouve  à  droite 

ou  k  gauche  de  l'axe  de  la  parabole  suivant  que •<  o  ou 


On  voit  que  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en  deux  points  — 
el,  par  conséquent,  que  le  trinôme  a  deux  racines  (valeurs  de  x 

pour  lesquelles  y=iO)  —  si  c  —  Â^  ^'  **  **""  ^^  signes  contraires, 
donc  si  le  produit  de  ces  quantités  est  négatif,  donc  si 
4ac  —  b'  ■<  o         ou         6*  —  tiae  >  o. 
Dans  le  cas  particulier  où  l'on  aurait  àac  —  b*  =  o,  la  courbe 
serait  tangente  à  l'axe  des  x  au  point  d'abscisse  —  m  ®'  '*  trinôme 
aurait  une  seule  racine  (double,  voir  n°  338). 

543.  -~  11  est  facile  de  se  rendre  compte  de  la  forme  approxi- 
mative de  la  courbe  avant  même  de  savoir  qu'elle  appartient  au 
^eaxe  parabole  en  raisonnant  comme  il  suit  : 


(')  On  dit  que  U  f  concavité  de  la  courbe  >  est  dirigée  vei 
lils  dans  le  premiar  caa,  ven  les  y  négatif»  dans  le  second  c 

.S  6). 
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D'après  l'identité  (XVI)  du  n"  306,  nous  avons 

Plaçons-nous  dans  l'hypollièse  où  a  >  o. 

Lorsque  x  est  négatif  et  très  grand  en  valeur  absolue,  il  en  est 

de  mime  de  œ  -<■  —  ;  donc  le  carré  (^  +  ^  )  «at  positif  et  très 
grand  ;  ce  carré  ne  cesse  de  décroître,  k  partir  (')  de  +  oo  ,  lorsque  x 
décroît  en  valeur  absolue;  il  en  est  donc  de  même  de  son  produit 
par  le  nombre  positif  a,  et  de  même  aussi  de  son  produit  par  a, 
moins  un  nombre  constant.  Donc  y  décroît,  &  partir  de  +  oo  , 

jusqu'à  ce  que  la  valeur  absolue  de  a;  +  —  devienne  nulle,  c'est- 
à-dire  jusqu'à  ce  que  x  =  —  —  ;  cette  valeur  de  x  est  un  minimam 
pour  la  fonction  j*!  qui  prend,  à  ce  moment,  la  valeur  — ^ — t. 

On  constate  de  mAme  que^  lorsque  x  crotl  de  —  —  à  -H  »,  y  va 
en  croissanl  jusqu'à  +  oc  . 

D'ailleurs  il  résulte  de  l'égalité  (i)  que  deux  valeurs  de  x  égale* 

ment  distantes  de [c'est-à-dire  deux  valeurs  s^  et  x'  telles  que 

x'  —  (  —  \  ^=  ( I  —  x']  fournissent  la  même  valeur  de  y. 

Donc  la  courbe  représentative  du  trinôme  est  symétrique  (n°  176) 
par  rapport  à  la  parallèle  à  l'axe  des  y  et  menée  par  le  point  cor- 
respondant au  minimnm. 

544.  Résolution  de  rinAgalIti  du  Mooud  dsgré.  —  Soit 
proposé  le  problème  suivant  :  Trouver  les  conditions  auxquelles  doit 
satisfaire  le  nombre  x  pour  que  ton  ait 

(a)  oc»  -I-  6i  -1-  c  >  o. 

a,  b,  c  étant  trois  nombres  donnés.  La  résolution  de  ce  problème 
«st  facile  si  l'on  se  réfère  à  la  représentation  géométrique  du  tri- 
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Supposons  [lour  fixer  les  idées  que  «  soil  positif  cl  dislinguons 
entre  les  trois  cas  suivants  : 

1°  /i'  —  4ûc  ■<  o  :  le  tiinome,  alors  n'a  pas  de  racines,  et  la 
parabole  représentative  est  toute  entière  au-dessus  de  l'axe  des  x, 
(i"  fig.  193)  ;  donc  le  trinôme,  égal  à  l'ordonnée  y.  est  i  osilif  pour 
loalc  valeur  de  x,  et  Vinàf/alilé  (a)  est  toujours  satisfaite  ; 

2"  6'  —  fiac  =  0  :  en  ce  cas  la  courbe  touche  l'axe  des  x  an 

point  X  ^ et  est  au-dessus  partout  ailleurs  :  donc  Cinéija- 

lilè  (a)  est  vérifiée  pour  foule  râleur  de  x,  exception  faite  pour  la 
vcdeur  x  ^^  —  --  ,  pour  laquelle  ax'  +  bx  -t-  c  ^  o; 

y  II*  —  !\ac  >  o;  en  ce  cas  la  parabole  a  la  disposition  repré- 
sentée par  la  2*  figure  iq'i  :  l'ordonnée  y  est  négative  pourles 
valeurs  de  x  comprises  entre  les  racines  x'  et  x",  positive  pour 
toute  autre  valeur  de  a;  ;  donc  \'inéi/ulilé  {2)  est  vérifiée  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,tjui  sont  extérieures  à  l'intervalle  x',  x'. 

On  discutera  de  la  même  maniera  le  cas  où  le  premier  coelTî- 
cient  du  trinôme  a,  est  ncgalil'. 

L'inégalité  ux'  +  bx  -i-  c  <.o  se  trouve  i-ésolue  en  ni&mc  temps 
que  l'inégalité  (a),  puis(pie  les  valeurs  de  a:  qui  la  vérifient  sont 
celles  pour  lesquelles  l'inégalité  (-j)  n'est  pas  salisfaitc. 

S45.  Comparaison  d'un  nombre  donné  aux  raoineB  d'une 
équation  du  second  degré.  —  C'est  lili  une  question  qui  se  pose 
à  l'occasion  de  nombreux  problèmes.  Etant  donné  un  nombre  X  et 
une  équation  du  second  degré  ax'  -i-  bx  -t-  c  ^=  o,  dont  les 
racines  x'  et  x'  sont  supposées  exister,  mais  n'ont  pas  été  cal- 
culées, comment  reconnaili-e  rapidement  si  le  nombre  X  est 
compris  entre  les  deux  racines,  ou  plus  |)elit  que  la  plus  petite 
racine  (soit  x')  oa  plus  grand  que  la  plus  grande  (soit  x')  ? 

On  peut  ré^iondre  immédiatement  à  cette  question  en  calculant 
la  quantité  a).'  -H  W.  ■+■  c,  valeur  du  trinôme  pour  la  valeur  X  de  x. 

En  elTot,  supposons  d'abord  a  positif.  L'équation  étant  supposée 
avoirdoux  racines  ar'.ic',  nous  sommes  dans  lecas  de  la  a°  figure  ig'i  : 
on  voit  qu'une  valeur  de  x  it  laquelle  correspond  une  ordonnée 
négative  est  nécessairement  intérieure  h  l'intervallo  x,  x'. 

En  raisonnant  de  même  sur  le  cas  de  la  4"  figure  igS  (a  négatif) 
on  parvient  à  la  conclusion  générale  suivante  : 
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Le  nombre  X  est  compris  entre  les  racines  da  trinôme  ou  exté- 
rieur à  l'intervalle  de  ces  racines  suivant  ijue  la  quantité  ai.*  H-6X-HC 
a  le  même  si<jne  que  a  ou  le  signe  contraire. 

DaDs  le  cas  où  le  nombre  î.  est  extérieur  à  l'intervalle  x',  af.  il 
sera  évidemment  plus  pelilijuca;'  ou  plus  grand  que  x' suivant 
qu'il  sera  inférieur  ou  supérieur  à  In  demi-somme  des  racines  (') 

- — ; —  .  Or  cette  demi-somme  a  pour  valeur  — —  ,  et  l'on  pourra 
toujours  lui  comparer  ).  sans  êlrc  obligé,  pour  cela,  de  faire  le 
calcul  des  racines  x'  et  x'. 


660.  Rflprésentatioa  de  Isl  fonction  /  =  ^  •  —  On  démontre 

que  la  courbe  figurative  de  la  fonction  y  —  -  est  une  hyperbole 
qui  a  pour  centre  (n"  246)  l'on- 
gine  o  et  pour  asymptotes  les  deux 
axes   de  coordonnées.    La    figure 
montre  que  pour  x  =  o  Vordonnée 

(y  =  ~)   est    infinie;     d'ailleurs 


pour  X  positif  et  voisin  de  o.  l'or- 
Jonnée  est  positive  et  très  grande; 
pour  X  négatif  et  tits  petit,  l'or- 
donnée est  négative  et  très  grande 
•en  valeur  absolue  :  ainsi  loi'sque  ^,  croissant  d'une  manière  con- 
tinue franchit  la  valear  o,  foidonnée  passe  d'une  valeur  négative 
inliniment  grande  ù  une  valeur  po.silive  inlinlment  grande  :  on 
dit  que  y  saule  de  -i-  <»  ii  —  »  (cf.  398). 

647.  Représentatioa  de  la  lonction  implicite  définie  par  la 
relation  x'  +  y^  =  i.  —  .Vppelant  M  un  point  quelconque  de  la 
■courbe  représentative,  et  P  sa  projection  sur  l'axe  desx:,  nous  dédui- 


('),  Car,  quels  que  BOÎ«at  les  nombres  relatifs  x'  et  x, 
jnent  x  <  — - —  <  x    puisque  x   <  £  ;    donc  ai,  pa 

intérieur  à   —    — ,  il  ne  peut  être  plus  grand  que  x'. 
DoiniiDDi.  —  Lm  Principci  ils  l'Analyu  malhinuliqaa. 
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sons  do  lbé<»ème  de  Py  thagore  appliqué  au  triangle  rectangle  POM 
que  OM'  =  I,  donc  OM  ^=  t.  Ainsi  la  courbe  représentative  de  I» 
fonction  [qui;  sous  forme  explicite,  l'écrit  y  ^^^i  —  a:']  est  com- 
posée des  points  situés  h  la  distance  t  de  l'ori^ne  : 
c'est  un  cercle. 

Noos  trouverons  au  prochain  paragraphe  l'occa- 
sion de  signaler  quelques  nouvelles  courbes  figuratives 
Fi^.  iiiô,      de  fonctions. 

548.  Inégalités  à  deux  variables.  —  Etant  donnée  une  fonc- 
tion continue,  /{x,  y),  de»  deux  variables  x,  y,  par  exemple  un 
polynôme  en  x  et  y,  posons-nous  la  question  suivante  :  Quels 
sont  les  systèmes  de  valeurs  de  x  el  y  pour  lesquels  celle  fonction 
ett  positive  ?  Quels  sont  les  systèmes  de  valeurs  pour  lesquelles  elle 
est  négative  ?  La  figuration  carlésienne  fournira  souvent  un  moyen 
simple  de  répondre  à  cette  question  :  elle  permettra,  dira-t-on,  de 
«  résoudre  h  C inà(falilé /[x,  y)  !>  o  ou/(x,  y)  <.  o. 

Envisageons  (fig.  196)  la  courbe  repré- 
sentative do  la  fonction  implicite  ^  de  a: 
définie  par  la  relation  y^a:,  y)  —  o  oîi  /■  est 
un  polynôme,  et  supposons,  pour  nous 
placer  dans  un  cas  simple,  que  celte  courbe 
soit  fermée  et  ait  approximativement  la 
forme  d'une  ellipse. 

Considérons  un  pcùnt  quelconque  M  (de  coordonnées  x  et  y} 
que  nous  faisons  varier  à  partir  d'une  position  M,  (de  coordon- 
nées x^.  yt)  située  à  l'intérieur  de  la  courbe.  Supposons  de  plus, 
pour  fixer  les  idées,  que  le  poU nome/ ait  le  signe  +au  point  Mg, 
c'est-à-dire  quefxo,  y»)  >  o.  Lorsque  M  varie  d'une  manière  con- 
tinue, il  en  est  de  môme  de  la  valeur  de  la  fonction /(»,j)  [en  vertu 
des  propriétés  des  fonctions  continues]  :  cette  fonction,  en  consé- 
quence, ne  peut  sauter  brusquement  d'une  valeur  posîlioe  à  une 
valeur  négative.  Positive  elle  est,  et  positive  elle  restera,  tant  que 
le  point  M  ne  traversera  pas  une  position  pour  laquelle  la  fonction 
soit  nulle  ;  mats  les  points  pour  lesquels  f{x,  y)  est  nul  sont,  par 
hypothèse,  les  points  de  la  courbe  et  ces  points  seulement  :  donc 
la  fonction  conservera  le  même  signe,  tant  que  le  point  M  restera  à 
Ciniérieur  de  la  courbe. 


0 
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On  démontrera  de  même  que  le  polynome_/^a:,  y)  a  un  signe  inva- 
riable pour  toutes  les  positions  dn  poinl  M  (de  coordonnées  x,  y) 
ertirieares  h  la  courbe. 

D'ailleurs,  il  est  facile  de  démontrer  (')  que  si  le  polynôme  f(x,  y) 
est  positif  à  Cintérieur  de  la  courbe  (c'esl-à-dire  pour  les  positions 
de  M  intérieures  k  la  courbe),  il  est  négatif  à  textériear  ;  et  inver- 
Bem«it,  s'il  est  négatif  à  tintérieur,  il  est  positif  à  textériear. 
Ainsi  les  systèmes  de  valeurs  de  x  et  y  pour  lesquels  on  a  flx,  y)'>o 
sont  les  coordonnées  de  tous  les  points  situés,  soit  k  l'intérieur,  soit 
à  l'extérieur  de  la  courbe. 

L'étude  des  inégalités  correspondant  k  des  courbes  de  (ormes 
plus  compliquées  sera  souvent  plus  délicate,  mais  pourra  être  Taite 
d'une  manière  semblable. 


3.  —  L'étude  griphtque  des  fonctloas  d'une  variable. 


649.  —  ^oos  avons  dit  que  la  métbode  cartésienne  de  figuration 
pennettait  de  li-ouver  et  d'interpréter  très  simplement  les  priocl- 
pales  propriétés  des  Ibnctions  d'une  variable,  ht  de  l'ait,  au  fur  et 
k  mesure  qu'apparaissaient  et  se  précisaient  ces  propriétés  (au  xvii*, 
au  xviii',  et  pendant  lupremièrc  moitié  du  xix°  »ècle),  elles  s'expri- 
maient immédiatement  en  langage  géométrique.  Comment  et  sous 
quelle  forme  au  juste,  c'est  ce  que  nous  allons  voir  en  suivant  pas 
&  pas  les  délinîtions  et  les  propositions  du  chapitre  n. 

550.  Fonction  âéllniedans  un  intervalle  (cf.  391).  BranohM 

de  fonction  (cf.  396).  —  Dire  qu'une  fonction  est  déGoie  dans  un 
intervallea,  6,  c'estdire  que  la  courbe  représentative  est  définie  pour 
les  abscisses  comprises  entre  deux  valeurs  a  et  b,  et  par  conséquent 
entre  les  parallèles  à  l'axe  des  y  menées  par  les  points  A.  et  R  de 
taxe  X'0\,  extrémités  des  abscisses  a  et  b  (fig.  197). 


(1)  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  la  fonction  /,x,  y)  se  trouverait  Stre  poii' 
tive  ou  nulle  pour  touUa  ie»  positions  du  point  M  dans  le  plan.  Or  on 
démontre  que  cette  drconitance  ne  peut  se  présenter  pour  aucun 
polynôme. 
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Une  fonclion  —  explicite  ou  implicite  —  y  de  x  sera  regardée 
comme  ayant  plusieurs  branches  s'il  y  a  des  droites  parallèles  à 
l'axe  des  y  qui  coupent  la  combe  représentative  en  plusteiiis  points 
[traduisons  :  s'il  y  a  plusieurs  points  de  la  courbe  qui  ont  même 
abscisse,  oh.  en  d'autres  termes,  si  à  une  même  valeur  do  x  (dans 
certains  inleivalles  tout  au  moins)  correspondent  plusieurs  valeurs 
dc^  (n°  395)].  Api>elons  M]  et  Ma  deux  points  d'une  même  courbe 
représentative  ayant  même  abscisse  (segment  OP)  :  lorsque  l'extré- 
mité, P,  du  segment-abscisse,  se  déplacera  sur  l'axedes  x,  chacun 
des  points  Mi  et  Midccrira  une  bi'anche  de  la  courbe  (Qg.  19S). 


Fi(!.  197.  f-6-  'a»- 

Exemple.  —  La  fonction  y  =  y'i —x»[définie  par  la  rela- 
tion x'  -h  r'  —  i  =  o.  n°  647|  —  ou.  pour  parler  géométrique- 
ment, la  courbe  qui  représente  cette  (onction  —  a  deux  branches, 
runeaii-f/eMUsdel'axedesa:,  V aiiire ait-dessoas  :  les  deux  branches 
se  rejoignent  sur  l'axe  des  x  aux  points  d'abscisses  -t-  i  et  —  i. 

B61.  Intervalla»  où  la  fonction  n'«xist«  pas.  —  Si  aux  va- 
leurs de  X  situées  dans  un  certain  intervalle  a,  b,  ne  correspond 
aucune  valeur  de  y,  la  /onction  n'existe  pas  dans  cet  inlervalle  :  il 
n'y  a  alors  aucune  branche  de  courbe  entre  les  parallèles  à  l'aie 
des  y  menées  par  les  extrémités  des  abscisses  a  et  fc;  et  récipro- 
quement. 

Ainsi  à  la  retalion  implicite  x*  -h  y*  =  0  ne  correspond  géomé- 
triquement qu'un  point,  l'origine  des  coordonnées  :  en  effet  la 
fonction  y  =  \/ — x^  n'existe  que  si  3:  —  o  (pour  toute  autre  valeur 
de  X,  —  x'  n'a  pasde  racine  carrée). 

tiB2.  Continuité. — Lacontinuité  —  telle  que  nous  l 'avons  carac- 
térisée au  n"  398  —  est  un  attribut  essentiel  de  la  notion  de  courbe 
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géomélriquc  :  une  fonclion  de  x  sera,  par  dénnilion,  une  fonction 
continue  dans  un  intervalle,  sï  la  courbe  ou  brandie  de  courbe 
correspondante peuf  êlre  tracée  d'uit  Irait  continu  et  si,  d'autre  part, 
elle  ne  coïncide,  dans  aucune  de  ses  parties)  avec  une  parallèle  k 
l'axe  des  y  (un  segment  parallèle  à  l'axe  des  }-  à  la  dislance  a  de 
l'origine  représenterait,  en  cITet,  une  l'oiiclion  qui,  pour  la  valeur  a 
de  X,  sauterait  d'une  valeur  a  une  autre)  ('). 

583.  Pftles  et  inllnis  (cf.  398).  —  Si  une  branche  de  fonction 
devient  infinie  lorsque  X,  variant  avec  continuité,  atteint  une  certaine 
valeur  (finie)  œ,,  ta  branche  de  courbe  correspondante  s'éloigne 
indéfiniment  en  se  rapprocbani  de  plus  en  plus  de  la  parallèle  à 
l'axe  des  y  menée  par  l'extrémité  de  l'abscisse  x^  :  elle  est  dite 
asymptote  à  cette  droite. 

Si  la  fonction  y  =f[x)  existe  pour  des  valeurs  de  x  situées  de 
parte!  d'autre  de  la  valeurdex„(quîeslun/)^/îoui;yî/(i,voir398),  il 
y  a  deux  brandies  de  courbes  asymptotes  à  lamtîmcdroite.à  gauche 
et  à  droite,  comme  il  arrive  dans  l'exemple  que  nous  avons  consi- 
déi-c  au  n"  B49)('). 

Voici,  d'ailleurs,  d'autres  cïempicsde  fonctions  qui  présentent  des 
pAles  ou  infinis. 

Fonclion  (']  y  iz^  -'  ' \-,-^—\  •  Cette  fonction  devient  infinie 

\  >  J  T(.r—  i)(x  —  a) 

(présente  un  pAle)  lorsque  x  prend  l'une  des  valeurs  o,   i,  a  qui 

annulent  le  dénominateur.  La  courbe  représentative  a  la  forme 

représentée  par  la  figure  199:  elle  a  des  branches  asymptotes  à 

l'axe  des  y  et  aux  parallèles  à  l'axe  des  y  menées  par  les  points 

d'al 


(')  Nous  verrons  en  géométrie  analytique  qu'u: 
a  pour  équation  x  ^  a  :  H  ne  lui  correspond  auci 

I*)  Plu»  gcnétalement  la  fonc 
dant  les  coefficients  a,  b,  c,  d  sont  des  nombres  quelconque»,  est  repré- 
sentée par  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axei 
de  coordonnées. 

(')   On   peut  écrire    (en   eltectuant   l'opération   indiquée    au    n°   374) 

!/=-'  +  ~-.  +:;-'—,■ 
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Fonclion  y  =  -j ,  Cette  fonction  a  un  pôle  pour  a;  ^  o  ;  mais, 
à  l'inverse  «les  précédentes,  elle  ne  saule  pas  de  -+-  oo  à  —  » 
lorsque  x  traverse  la  valeur  o  :  elle  est  en  effet  positive  pour  toute 
valeur  de  x  :  la  courbe  n  l'allure  représentée  par  la  figure  30o  ('). 


664.  Dérivée  :  cofitUcient  angulaire  de  la  tangente  A  la 
oourbe  repréBeutatlve.  — Nous  avons  défini  au,  g  ^  du  Chap.  ii, 
u  la  dérivée  d'une  fonction  de  x  »  pour  une  valeur  quelconque  de 
la  variable  (pour  laquelle  la  fonction  est  supposée  définie,  conti- 
nue, univoque).  En  vue  d'interpréter  géométriquemcnl  celte  déri- 
vée, reportons- nous  à  sa  définilioD. 


(')  Les  circonaïaucei  que  nous  venons  d'indiquer  se  prcienteront 
pour  touti-8  les  fonctions  ralionnelles  de  n.  Considérons,  en  effet,  une 
fonction  rationnelle  quelconque,  décomposée  soui  la  forme  (î|  du  n*  tyi  ; 
les  pAles  de  la  fonction  sont  évidemment  les  valeurs  de  x  qui  annulent 
le*  dénominateurs  des  fractions  simples  figurant  dam  la  décomposi- 
tion,  c'est-à-dire  les  valeur*  x,,  x,,  ...  x,  du  n"  374-  Envisageons  l'une 
quelconque  de  ces  valeurs,  soit  x,,  qui  est  supposée  racine  d'ordre  a, 
de  A[a!j.  L'identité  du  n"  374.  nous  donne  d'après  la  note  i  de  la  page  &;(«, 


Blx] 


:.  r-i 


oii  tous  les  termes  entre  crocheta  «ont  nuls  pour  x  =  x,  fcf  I,  9,  p.  6-7, 
note).  On  en  conclut  que   pour  les   valeurs  de  titrés  voisines  de  Zf  'a 

[et  par  conséquent,  1 


d'un  polynôme  P^x),  qui 


,  la  somme  de  cette  fraction  et 
valeur  finie  pour  x  =^x,]  a  pour 
signe  le  signe  de  la  traction  fret  grande  en  voleur  ahmlue ^-* —  .  En 

(X~Xy)    ' 

conséquence,  la  fonction  saute  de  -f-  œà  —  sa  (comme  dans  le  cas  de  la 
figure  11)!))  ou  conserve  au  contrnire  le  même  signe  [comme  dans  le  cas 
de  la  fig.  aoo)  lorsque  x  traverse  le  pôle. 
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Soit  M  le  point  de  la  courbe  représentative  qui  a  pour  absciiK 
X,  et  j-  l'ordonnée  de  ce  point.  [Conformément  i  la  remarque  faite 
au  n'  407  jo  désigne  par  x,  sans  indice,  une  valeur  quelconque 
de  l'abscisse;  sur  la  ligure  je  suppose, 
pour  fixer  les  idées,  3c>o,  y>o], 
A  l'abscisse  x  -t-  Sx  voisine  de  l'abs- 
dcse  X   (voir   pour  les  notations,   le 
n"  407)   correspond    une    ordonnée 
y  -(-  iy  et  un  point  M,  de  la  courbe.     _ 
Appelons  P  le  point  de  coordonnées 
X  ■+■  \x,  y  ;  puis  menons   la    droite 
M, M  et  proiongeons-la  jusqu'à  l'axe 
des  X.  Sans  le  triangle  rectangle  PMM, ,  nous  avons  (n'  21B)  : 

,  en  appelant  f  l'angle  M,MP,  égal  à  MN\, 
qui  e»l  (voir  n*  641  )  le  coefflcienl  angulaire  de  la  droite  MM,. 

Supposons  maintenant  que  nous  donnions  k  l'accroissement  Aa; 
des  valeurs  de  plus  en  plus  petites  (cf.  n°  407).  Que  devient 
alors  le  triangle  PMMj  [appelé  par  \.a\haa triangle caracléristique\ 
et  en  particulier  la  droite  MM,  ?  Cette  droite  coupe  la  courbe 
au  point  M  et  en  un  point  M,  qui  est  de  plus  en  plus  rapproché 
de  M  :  à  la  limite.  M,  vient  se  confondre  avec  M  et  la  droite  ne 
rencontre  plus  la  courbe  (au  voisinage  du  point  M)  qu'au  seul 
point  M  -.  elle  la  touche  sans  la  traverser;  elle  est,  dirons-nous 
—  en  reprenant  une  expression  qui  a  été  employée  de  tous  temps 
dans  la  ibéorie  des  sections  coniques  —  tangente  à  la  amrbe. 

D'une  manière  générale  nous  appellerons  tangente  k  une  courbe 
au  point  M  {point  de  contact)  la  position-limite  MT  que  vient  occu- 
per une  sécante  MM,  (coupant  la  courbe  aux  points  M  et  MJ 
lorsque  le  point  d'intersection  M,  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  M  el  vient  co^lncider  avec  lui. 

Supposant  prouvée  l'existence  de  la  tangente  ainsi  définie,  noua 
pouvons  dire  que,  lorsque  \x  tend  vers  ïéto,  le  coefficient  angu- 
laire de  la  droite  MM,  admet  une  limite,  r/uîestle  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  en  M  à  la  courbe. 

En  d'auU-es  termes,  la  dérivée  d*anfl  fonction,  poai  ane  Talent 
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QaeloonQne  de  la  variable,  est  le  ooeffloient  angulaiie  de  la  tan- 
gente géométrique  (')  i  la  conrbe  représentative,  menée  an  point 
tni  oorr«spond  à  la  valeur  considérée  de  l'abacisse. 

555.  —  Dire  qu'une  fonction  admet  une  dérivée  pour  une  va- 
leur X  de  la  vaviable,  ou  dire  que  la  courbe  représenUitivc  admet 
^  une  tan^nte  ou  point  M  (coiTcs|X)ndant 

à  l'abacissc  x),  sonl  deux  pro^iosilioni» 
équivalentes,  [l'ai  la  seconde  pioposiùoit 
il  faut  entendre  expressément  que  la  sé- 
cante MM,  (supposée  prolongée)  pren^ 
la  même  position-limite  TMT'  lorsque  M, 
se  rapproche  indérmiment  du  [>oint  M 
sur  fun  ou  tautre  des  arcs  de  la  courbe 
P'S'  ""■  qui  aboulment  au  point  M  (i  droite  ou  k 

gauche,  figure  202)]. 

Cette  condition  se  trouve  satisfaite,  pour  toutes  les  fonctions 
—  ou  courbes  —  continues  qu'étudie  l'algèbre  classique,  et  il  esl 
clair,  d'ailleurs,  que,  si  nous  clierclions  à  nous  repivueiiter  une 
courbe,  nous  ne  {louvons  guère  l'imaginer  que  comme  une  ligne 
ayant  tout  de  son  long  des  tangentes  (sauf  pcut-éli'e  en  certains 
points  exceptionnels). 

Et,  pourtant,  nous  verrons  plus  loin  que  le  fait  d'admettre  une 
dérivée  n'est  point,  malgré  tout,  un  attribut  nécessaire  de  la 
notion  de  fonction  :  on  peut  par  certains  procédés  algébriques 
défmir  des  classes  de  fonctions  continues  qui  ne  possèdent  point 
.de  dérivées.  Mais  ce  sont  U  des  cas  exceptionnels  qui  n'amoin- 
drissent nullement  l'importance  considérable  de  la  proposition 
du  n"  554.  Eu  rattachant  la  défmition  de  la  dérivée  à  une  notion 
géométrique  aussi  simple  et  claire  que  celle  de  tangente  en  un 
point  d'une  courbe,  nous  donnons  à  la  théorie  de  la  dérivation  la 
base  solide  dont  elle  avait  besoin  pour  se  constituer  définitivement 
et  jouer  en  algèbre  le  rôle  de  premier  plan  que  le  Cliap.  u  a  mis 
en  évidence, 

I/élude  arithmético-algébrique  des  accroissements  Ax,  \y  et  de 

(')  Noua  dÎEOas  1  géomÉtrique  >  pour  distinguer  la  tangente  ci-desaus 
déiinie,  qui  e>t  une  droïLe,  do  la  laiigenU  trigonométrique  qui  est  un 
nombre. 
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leur  rap[)ort  devait  nécessairement  |>aral(re  un  peu  suspecte  aux 
mothémoliciens  du  ini'  siècle  qui  n'étaient  pas  comme  nous 
liabitués  ù  raisonner  sur  des  quantités  infiniment  petites.  Toutes 
les  di&icultés,  disparaissaient,  par  contre,  si  l'on  donnail'à  ce  rap- 

|)ort  -  '-  >in  sens  géométrique  précis  par  le  moyen  du  triangle  carac- 
téristique (554).  Tel  fut  le  point  de  dépari  de  Lcibnii;,  et  c'est 
là  ce  qui  lui  valut  d'être  consîdéi-é,  au  aviii"  siècle,  comme  le  père 
de  la  théorie  des  déiivées   ')  ;  le  succès  de  sa  méthode  (')  tient 


('1  Vide,  p.  Ufi  et  4oo,  note». 

I')  Dans  une  lettre  adressée  A  Tschihnbavs  (f)  décembre  iQ^çi  ;  ap 
B-efivechiel  mit  Malhematiktrn,  id.  GcnnAnDT,  p.  ^l>■^  sqq.\  Leismiz 
explique  comment  il  fut  conduit  à  sa  «  méthode  du  triangle  caractérii- 
tiquo  >.  Il  a  lu  les  traitée  géométriques  de  Pascal  —  dont  il  a  particu- 
lièrement subi  l'iiilluence  — ot  y  a  trouvé,  à  propos  dun  problème  spécial, 
l'idée  première,  nun  développée  il  est  vrai,  du  trianglo  caractéiiitique. 
Pourauivuiit  st-3  éludes  et  set  rétlcxions  il  étudia  la  eéométrio  carté~ 
Bienne  :  i  ccepi  (juairere  raodum  GNprimeodi  loca  [lieux  géoniéiriquet, 
vide,  u°  ■i.\t\  seu  curvas  per  calculuni,  ol  tum  primum  intellexi  en  qus 
CartesiuB  scribit.  Nam  antea  solcbam  calcutars  raeo  more,  adhibilis  non 
litteris  led  nominibus  linearum.  Tum  primum  igitur  Cartenum  et  Scho- 
tenium  attciiLo  legi,  hortanle  Hugenio  qui  mihi  diccbat  moduni  calcu- 
landi  ab  ipsis  adhibitum  cïse  coinmodioreat.  Ego  interea,  operto  semel 
characteristiei  trianguli  aditu,  faciltime  iunumera  tteoremata  invcniS' 
bam  quibus  plurimas  tune  chartas  adimplevi  ;  ged  pleraque  postea  rcperi 
etiam  Heuratio,  Gregorio  et  Barrovio  iunotuisse  i.  E ITe cl i  ventent,  van 
Heuhaet,  puis  Greciory  dans  aa  Geometriie  pars  univeraalis  [i6fî8)  et 
surtout  Baubow,  dans  ses  Lectiortes  Geomeiricee  (1(169-70',  avaient  traité 
de  nombreuses  questions,  que  nous  résolvons  aujourd'hui  à  l'aide  des 
dérivées,  et  qui  ge  ramenaient  alors  à  la  détermination  géométrique  des 
tangentes  à  uuo  courbe  donnée.  Newton  (à  l'instigation  duquel  Barrow 
dit  avoir  rédige  lu  part'e  de  son  livre  qui  traite  spécialement  du  pro- 
blème des  tangentes)  partit  de  là  pour  fonder  sa  méthode  générale  des 
ftttxioru  ou  dérivées. 

Plus  do  trente  ans  auparavant,  Fermât  avait  proposé  une  méthode 
algébrique  pour  la  résolution  du  problème  des  tangenles,  méthode  à 
laquelle  Leibniz  et  Kewton  ne  font  que  rarement  allusion  dans  leuTS 
premiers  écrits,  mais  où  l'on  trouve  cependant  la  conception  très  nette 
de  la  dérivée  et  du  triangle  caractéristique.  Celte  méthoile  est  indiquée 
dans  un  putit  écrit,  Melhodiu  ad  diaquirendam  maximam  el  minimam, 
qui  tut  communiqué  à  Descartes  par  Meraenno  en  janvier  H>'<8  :  ii  s'agit 
tout  d'abord  de  déterminer  d'une  manière  générale  lu  ou  les  valeurs 
de  la  variable  indépendante  qui  rendent  une  fonction  maxima  ou  mi- 
nima  [voir  le  n"  fifili]  ;  la  recherche  des  tangentes  [De  langentibus  curva- 
rum  linearum]  Bepréseiile  comme  une  npplicalion  de  ce  problème  général. 
Descattes,  trop   absorbe   dans   l'application  de  ses  propres  méthodes,  ne 
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prindpalemeat  k  ce  fait  qu'il  ae  réfère  directemeat  à  la  Ggaration 
cartésienne  des  foacUoDs  et  que  sa  théorie  apparaît  ainsi  comme 
an  prolongement  naturel  de  l'élude  générale  des  foncticHis  d'une 
variable  instituée  par  la  Géométrie  de  1637. 

6S6.  Signe  de  la  dérivée.  Haxima  et  minima  (Cf.  419-  — 

Les  axes  étant  disposés  comme  sur  la  ilgurc  ci>contre  il  est  facile 
d'interpréicr  les  propositions  du  n"  419.  Si,  pour  une  certaine 
valeur  de  la  variable,  la  dérivée  est  positive,  la  fonction  est  crois- 
sanle  :  donc  la  courbe  monte  lorsque  l'extrémité  de  l'abscisse  se 
déplace  vers  la  droite  ;  si  la  dérivée  est  négative,  la  fonction  est 
décroissante,    la    courbe  descendante   (comparer  n'  543). 

y  Si  la  fonction  présente  un  maximum 

pour  une  valeur  x,  de  l'abscisse  (la  dé- 
rivée étant  nulle  et  la  dérivée  seconde, 
y,  négative   (voir  n°  419),  la  courbe, 
"i  "'       "    de  montante  qu'elle  était,  devient  des- 

cendante ;  la  tangente  (jféométrique  au 
*■  '  maximum    (c'est-à-dire   au    point    M 

d'abscisse  x,,  fig.  3o3)  est  horizontale  [parallèle  à  Taxe  des  x), 
puisque  son  coeOicient  angulaire  (égal  à  la  dérivée)  est  nul. 

Si  la  fonction  présente  un  minimum  pour  a:  =  Xa  (la  dérivée 
étant  nulle  et  la  dérivée  seconde  positive)  la  courbe  a  encore  au 
point  M  d'abscisse  Xï  une  tangente  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Si  pour  une  valeur  x,  de  x,  les  dérivées  première  et  seconde, 
/et/  sont  toutes  deux  nulles,  la  dérivée  d'ordre  trois,  y",  étant 
non-nulle,  nous  avons  vu  (419)  que  la  fonction  ne  présente  pour 
X  =  X|  ni  maximum,  ni  minimum  ;  elle  est  croissante  ou 
décroissante  suivant  que  /"(a:,)  ■<  o  ou  ^"(ic,)  >  o  :  en  ce  cas  la 


comprit  pat  la  pensée  de  Fermât  et  adrews  à  ce  géomètre  les  critîquB 
tes  plus  injuitei.  Le  traité  de  Fermât  ne  fut  imprimé  qu'en  167g  «t 
n'exerci  pour  ainsi  dire  point  d'influence.  Cependant  il  n'est  pas  prouvé 
que  Leibniz  ne  l'ait  pas  cannu. 

La  méthode  employée  par  Descautes,  dam  sa  Giomilrie,  pour  déter- 
miner algébriquement  la  tangeate  à  une  courbe,  n'Mt  point  immédiat»- 
ment  liée  à  la  notion  de  dérivée,  et  nous  ne  nous  en  occupertmi  pas. 
Nous  laiBscroiia  également  de  câté  la  méthode  de  Roberval  qui  est  fon- 
dée sur  des  propositions  de  cinématique 
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-courbe  a  toujours  au  point  d'abscisse  a:,,  un6  tangente  parallèle  k 
l'axe  «les  x  (puisque  ylx,)  ^  o),  mais  elle  traverse  cette  tan- 
gente, continuant  de  croître  ou  de  dé-  y 
croître  (voir  Eg.  304).  Un  point  où  la 
courbe  traverse  ainsi  sa  tangente  est  dit 
*  f)oint  (T inflexion  ». 


5S7.    Application    :    «Inuaoïde.   —  " 

Considérons  la  fonction  y  =^  sin  x.  Elle  s'annule  pour  les  valeurs 
o,  n,  art,  ...  et  —  jr,  —  27t.  —  3n  de  la  variable  :  donc  la 
courbe  représentative  coupe  l'aie  des  oraux  points  d'abscisses..., 
—  HTi,  —  7t,  o,  t:,  2]t,  ...  (puisqu'en  tous  ces  (TOÎnts  l'ordonnée  est 
nulle). 

D'autre  part,  nous  avons  /(x)  =  cos  x  et  y'{x)  =  —  sin  x 
[dérivée  de  cos  x].  La  dérivée  s'annule  pour  les  valeurs  de  x  : 


[puisque  pour  ces  valeurs  le  cosinus  est  nul].  D'ailleurs  on  a  : 

sin  -  ^  1 ,        sin  —  ^  —  1 .        sin  (  -  -|-  ar  |  ^  i ,  . , .  etc.  ; 

a  a  \a  / 

d'où  l'on  conclut  que  la  déiivée  seconde,  —  sin  x,  est  : 
négative  pour  les  valeurs 

'_'  •+■  aTT,         -'  H-  IfT,  ...     et     f  —  a::,  ... 

positive  pour  les  valeurs 


donc  la  courbe  représentative  présente  des  maxima  aux  points 
correspondant  aux  premières  de  ces  valeurs  et  des  minima  aux 
points  correspondant  aux  secondes.  Aux  maxima  l'ordonnée  est 

égale  à  I  [puisque  sin  -  ^^  i,  etc.];  aux  mi'ni'nia  elle  est  égale  à  —  i. 

De  IJi  résulte  que  la  courbe  a  l'allure  représentée  ci-contre.  Elle 

est  indéfiniment  prolongeabic  dans  les  deux  sens  et  ses  boucles,  qui 
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se  succèdent  sur  la  figure  à  des  intervalles  de  longueur  ^n,  ont 
loutes  exaclenieut  même  forme  et  même  dimension  puisque, 
quel  que  soit  le  nombre  x,  on  a  sin  (x  -+■  27t)  =  sin  x. 

La  courbe  repicsentativo  de  la  fonction  sin  x  est  appelée  sinti- 
soîtle. 

Le  cosinus  est  représente  par  la  mi^me  courbe  géométrique, 
mais  difléremmeut  placée  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  ('). 


558.  Courbe  exponeatlelle.  —  A  l'inverse  de  la  sinusoïde,  la 
courbe  qui  roprésenlc  la  fonction  e^  (n°  429)  ne  pi-ésente  aucun 
maximum  ni  minimum,  puisque  ta  dérivée  e^  ne  s'annule  pour  au- 
cune valeur  de  x.  La  courbe  est  toujours  montante  (l'ordonnée  va- 
rie de  o  à  +  x  )  et  a  l'allure  indiquée  par  la  fig.  206. 

y  Elle    coupe    l'axe    OV    au 

point  A  situé  à  la  distance  f 
(unilé  de  /o/ijuftir)  de  l'origine 
puisque  pour  a;  ^  o,  l'or- 
donnée e"  a  pour  valeur  1 . 
Elle  est  appelée  courbe  cxpo- 
nenlielle. 

Suivant  une  remarque  que 
nous  avons  faite  (p.  5oti,  note  1),  la  mâme  courbe  représente  la 
fonction  de  y,  x  =^  log  y  ou  Ly,  inverse  de  la  fonction  y  ^  C. 
D'où  une  inétliodc  graphique  permettant  —  nne  fors  la  courbe 
construite  —  d'obtenir  immédiatement  le  logarithme  népérien 
d'un     nombre    quelconque.    Désignant   par   N,    sur    l'axe    OY 


(')  On  le  constate  en  rappelai 
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l'exlMmité  de  l'oidonnëe  égale  au  nombre  proposé,  menons  par  N 
la  prallèlo  à  OX,  qui  coupe  la  courbe  exponentielle  en  uu 
point  M  :  le  logarithme  da  nombre  est  l'abscisse  l  =  OP  ilii 
point  M. 

Kn  appliquant  ce  procédé  grapbiqiie,  on  aperçoit  imniédialc- 
ment  sur  la  figure  les  propriétés  suivantes  des  logarithmes  {vîile 
n°  146)  :  Seuls  les  nombres  positiTs  (flores  par  des  jxiint  de  OV  au- 
dessus  de  l'axe  des  x)  ont  des  logarithmes;  —  le  logarithme  est 
positif  ou  négatif  suivant  que  le  nombre  est  supérieur  ou  inférieur 
à  I  ;  —  le  logarithme  de  o  est  infiniment  grand  négatif. 

569.  Etude  de  la  variation  d'une  fonction.  —  En  résumé 
l'étude  de  la  u  variation  »  d'une  fonction  univoque  porte  principa- 
lement sur  les  points  suivants  :  i°  détermination  de  l'intervalle  ou 
des  intervalles  oîi  la  fonction  existe  [si  la  fonction  existe  pour  toutes 
valeurs  de  x,  on  dira  qu'elle  existe  dans  l'intervalle  —  ao  ,  -^  oo  ]; 
2°  détermination  des  valeurs  de  x  (s'il  s'en  trouve)  pour  les- 
quelles y  devient  infini  ;  étude  de  l'allure  de  la  courbe  au  voisinage 
de  ces  valeurs  (n'SSS);  3*  détermination  exacte  (ou,  à  défaut, 
approximative)  des  maxima  et  des  minima  qui  séparent  les  inter- 
valles où  elle  est  croissante  ou  décroissante  (');  délermination 
(exacte  ou  approchée)  des  valeurs  prises  par  la  fonction  en  ces 
maxima  et  minima  ;  4*  tracé  de  la  courbe  représentative.  C'est  par 
cette  série  d'opérations  que  l'on  parvient  par  exempte  à  la  courbe 
représentée  par  la  fig.  199  que  nous  avons  considérée  au  n°  563. 

B60.  Dérivée  Infinie  (').  —  .\ppelnns  y'  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion y  =:  /C^)'  ^'  voyons  ce  qu'il  advient  si  cette  dérivée  prend 
une  valeur  infinie  pour  une  valeur  isolée,  Xt,  de  la  variable.  Nous 
supposerons  qu'au  voisinage  de  cette  valeur,  la  courbe  représenta- 
tive présente  —  comme  il  arrivait  dans  le  cas  étudié  au  n"  6S4  — 
une  branche  unique  et  continue. 

(')  Si  la  fonction,  ou  plutBt  la  courbe  représentative,  présente  dea 
points  d'intlexion  pour  lesquels  y'  et  y'  sont  nuls,  on  dclermincra  ces 
points  par  la  mime  occasion.  La  courbe  peut  d'ailleurs  présentera 'autre* 
point*  d'inflexion  où  la  tangente  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  x  (points 
où  y'  »  o,  !/'  ^o]  :  noua  parlerons  ullcrieurement  de  ces  points  'cbap.  iv). 

(  ')  Voir  nu  chap.  iv,  J  ti  la  discussion  complète  à  laqucllo  donne  lieu  la 
définition  de  la  dérivée  d'une  fonction  algébrique. 
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Considérons  alors  un  point  M  de  la  courbe  que  nou»  rapproche- 
rons  de  plus  en  plus  da  point  Mo  correspondant  h  l'abscisse  j^g- 
Lorsque  la  valeur  absolue  de  /  est  arbitrairement  grande,  la 
direction  de  la  tangente  définie  au  n°  654.  ayant  un  coefficient 
angulaire  arbitrairement  grand  —  se  rapproche  arbitrairement  de 
la  direction  parallèle  à  taxe  des  y.  Noo»  en  concluons  qu'aux 
points  de  la  courbe  représentative  oA  la  dérivée  a  une  valeur  inouïe, 
la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  à  taxe  des  y. 


4.  —  Les  éqoMIon»  tUfUnuttelles  da  premier  ordre 


561.  —  CoDsidJroDs  une  équations  dilTérenUelle  du  premier 
ordre  {imle  472)  : 


ou,  en  résolvant  (')  par  rapport  6  y'  : 

(i6«)  .r'=/(x,j')- 

Nous  avons  vu  que,  lorsqu'elle  e&t  ïntégr&ble  (voir  478)  cette 
équation  a  une  infinilé  de  solutions  (ou  intéyraUi  parlicutières) 
qui  sont  des  fonctions  de  x  :  en  particulier,  si  l'on  se  donne  un 
système  de  valeurs  (arbitraires)  x,  et  y^  des  variables  x  et  y,  il 
existe  en  général  une  et  une  seule  l'onction  y  =/(a:)  solution  de 
l'équation  (i),  prenant  pour  x=  x«  la  \e.l9ury  =  y^  [intégrale 
déterminée  par  les  conditions  initiales  x„  y^  (voir  477)]. 

Pour  interpréter  géométriquement  ces  laits,  envisageons  la 
coarbe  représentative  d'une  quelccxique  des  fonctions  y  ^Ji^e) 
qui  sont  solutions  de  l'équation  (i)  :  on  voit  que  celte  courbe  peut 
être  caractérisée  par  la  propriété  suivante  :  le  coefficient  ang^alre 
de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  est  déterminé 
par  les  valeurs  des  coordonnées  du  point,  conformément  à  la  rela- 
tion (i).  \insi  la  courbe  —  que  l'on  appelle  souvent,  pour 
abréger,  courbe  intégrale  de  l'équation  différentielle  —  se  trosie 

[')  Cf.  p.  440,  noU  I. 
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dffînie  comme  lieu  géométrique  de  points  jouissant  d'une  mùme 
propriété. 

503.  —  La  détermination  géométrique  de  la  courbe  intégrale 
comme  lieu  est  le  problème  que  Ton  appelait  au  xvii*  siècle  pro- 
blème inverse  des  langenlet.  Il  s'ngit,  non  plus  comme  au  r°  58^ 
de  déterminer  la  tangeote  en  un  point  quelconque  d'un  point 
d'une  courbe,  donnée,  mais,  inversement  de  déterminer  la  courbe, 
étant  cnonufl  la  tangente  en  un  point  quelconque.  Ce  problème  fut 
posé  par  Florîmond  de  Deaune  en  l'année  1637  et  chaque  inven- 
teur de  H  règles  pour  les  tangentes  »  (')  d'en  chercher  aussitôt  le» 
R  converses  »  (*).  Malheareusement  l'équalton  particulière  dont 
Beaune  proposait  spécialement  l'étude  présentait  une  dlGBculté 
assez  déconcertante. 

C'était  l'équation  qne  nous  écririons  anjourd'hnî  «'  =  — - —  (en 
appelant  u  la  fonction  inconnue).  Opérant  le  changement  de  variable 
y:=a  -ha  —  X,  {vide  n°  480)  Descartes  (')  la  transforma  en  l'équa- 
tion ^  =  ^  ^1  que  noua  pouvons  écrire  : 


En  intégrant,  nous  avons  :  log  j'  =:  —  â~^  ''  ^°^  l'intégrale 

générale  (*)  y  =  e^e   '  (c,  constante  orbitraire). 

Les  fonctions  y  ainsi  délinies  sont,  on  le  voit  des  fonctions 
transcendantes,  et  les  courbes  représenlalivcs  sont  du  type  de  la 
courbe  exponentielle. 

Or  CCS  courbes  ne  sont  pas  de  celles   que   Descartes  étudiait 


('j  Voir  p.  Sai,  noio  1. 

(«)  Voir  en  particulier  la  lettre  de  Dbscabtkb  à  Béai 
ifî3g  [Œuv.  de  Dfi»carU*,  t.  tl,  p.  Tiio}  et  la  note  de  Pau 
p.  53o  sqq. 

(*)  DiscABTEi  remplace  en  ontre  la  vnriabU  x  par  'la  variaUe  3;,, 
jgal»  i  i/à«;  noui  poBToa» nous diapenMr  défaire  ce  lecoad  cbangement 
de  variable. 

(*)  Vide,  n"  558  ;  en  particubar  si  o  =  —  1,  l'intégrale  particulière  pour 
laquelle  c,  =  i  est  repretentèe  par  la  courbe  mtme  que  nous  aroM- 
figurée  (fig.  306). 
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dans  sa  (îéoméln'e  {vide  n°  249);  il  y  avait  an  surplus,  semblait-il, 
quelque  cliose  de  choquant  h  reprcsenler  par  une  courbe  ou  l'onc- 
tion ti'ansccndanUs  la  solution  d'un  problème  dont  l'énoncé  n'im- 
plique que  des  opérations  algébriques;  ne  convenait-il  pas  plutôt 
de  déclarer  le  problème  insoluble?  C'est,  on  se  le  rappelle,  une 
difficnllé  du  même  geni-e  que  nous  avons  déjà  renconliée  dans  la 
théorie  des  fonctions  primitives  (voir  n°  453  et  infra  n°  ÎS70). 

563.  —  Quoi  qu'il  en  sott,  le  problème  de  Plorimond  de  Beaune 
ne  tarda  pas  à  être  résolu  dans  des  cas  nombreux  et  une  étude  sys- 
tématique en  fut  faite  par  Barrow  le  professeur  de  Piewlon  dans  ses 
Lecliones  </eomelricse  (1669-70)  [voir  p.  621,  note  t].  L'identité 
du  problème  inverse  des  tangentes  et  du  problème  des  aires  (ou 
recherche  des  fonctions  piimitives)  fut  alors  reconnue,  et  la  théorie 
dos  équations  différentiel  le  s  —  dont  nous  avons  par  avance  posé 
les  bases  au  chapitre  11  en  nous  plaçant  au  point  de  vue  de  l'algèbre 
pure  —  se  trouva  fondée. 

664.  Construction  graphique  da  l'iatAgrale.  —  L'interpré- 
tation géométrique  que  Barro^v  donnait  des  équations  diiïércn  tic  Iles 
ne  sert  pas  seulement  à  en  illustrer  la  théorie.  Elle  fournit  un  pro- 
cédé pratique  permettant  de  construire  effectivement  les  courbes 
intégrales  des  équations  non  encore  intégrées,  ou  du  moins  des 
lignes  se  rapprochant  beaucoup  {arbitrairement)  de  ces  coiu-bes 
intégrales. 

Partons  de  l'équation 

(")  /=/(',?). 

supposée  non-intégrée,  et  proposons-nous  de  déterminer  d'emblée, 
par  un  procédé  graphique,  la  ligure  approximative  de  la  courbe 
intégrale  de  cette  équation  qui  est  déterminée  par  les  conditions 
initiales  x^,  y^,  c'est-à-dire  passe  par  le  point  M^  de  coordonnées 

Tout  d'abord,  te  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  ta  courbe 
-cherchée  au  point  M^  est  connu  :  il  a  pour  valeur  |^ d'après  l'équa- 
tion (a)]  -.yô  ^f{_Xi,,y^.  La  tangente  géométrique  à  la  courbe  en  M, 
«st  donc  connue  :  appelons-la  M, To(rig.  307}.  Admettons,  main- 
n:iut,  pour  un  moment,  qu'au  voisinage  de  Mn,  la  courbe  cherchéo 
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soit  rectiligne,  ce  qui  revient  k  assimiler  un  petit  arc  de  courbe 
MitM  k  un  segment  de  la  tangente  MgMi  (assimilation  d'autant 
moins  éloignée  de  la  vérité  que  l'arc  est  plus  petit) .  En  d'autres  termes 
prenons  sur  la  tangente  MgTo  un  point  M|  (de  coordonnées  xx,  yi) 


Fig.  s 


Fig.  108. 


très  rapproché  de  M,  [0g.  3oS)  et  admettons  que  notre  courbe  inté- 
grale passe  par  ce  point.  S'il  en  est  ainsi,  elle  devra  avoir,  en  ce 
point,  une  tangente  dont  le  coetEci  eut  angulaire  est  y,'  =  f{x„y,); 
soit  MiT,  cette  tangente;  prenons  sur  elle  un  point  Mt  (de  coor- 
données Xt.  y^),  très  rapproché  de  Mi  et  admettons  que  notre 
courbe  intégrale  passs  par  ce  point  ;  la  courbe  devra  avoir,  en  Mi, 
une  tangente  dont  )e  coelfîcient  angulaire  est^,'  :=J(Xt,  y»)  ;  et 
ainsi  de  suite. 

Nous  obtenons  ainsi  une  ligne  brisée  MuM,M,Ma,  ...  dont  la 
figure  se  rapproche  d'autant  plus  d'une  ligne  courbe  que  les  seg- 
ments M^Mi.  MjMi,  ...  sont  plus  petits.  D'ailleurs  si  nous  regar- 
dons cette  ligne  comme  une  courbe  ayant  pour  tangentes  aux 
points  successifs  Mu,  Mt,  les  droites  M,T(,  M,Ti,  ....  cette  courbe 

satisfera  bien  en  tous  les  points  Mo.  M à  la  condition  posée 

parl'équation  différentielle  (1).  Nous  pouvons  donc  la  considérer 
comme  représentant  approximativement  (avec  une  approximation 
arbilrairemeitl  grande)  une  courbe  intégrale  de  notre  équation  ('). 

Observons  d'ailleurs  que  le  choix  du  point  M,  d'où  nous  sommes 
partis  est  abiiolument  arbitraire.  Nous  pourrons  donc  construire 

(')  Ce  modo  de  construction  qui  consiste  i  remplacer  la  courbe  par  un 
contour  formé  de  petites  lignes  [lineoliE]  tut  indiqué  par  Jean  Bernouilli 
en  i6g4  {Modut  generaliê  eonalruendi  omnea  tequalionta  differenliaUt  primi 
gradua,  ap.  Acta  erudilorum,  novembre  itig't  ;  Œuv.,  t.  I,  p.  lal  et  suiv.). 
Déjà  Leibnig  en  avait  eu  l'idée  dès  1675. 

fiouTuui.  —  Lea  PnDcipai  de  l'Andjw  mithimitiqi»,  il, 
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une  ioGoité  de  coarbea  int^p^les.  [PlusprécUément,  par  tout  point 
du  pUn  nous  ea  pouvons  faire  passer  une]. 

066.  —  La  construction  que  nous  veoons  d'indiquer  constitue 
ce  que  l'on  appelle  une  méthode  graphique  de  résolution  des  équa- 
tions difTérenti elles.  La  simplicité  de  cette  construction  nous  inspire 
immédiate  ment  une  idée  :  ne  pourraîl'Onpassefonder'surelle.non 
seulement  pour  représenter  les  intégrales  des  équations,  mais  pour 
eu  démontrer  Cexistence?  Il  est,  on  l'a  vu,  un  grand  nombre 
d'équations  difTérenti elles  que  nous  sommes  incapables  d'intégrer 
(au  sens  du  n"  478)  :  cela  étant,  rien,  dans  l'étatactuel  de  nos  con- 
naissances, ne  nous  autorise  à  affirmer  h  l'avance  que  ces  équations 
ont  efTcctivement  des  solutions  ou  intégrales:  cependant  nous 
pouvons  toujours  leur  appliquer  la  méthode  de  résolution  gra- 
phique décrite  ci-dessus,  et  celte  méthode  nous  conduira  toujours 
à  une  ligne  brisée  Mo,  Mi,  ...  qui  se  rapprochera  arbitrairement 
d'une  courbe  (■)  lorsque  ses  ctMés  seront  arbitrairement  petits. 
[C'est  un  fait  intuitivement  évident  qu'il  en  est  bien  ainsi,  du  moins 
lorsque /(se,  j)  est  une  fonction  continue  de  x  cl  y].  Ne  pouvons- 
nous,  dès  lors,  considérer  la  potitioD-llmite  prise  par  la  Ugnfl  bri- 
sée H«M, ....  (lorsque  la  longueur  de  ses  c^^tés  tend  vers  zéro)  eomne 
un*  ooarbe  int6Krale>  et  démontrer  rigoureusement  que  la  fonction 
représentée  par  celle  courbe  est  une  solution  de  notre  équation? 

Hàtons-nons  de  dire  que  ce  mode  de  démonstration  a  été  effec- 
tivement utilisé  et  qu'il  est  aujourd'hui  passé  dans  la  [watique 
courante.  Mais  l'exemple  du  problème  de  Beaune  (062)  nous 
montre  que  des  difEicultés,  alors  insurmontables,  devaient  arrêter 
au  XVII*  siècle  ceux  qui  auraient  voulu  l'employer.  Le  raisonnement 
que  nous  avons  esquissé  soulève  en  effet  deux  questions  préalables 
auxquelles  il  n'était  alors  pas  possible  de  répondre  :  Sous  quelles 
conditions  une  ligne  tracée  sur  le  papier  est-elle  une  courbe  géo- 
métrique, et  sous  quelles  conditions  une  courbe  r^résente-t-elle 
une  fonction  ? 


(')  Je  pnodt  ià  le  mot  <  court>e  ■  dans  aon   seni  le  plu*  ginéral 
ligae  traces  d'uo  trait  coatinu. 
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S.  —  Fonctions  primitives  r^résentées  par  des  aires 
(Intégrales  définies). 

666.  —  Délerminer  la,  ou,  plue  exactement,  les  Jonctions 
primilhes,  d'une  fonction  y  ^  /{^)-  c'est  résoudro  ou  intégrer 
l'équation  différentielle  y'  :=  /[x)  [vide,  W7]  :  le  problème  de  la 
recherche  des  fonctions  primitives  (ou  calcul  des  intégrales  indé- 
finies, voir  ch»p.  II,  S5)  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  du  problème 
étudié  au  S  4.  —  Mais  l'on  peut  donner  de  la  fonction  primitive 
une  interprétation  géométrique  spéciale,  fort  avantageuse,  qui  n'a 
poiut  d'équivalent  dans  la  théorie  générale  des  équations  différen- 
tielles. Nous  allons  exposer  cette  interprétation,  non  point  exacte- 
ment telle  qu'elle  se  présenta  historiquement  aux  premiers  algé- 
brietesqui  en  firent  usage,  —  carelle  fut  tout  d'abord  rattachée  à  de» 
considérations  relatives  aux  o  inlîniment  petits  »  dont  noua  ne 
parierons  que  plus  tard  (Troisième  Livre)  et  qui  ne  {eraient.  pour 
l'instant,  que  l'obscurcir  à  nos  yeux  — ,  mais  telle  que  se  la  peut 
âmaginer  le  lecteur  qui  est  en  posaessioD  de  la  notion  moderne 
de  dérivée. 

667.  — C'était,  nous  l'avons  vu,  i'ua  des  plus  anciens  problèmes 
de  la  géométrie  classique  que  celui  qui  a  trait  à  la  mesure  des  aires  et 
<les  volumes,  déterminés,  dans  le  plan  ou  dans  l'espace,  par  des  lignes 
ou  dee  corps  diversement  situés.  Archimède  était  passé  maître  en  ce 
genre  de  calcul,  où  il  employait  avBC  le  plus  grand  succès  la  méthode 
dite  d'exkaustio/i{cî.  a"  as,  64).  De  nombreux  géomètres  des  temps 
anciens  et  modernes  (')  étudièrent  Archimède,  le  commentèrent 
et  s'engagèrent  sur  ses  traces. 

L'une  des  questions  le  plus  fréquemment  posées  était  la  sui- 
vante :  mesurer  ou  calculer  tme  aire  pkne  (segment  plan)  déter- 
minée par  une  courbe  connue  et  par  deux  droites  rectanguluires,  ou 
bien  par  une  courbe,  deux  droites  parallèles  et  une  troisième  perpen- 
diculaire [telles  les  aires  0MB  et  .\MNB,  couvertes  de  hachures  sur 
les  figures  ci-contre].  Ainsi,  Archimède  avait  déterminé  la  valeur  de 

[')  Voir  Tni».  Liv.,  ch.  ii  S  i. 
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l'aire  0MB  dana  le  cas  (')  où  l'arc  OM  (sur  la  fig.  aog)  est  un  are 
de  la  parabole  qui  a  pour  sommet  O  et  pour  axe  OB  [cette  courbe 
est  telle  que  les  carrés  des  ordonnées  de  ses  points  sont  proportion- 
nels (*)  aux  abscisses  :  y'  =  2px  {vide  628)  :  elle  est  donc  repré- 
sentative de  la  fonction  y  =  \/apx].  Généralisant  la  question. 
Fermât  avait  étudié  le  cas  où  la  courbe  OM  ou  MN  est  une  pa- 
rabole d'un  genre  supérieur  :  »  J'ai  quarré  (')  —  écrît-îl  à  Mer- 
senne    ('),    en    i636   —   infinies    figures    comprises   de    lignes 


Fig.  509. 

courbes  ;  comme,  par  exemple,  si  vous  imaginez  une  figure  comme 
la  parabole,  en  telle  sorte  que  les  cubes  des  appliquées  [ordonnées] 
soient  en  proportion  des  [proportionnelles  aux]  lignes  qu'elles 
coupent  du  diamètre  {')  [abscissesl.  Cette  figure  approchera  delà 
parabole  et  n'en  diffère  qu'en  ce  qu'au  lieu  qu'en  la  parabole  OD 
prend  la  proportion  des  carrés,  je  prends  ici  celles  des  cubes;  et 
c'est  pour  cela  que  M.  de  Beaugrand  à  qui  j'en  fis  la  proposition 
l'appelle  parabole  solide  ».  La  parabole  solide  est  représentative  de 
la  fonction  y  ^  \/2px  ;  Fermât  n  quarre  »  semblablemeni  les  seg- 
ments plans  0MB  déterminés  par  des  paraboles  quarré-quarrées, 
qaarré-solides,  etc.,  c'est-à-dire  représentatives  des  l'onclioos 
y:=\/iipx,  y  ^:\/2px,  etc.  Or,  en  cherchant  à  quarrer  les 
segments  plans  définis  par  de  telles  courbes  ou  d'autres  sem- 
blables, on  ne  pouvait  manquer  d'apercevoir  l'étroite  connenité 
qu'il  y  a  entre  ces  problèmes  de  quadrature  et  la  notion  de  déri- 
vée d'une  fonction. 

(')  Le  legment  plan  eat  alors  un  o  tegmtnt  paralwlique  1. 

(■)  C'est-à'iiire  que  le  carré  de  l'ordonnée  d'un  qiukonque  des  p«ints  de 
la  courbe  est  égal  à  l'abscisse  multipliée  par  un  nombre  constant. 

(»)  Evalué  laire  da. 

(•)  Œuv.  de  Fermât,  t.  II,  p.  73. 

(')  En  parlant  tout  à  l'heure  de  la  parabole  ordinaire,  nous  avons  sup- 
poié  que  OB  (sur  la  lig.  201))  n'était  pai  un  diamètre  quelconque,  mais 
l'axe  de  la  courbe.  Les  hypothèsea  de  Fermât  «'appliquent  en  réalité  k 
un  cas  plut  général.  Comparer,  a"  529. 
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868.  —  Imaginons  que,  sur  la  iîgure  aïo,  où  nous  avons  trac4 
deux  axes  de  coordonnas  rectangulaires,  le  point  A  reste  fixe 
tandis  que  le  point  B  est  variable  sur  l'axe  des  x  h  droite  de  A  : 
appelons  a  l'abscisse  constante  de  A,  x  l'abscisse  variable  du 
point  B.  Supposons,  d'autre  part,  que  MN  soit  un  arc  d'une 
courbe  quelconque  —  représentative  d'une  fonction  y  ^  /(x) 
—  compris  entre  les  parallèles  à  OY  menées  par  A  et  B  :  l'aire 
du  segment  plan  AMNB  varie  quand  x  varie  (c'est-à-dire  quand 
B  se  déplace)  et  sa  valeur  se  trouve  (pour  chaque  position 
de  B)  déterminée  par  la  valeur  de  la  variable  x.  Donc  l'aire 
du  segment  AMNB  est,  au  sens  large  du  mot,  une  fonction 
de  X. 

Admettons  que  nous  ayons  en  effet  le  droit  d'assimiler  cette  aire 
aux  (I  fonctions  »  proprement  dites,  dont  nous  avons  fait  plus  haut 
l'étude,  et  désignons-la  par  F(x). 

La  fonction  F(a:)  est  évidemment 
continue  si  la  fonction  J(x)  est 
elle-mémecontinue,  car  l'aire  AMNB 
varie  arbitrairement  peu  lorsque  B 
se  déplace  arbitrairement  peu.  Nous 
allons  voir,  d'autre  part,  que  F(x) 
admet  une  dérivée,  qui  n'est  autre 
que  la  Jonction  fix)  d'où  nous  sommes  partis. 

A  partir  de  la  valeur  OB  ^  x,  donnons  à  la  variable  indépen- 
dante un  accroissement  Ax  ;  le  point  N'  de  la  courbe  qui  a  pour 
abscisse  OB'  ^  a;  -H  àx,  a  pour  ordonnée  B'N'  ^  y  -t^-  Ay  [en  ap- 
pelant y  (c'est-à-dire /(a:))  l'ordonnée  BN  (égale  k  B'K,  fig.  an), 
et  Ay  F  accroissement  KN'  subi  par  cette  ordonnée  lorsque  l'abscisse 
passe  de  la  valeur  x  à  la  valeurs  +  ^x\.  L'accroissement  corres- 
pondant AF  de  la  fonction  F(a;),  c'est-à-dire  de  l'aire  AMNB,  est 
manifestement  l'aire  BNN'B'  limitée  supérieurement  par  l'arc  NN'  ; 
la  valeur  de  cette  aire  est  comprise  (fig.  an)  entre  celles  des  rec- 
tangles BNKB'  fde  dimensions  \x,  y]  et  BHN'B'  [de  dimen- 
sions Ax  et  y  -*-  4y].  donc  entre  yAx  et  (y  -4-  Ay)Aa:.  Son  rap- 
port à  Ax  est  par  conséquent  compris  entre  j-  et  y  -H  Ay  ;  lorsque 
l'accroissement  Ax  et  l'accroissement  A;^  tendent  simultanément 


A  A.      B     a' 


PIg.  : 


vers  zéro,  le  rapport 


As: 


-  compris  entrey  et  une  quantité  y-hày 
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qui  tend  vers  y  —  a  ^our  Unàie  y  ou  f{x)  :  nous  avons  donc, 
conune  noos  l'avionB  anooneé  :  F'(x)  =/(x). 

Ainsi  raite  AMNB  limitée  aiipdewiu  da  l'ate  dM  x  par  la  etnubB 
nptèieiitatiTa  d'ooe  fonotion  eontiiua  f{x)  aatn  1h  abaoiw 
OA  =  a  et  Ofi  =  x  flgox»  gèonitriipMiMnt  noa  lonettan  srimitiv» 
àe  f{x).  Cette  fonction  primitive  n'est  déterminée,  eomme  il  dtnt 
6tre,  qu'à  une  constante  arbitraire  près,  puisque  l'absciaoe  a  des 
points  j\  et  M  est  arbitraire,  Aînti,  en  déplaçant  la  droite  AU  mr 
la  âgure  an,  on  fbittne  une  aire  A|U,NB  qui  est,  tout  comme 
AMNB,  une  fonction  primitive  def{x)  :  les  deux  fonctions  prioii- 
tivea  différent  entre  elles  de  la  valeur  du  morceau  A, M, MA,  va- 
leur qui  est  absolument  indépendante  de  la  position  du  point  B 
et  qui  est,  par  coaséquaU,  une  constante  par  rapport  à  x  [voir, 
pour  plus  de  détails,  le  TroU.  Livr.,  cbap.  ii,  S  ^]- 

Sra.  —  Si  la  courbe  était  située  au-dessous  de  l'axe  dei  x,  Ift 
dimension  BN  du  petit  ractangle  BB'KN  (Gg.  313  oîi  sont  conser- 
vées les  notations  du  n*  668)  ne  soraîl  pas  égale  à  l'ordonnée  y  du 


a  B  B' 

^-^  K 


Fig.  „,. 

point  N,  mais  bien  à  — ;^,  puisque  y  serait  négatif.  Donc  le  rapport 
de  l'accTOissement  de  l'aire  AMKB  à  l'accroissement  Ax  de  la  variable 
aurait  pour  limite  —  y,  pour  Ax  tendant  vers  o.  Mais  nous  pou- 
vons faire  en  sorte  que  ce  rapport  ait  toujours  pour  limite  y  =/(x) 
en  adoptant  la  cxiovention  suivante  :  les  aires  des  segments  plans 
situés  au-dea&ous  de  l'aie  des  x  seront  regardées  conune  ayant 
des  valeurs  négatives  ;  si  alors  l'arc  de  courbe  MN  coupe  une  ou 
plusieurs  fois  l'axe  des  x,  ce  que  nous  appellerons  u  aire  AMNB  » 
sera  la  différence  entre  les  aires  des  surfaces  déterminées  par  l'an; 
MN  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  x  [sur  la  figure  3i3 
la  différence  ;  {aire  AMC  -h  aire  DNB)  —  aire  CPD]  ;  l'aire  AUNB 
sera  positive  ou  négative  suivant  que  les  portions  situées  au-dessu& 
d«s  X  l'emporteront  ou  non  sur  les  portions  situées  au-dessous. 
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Moyennant  celte  convention,  l'aire  AMNB  fonction  de  l'abscisBe 
variable  x  du  point  B,  aura  tonjoars  (lonqoe  x  croîtra  de  Ax)  un 
accroisaement  de  même  signe  que  y^fix),  et  sera  par  conséquent 
toujoora  une  fonction  primitive  de/(ir). 

570.  Fonctions  dont  l'Intégrale  n'est  pas  caloolable.  —  La 
construction  géométrique  que  nous  venons  d'étudier  soulève  mie 
question  extrêmement  importanteet  délicate  (comparer  n"  605). 
L'aire  que  nous  avons  appelée  AMNB  [je  me  place,  pour  simplifier, 
dans  le  cas  de  la  fig.  a  1 1  où  l'arc  MN  est  tout  entier  au-deisus  de 
l'axe  desœ]  est,  nous  l'avons  vu,  une  fonction  primitive  de  f{x). 
Or  cette  aire  existe,  évidemment,  et  se  comporte  de  la  mAme  ma- 
nière aux  yeux  du  géomètre,  quelle  que  soit  la  fonction/(aT)  (sup- 
posée continue). 

Cependant  nous  savons  (n°  453)  qu'il  existe  des  fonctions  con- 
tinues qui  n'ont  pas  de  fonction  primitive,  du  moins  tant  que  nous 
nous  enTermons  dans  le  domaine  des  fonctions  algébriques  et 
transcendantes  classiques. 

N'y  a-t-il  point  Ih  une  dissymétrie  choquante?  Et,  plutôt  que 
de  nous  en  déclarer  satisfaits,  ne  vaut-il  pas  mieux  élargir  notre 
notion  de  fonction  en  considérant  la  mesure  de  l'aire  AMNB  [qui 
varie  d'une  manière  continue  lorsque  le  point  B  se  déplace  avec 
continuité]  comme  déiinissant  en  tooé  cas  une  fonction  F(x)  de  la 
variable  x?  Nous  nous  bornons  pour  l'instant  à  poser  la  question, 
carce  sobt  les  fondements  mêmes  de  l'algèbre  des  fonctions  qui  se 
troavent  un  mis  en  cause.  Nous  ne  devrons  loucher  h  ces  fonde- 
ments qu'i  bon  escient  et  lorsque  nous  serons  sûrs  de  pouvoir  les 
remplacer  par  d'autres  qui  soient  également  solides  (voir  cbap.  v 
et  Trois.  Liv.  chap.  i,  8  J). 


6.  Etude  graphique  des  équatloas.  Méthodes  d'approximation 

571.  —  Considérons  la  courbe  représ«ilative  d'une  foDc^on 
y  =/(a:).  Aux  valeurs  de  x  ponr  lesquelles /(x)  est  nulle  corres- 
pondent dfs  points  de  la  courbe  d'ordonnée  nulle,  donc  des  points 
situés  sur  l'axe  des  x.  Par  cooséquent  la  recherche  des  racines  de 
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réqualionf{x)=  o  revient  à  la  détermination  des  points  de  ren- 
contre de  l'axe  des  x  avec  la  courbe  représentative  def{x). 

Partant  de  cette  remarque,  dous  allons  nous  servir  de  la  figura- 
tion de/(x)  pour  compléter  les  résultats  auxquels  nous  a  conduits 
l'étude  algébrique  des  équations. 

573.  Théorème  de  Belle.  —  Lorsqu'on  ne  peut  pas  calculer 
la  valeur  exacte  d'une  racine  inconnue  d'une  équation,  il  convient 
d'en  chercher  une  valeur  approchée  :  on  s'efTorcera  donc  de  déter- 
miner un  intervalle  a,  (i  qui  comprenne  sàrement  la  valeur  Ç  de  la 
racine  cherchée  (c'est-à-dire  soit  tel  que  a  <  Ç  <  ^),  et  ne  coa- 
Uenne  d'ailleurs  aucune  autre  racine  de  l'équation. 

Les  valeurs  a  et  fi  (extrémités  de  l'intervalle)  sont  deux  valeurs 
approchées  {')  de  |,  l'une  par  défaut,  l'autre  par  excès  :  nous 
dirons  que  «  est  une  limite  inférieure,  et  ("B  une  limite  supérieure 
de  la  valeur  ç.  Plus  l'intervalle  ce.  jS  sera  petit,  plus  grande  sera 
l'approximation  avec  laquelle  il  déterminera  l'inconnue  £. 

La  recherche  d'inlervalles  a,  (i  aussi  petits  que  possible  com- 
prenant chacun  une  racine  et  une  seule  d'une  équation  donnée 
quelconque,  algébrique  ou  transcendante,  se  trouve  être  ainsi  le 
problème  fondamental  d'où  dépend  la  résolution  approiîmative des 
équations.  Ce  problème  fut  approfondi  par  les  algébristes  de  la 
fin  du  xvii*  siècle. 

Dans  le  traité  [•)  qu'il  publie  en  1690.  Michel  RoUe  insiste, 
le  premier,  sur  la  relation  qu'il  y  a  entre  les  racines  d'uneléquation 
/{x)  =  o  et  les  racines  de  l'équation  /'  (x)  =  o  {équation  dérivée 
dirons-nous,  cf.,  431).  Si /(a:)  est  un  polynôme,  f'{x)  est  un 
polynôme  de  degré  moindre;  il  y  a  donc  avantage  à  ramener, 
comme  le  fait  Etoile,  l'étude  de  l'équation  proposée  k  celle  de 
l'équation  dérivée.  D'ailleurs  les  remarques  de  Rollo  permettent 
de  ramener  h  son  lour  l'étude  de  l'équation  /'  (œ)  ^  o  à  celle  de 
l'équation  de  degré  moindre /"(x)  ^  o  ;  et  ainsi  de  suite.  D'où  le 
nom  de  cascades  (')  donné  par  Rolle  k  la  suite  des  équations 

{')  C'est  pourquoi  Bolle  les  appelle  des  AypotMses  (ouv.  àté  à  la  note 
suivante  ;  liv.  second,  chap.  ni,  p.  io3|. 

(*)  TraiU  d'algèbre  ou  PrinciptM  gtniraux  pour  résoudre  Im  question*  d« 
mathématique,  par  M.  Rolle,  Paris,  1690. 

{']  Loc.  cit.,  liv.  second,  chap.  vi,  p.  laS. 
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y  ^x)  ^  o,  f{x)  ^  o,que  l'on  est  amené  à  considérer  |>ouf  étudier 
l'équation  f{x)  =  o. 

Le  théorème  londameolal  énoncé  par  HoUe  peut  élre  formulé  en 
ces  termes  : 

Sohf(x)  une  fonction  qae  F  on  considère  à  C  intérieur  d'un  in- 
tervalle a,  b,  oà  elle  est  continue  ainsi  que  sa  dérivée  J'  [x).  Entre 
deux  racines  consécutives  (')  a  et  ^  de  la  dérivée,  appartenant  à 
f  intervalle  à,  b,  il  existe  aa  plus  une  racine  de  la  fonction.  —  Entre 
deux  racines  consécutives  de  f{x)  [dans  C intervalle  a,  fc]  il  y  a  au 
moins  une  racine  de  f  (x). 

En  effet,  par  hypothèse,  lorsque  x  croit  entre  a  à  j3,  la  dérivée 
/'  {x)  ne  s'annule  pas,  et  conserve  donc  le  même  signe  ;  la  fonc- 
tion ne  cesse  pas  de  croître  ou  de  décroître  :  donc  la  courbe  repré- 


Jn. 


Fîg.  114.  Hg.  ai5. 

sentative  ne  peut  franchir  qu'une  fois  l'axe  des  x  ;  pour  savoir  si 
elle  le  franchît  ou  non,  il  suffira  de  voir  si  ses  extrémités  sont  de 
part  et  d'autre  ou  du  mËme  côté  de  l'axe  des  x,  —  c'est-à-dire  si 
J{(t)  etf{p)  ont  des  signes  contraires  (comme  sur  la  fig.  ai^)  ou  le 
même  signe  (comme  SUT  la  fig.  ai5).  Si /(a)  oa  f(fi)  était  nul, 
—  c'est-à-dire  si  le  nombre  a  ou  /S  était  racine  de  f{x)  —  la 
courbe  ne  pourrait  en  tout  cas  pas  rencontrer  l'axe  en  un  second 
foint  d'abscisse  comprise  entre  a  et  |9  (*). 

Considérons,  d'autre  part,  deux  racines  consécutives  de  f{x)  : 
il  y  a  sûrement  entre  elles  un  maximum  ou  un  minimum  [donc 
une  racine  de/'  (x)],  puisque  la  courbe,  suivie  avec  continuité  d'une 
racine  à  l'autre,  part  de  l'axe  des  x  pour  y  revenir. 

573.  Remarque.  —  Il  résulte  du  théorème  de  RoUe  que  si  une 
équation  de  degré  n  a  n  racines  réelles,  x Xn,  l'équation  déri- 


(<)  Par  iraciae  de  f',x]  inous  entendons  <  racine  de  l'ëqualïon  /,x)  =  o> 
'  {et.  3&()).  —  Deux  racines  eonaêcutive»  sont  deux  racine*  entre  lesquelles 
■M  s'en  trouve  lituée  aucune  autre. 

i>)  Le  nombre  i  ou  %  est  d'ailleurs,  en  ce  cas,  racine  multiple  de  f(x]. 
jVoir  n»  431]. 
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vée  a  aussi  toutes  ses  raâaes  réelles,  celles-ci  étant  respectivement 
situées  entre  les  racines  de  l'équatiou  primitive.  Eo  eSst,  dans 
chacun  des  intervalles  (x,,  x,).  (x,,  z,),  ...,  {x,^,,  x.),  qui  sont 
au  nombre  de  n  —  i,  il  y  a  une  racine  de  l'équation  dérivis  :  ce 
qui  donna  n  —  i  racines  réelles  de  cette  équation  ;  elle  n'a  pas 
d'autres  rai;Ines  puisqu'elle  est  de  die^é(')  n  —  i. 

S74.  Séparatlou  des  raolnaa  d'une  équation.  —  Supposons 
que  noDs  sachions  calculer  toates  les  rarânes  réelles  def[x)  si- 
tuées dans  un  intervalle  a,  b  oh  f(x)  et  /'{x}  sont  continues. 
Appelons-les  a,  p,  '/,  ...  ).,  et  calculons  les  valeurs /(a), ^(a),  .... 
f{b)  —  valeurs  de  la  fonction  pour  x  ^  a,  x  =  «,  etc.  —  de  ma- 
nière k  connaître  leurs  signée.  Chacun  des  nombres  a,  a,  ...  i. 
u  fournira  o  ainsi,  —  à  moins  qu'il  ne  soit  racine  de/(a;)  —  l'un 
des  signes  +  ou  — .  Cela  fait,  il  résulte  du  théorème  de  Rolle  (*) 
que  chacun  des  intervalles  (a,  a),  {a,  fi),  ...  ()„  b)  contiendra  i  ou 
o  racine  de  f{x)  suivant  que  ses  extrémités  fournissent  ou  non  {') 
des  signes  contraires. 

Sur  la  figure  aif>,  par  exemple,  lea  signes  correspondant  aux 
nombres  de  la  suite  de  IkiUe  s<Nlt  : 


L'éqnation  présente  i  racine  dans  chacun  des  intervalles  {a.  ce), 
a,  fi),  {&,  6)  et  o  racine  dans  les  inlervallea  (j3,  y),  \'/,  &)  {*). 

{']  Lh  dériva  d'uD  polynôme  de  degré  n,  toit  a„«"  +  ...  +  oar,  +  x,  eat, 
on  le  tait,  un  polynoma  de  degré  n —  i,  savoir  n.a„x''~^  +  ._  +  «[. 

{<)  La  déduction  est  immédiate  pour  les  intervalles  |i,  3),  (^,  7),  etc. 
Pour  ce  qui  est  de  J'intervaMe  (o,  i)  [ou  |X,  bl]  obaervoDi  d'abord  qu'il 
eantieat  au  pbi*  une  racine  (car  s'il  en  ooDtenait  deux,  il  y  aurait  entn 
elles  une  racine  de  la  dérivée  d'après  la  seconde  partie  du  théorème  de 
Rolle)  :  donc  il  en  contient  une  on  sira  luivant  qu'entre  a  et  s  ta  courbe 
coupe  ou  non  l'axe  des  x. 

|>)  Dani  le  cas  particulier  oà  l'une  dos  extrémités  d'vn  intervalle  (a,  ^) 
est  racine  de  {{x),  il  n'y  a,  noua  l'avons  dit,  aucune  autre  raciike  dams  c«t 
intervalle. 

(*)  Considérons  encore,  pour  prendre  un  exemple  numérique,  l'équa- 
tion du  troisième  degré 

f{x)  =  T^  —  3a  +  1  =  o  ; 
fix)=  3i*—  3  =  3(0!'  —  r). 

Les  racines  de  la  dérivée  sont  —  1  et  +  1.  Envisageons  alors  llnter- 
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I>a  suite  des  nombres  a,  a,  j3,  ...,  X,  &  est  souvmt  appelle  «uite 
de  Rolle  relative  à  1  "équation /{œ)  =  0.1*8  nombreade  cette  suite- 
«  séparent  »  le*  racines  simples  (')  de/(x). 


676.  ExtrAmltés  d*  la  suite  de  Bolle.  —  Les  înterralles 
(a,  a),  (a,  j3),  ...  que  nous  avons  considérés  ci-dessus  chH  tons 
été  supposés  compris  dans  un  intervalle  (a,  b)  où  /{x)  et  f{x)- 
sont  continues.  Dans  le  cas  où  /{x)  est  un  polynôme,  cette  fonction 
et  sa  dérivée  sont  continues  pour  toute  valeur  Gnie  de  la  variable  ; 
nous  pouvons  donc  prendre  comoie  nombres  a  et  6  des  nombres 
de  valeur  absolue  arbitrairement  grande,  l'un  négatif,  l'autre  po- 
sitif :  nous  dirons  alors  —  en  nons  référant  aux  signes  introduits 
au  n'  398  —  que  la  suite  de  Rolle  est  composée  des  nombres 
—  ac,      a.      ^,      ...      À,      -t-  «J  . 

D'ailleurs,  lorsque  l'on  donne  à  x  une  valeur  positive  ou  néga- 
tive très  grande,  le  polynôme /(x)  a  nécessairement  le  mAm« 
signe  {*)  que  son  terme  de  plus  haut  degré,  soit  OnX".  Si  n  est  un 

TBile  —  3  +  2,  qui  comprend  —  i  at  -{-  i  et  écrivont  sons  cbacun  de» 
nombres  —  3. —  :,  i,  a,  les  aigtua  qu'ils  foumiiient  [c'est-à-dire  les- 
àgnn  de  /(—  2),  /[—  i).  /{i)>  i(^l]>  i">""  obtenons  : 


d'où  résulte  que  l'équation  proposée  a  une  racine  dans  chacun  des  intsr- 
valles  (3,  —  3),  [~  I,  +  i|,  (i,  a);  elle  a  ses  (roû  racines  réelles. 

(')  Si  f  x)  a  des  racines  multiples,  ces  racine*  font  partie  des  nombrea 
d,  p,  ...,  X.  Nous  pourrioni  d'ailleurs  nous  dispenier  de  considérer  le  cas 
oCi  /  X)  a  des  racines  multiples,  ^tant  donné  que  la  résolution  d'une  équa- 
tion po}ynomale  quelconque  pent  toujours  être  ramenée  à  la  résolution 
d'équations  dont  toutes  le*  racines  sont  simples  {voir  433). 

CI  Soit  /  XI  polynôme  de  degré  n  et  ordonné  sous  la  forme 
Uni"  +  a™-il"-'  +  ...  +  a.x  +  o,. 
Noua  pouvons  écrire 

Lorsque  x  devient  arbitrairement  grand  en  valeur  abaolae,  tous  les  terme» 
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nombre  pair,  a?'  est  un  nombre  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  x  ; 
nous  exprimerons  ce  fait  en  disant  que_/'( — oc)  et/(+oo)ont 
tous  deux  le  signe  de  a^  [1rs  extrémités  —  œ  et  +  oo  de  la  suite 
de  Rolle  fournissent  le  même  signe  i.  Si  n  est  un  nombre  impair, 
K"  a  le  même  signe  que  x  :  donc  /(+  »  )  a  le  signe  de  a,  et 
J{ —  00  )  a  le  signe  contraire  ('), 

Ainsi,  lorsque  l'on  aura  aflaire  à  un  polynôme,  il  sera  commode 
de  prendre  comme  extrémités  de  la  suite  de  Bolle,  les  nombres 
—  oo  et  +00  -  On  devra  cependant  déterminer  autrement  ces 
extrémités  si  l'on  veut  avoir  des  valeurs  approchées  des  racines, 
«t  non  point  seulement  les  séparer.  On  prendra  alors  comme  va~ 
ieur  de  n  an  nombre  inférieur  à  a,  aussi  rapproché  t/ue  possible 
fie  a,  et  tel  que  f(a)  et  f{ —  oo  )  aient  même  signe,  et  comme  valeur 
de  b  un  nombre  supérieur  à  ).,  ausssi  rapproché  que  possible  de  )., 
telquef{b)  etf(-h  os  )  aient  même  signe  ('). 

676.  —  Lorsque  l'on  a  u  séparé  >  les  racines  d'une  équation 
J(x)  ^=  o,  la  question  qui  se  pose  est  la  suivante  : 

Etant  donné  un  intervalle  c,  d  qui  contient  une  racine  incon- 
nue simple  (')|,  et  une  seule,  fune  équation  algébrique  ou  transcen- 
dante, et  dont  les  extrémités  sont,  par  conséquent,  des  valeurs 
approchées  </eç(n°672),  comment  obtenir  des  valeais  de  ^plas 
approchées  que  c  et  d?  Comment  déterminer,  en  d'autres  termes, 
an  intervalle  c',  d  intérieur  à  l'intervalle  (c,  d)  [plus  petit]  qui 
comprenne,  lui  aussi  la  valeur  ê  ? 

La  question  ainsi  posée  peut  être  traitée  indépendamment  du 

de  la  parenthèse,  saut  le  premier,  tendent  vers  o  ;  donc  la  quantité  entre 
parenthèses  a  pour  signe  le  signe  de  On,  et  f',x]  a  le  signe  de  x^.On- 

C)  De  là  résulte  qu'une  équation  de  degré  impair  a  toujours  au  moins 
une  racine  réelle  (cf.  n»  35H). 

|t)  Ld  théorème  suivant,  par  exemple,  fournit  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  :  supposons  pour  fixer  les  idées  le  dernier  coefficient  a, 
potitil,  tt  désignons  par  s  ta  somme  des  faUun  absotues  des  coeffieûnU  né- 
gatifs dé  l'équation,  par  p  la  différence  entre  le  degré  de  l'équalion  et  l'ex- 
posant du  premier  terme  à  coefficient  négatif  (j'entends  par  >  premier  i  eefui 

gui  a  U  plus   haut  degré)  :  le  plut  grand  des  deux  nombre»  i  **  y/  ^  *•' 
limite  supérieure   des  racines  de  l'éguation.   —  On  déurmine  semblable- 
ment  une  limite  intérieure  des  racines  négatives. 
(*)  Voir  p.  5i9  note  i. 
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théorème  de  Ro)le(')  et  ne  suppose  point,  par  conséquent,  que  l'on 
ait  déterminé  les  valeurs  exactes  des  nombres  de  la  suite  de 
Rolle,  c'est-À-dire  des  racines  de /"(x).  Noua,  nous  nous  placerons 
toutefois  d'emblée  dans  l'hypothèse  oà  Pon  est  sûr  {")  que  flnler- 
valle  c,  (l  est  compris  à  rintérieur  de  Can  des  inleroalles  de  Rolle 
—  tels  qœ  (a,  ,3)  —  définis  au  W  674. 

En  ce  cas  la  dérivée  f'{x)  conserve  un  signe  constant  dans  l'in- 
tervalle c,  d  [puisqu'elle  ne  s'annule  pas]  ;  l'arc  de  courbe  CD  qui 
représente /(j:)  dans  cet  intervalle  ne  cesse  donc  de  monter  ou  de 
descendre,  en  traversant  d'ailleurs  l'axe  des  x,  puisque,  par  hypo- 
thèse, f{x)  a  une  racine  dans  l'intervalle.  —  Nous  ferons  en 
ontre  cette  hypothèse  quey(x)  ne  change  pas  de  signe  dans  tinler- 
valle  c,  d.  De  le  résulte  que  ("(x)  est  toujours  croissant  ou  tou- 
jours décroissant.  Or  /{x)  est  (B54)  le  coefGcîent  angulaire  de  la 
tangente  à  la  courbe  au  point  d'abfcisse  x  et  d'ordonnée  /{x)  ; 
dire,  dès  lors, que  ce  coefficient  varie  sans  cesse  dans  le  même  sens 
pour  X  croissant  àeckd,  c'est  dire  que  la  direction  de  la  tangente 
(en  un  point  qui  parcourt  l'arc  de  courhe  de  C  à  D)  ne  cesse  de 
se  rapprocher,  soit  de  la  direction  parallèle  k  l'axe  Oy,  soit  de  la 
direction  parallèle  à  Ox. 

677.  —  Dans  ces  conditions,  quatre  cas  de  Tigure  peuvent  se 
présenter  (')  : 

i'  Si  /(c)  >-  o  et  J{d)  <;  o,  la  courbe  est  descendante.  Si  le 
signe  de  f[x)  est  — ,  fix)  va  en  décroissant  ;  la  direction  de  la 


C)  Les  extrémités  c,  d  de  l'intervalle  coniidcré  peuvent  être  des 
nombrea  de  la  «uite  de  Rolle  ou  peuvent  être  d'autrea  nombres  [llntet- 
valle  e,  d  étant  par  exemple,  un  intervalle  compris  dans  l'un  des  inter- 
valles  [a,  1],  (i,  ft),  ...  considérés  au  n°  574]. 

C)  On  pourra  loujoura  obtenir  un  intervalle  c,  d  satisfaisant  aux 
conditions  que  nous  allons  énoncer  en  appliquant  le  théorime  de  Rolle 
aux  fonctions  /ia;|,  /'{x),  /"(i).  ...  [méthode  des  cascades,  voir  n°  bjii  «t 
en  étaayant  diveises  valeurs  particulières  de  x,  [c'est-à-dire  calculant  les 
valeurs  de  /  x,,  ou  f-^x',,  ou  j'ix],  pour  diveises  valeurs  de  x  voisines  de  la 
racine  inconnue,  et  comparant  les  signes  des  nombres  obtenus].  Nous 
n'entrerons  point  ici  dans  le  détail  de  cette  opération  dont  l'intérêt  est 
purement  technique. 

C)  Dans  le  1"  et  4«  cas  on  dit  que  la  courbe  tourne 
lei  y  positif*  (cf.  p.  5io,  note  i). 
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tangente  le  long  de  l'arc  CO  va  se  rapprochant  de  la  direction  Ox, 
et  la  conrbea  l'allure  représentée  parla  fig.  317; 

2"  Si  f{c)  >  o  et  f{d)  <  G,  le  signe  de  f'[x)  étant  —,  la  di- 
'rectîon  de  la  tangente  le  long  de  CD  va  se  rapprochant  de  la 
direction  Oy,  et  la  courbe  a  l'allure  représentée  par  la  figure  318  ; 

3"  et  4"  Si  /{c;  <  o  et/(rf)  >  o,  la  courbe  est  montante.  Elle 
■a  l'allure  représentée  par  la  figure  219  ou  l'allure  représentée  par 
Ja  figure  320  suivant  que  le  signe  de/°(x)  est  —  ou  -t-. 


FiK.  >"7-  Fis-  "8. 

Tels  ïont  les  quatre  cas  en  présence  desquels  nous  pourrons 
nous  trouver  si  nous  partons  d'un  intervalle  c,  d  satisfaisant  aux 
conditions  que  nous  avons  énoncées  et  qui  se  réduisent  à  ceci  : 
/(c)  etf{d)  ont  des  signes  contraires  et  les  dérivées /'{x),/'{x)  ne 
s'annulent  pour  aucune  valeur  comprise  entre  c  et  d. 


Pig.  , 


Fig.: 


Cela  posé,  voyons  comment  nous  obtiendrons  des  valeurs 
approchées  de  Ç,  par  déjaal  et  par  excès,  qui  soient  plus  voisines 
de  ia  racine  que  les  nombres  c  et  d. 

Nous  allons  nous  placer,  pour  fixer  les  idées  dans  le  premier  des 
quatre  cas  ci-dessus  énumérés.  Le  lecteur  n'aura  pas  de  peine  à 
appliquer  aux  trois  autres  cas  la  méthode  ou  les  méthodes  que 
nous  allons  exposer. 


678.  Méthode  des  parties  proportlosnellea  et  méthode  de 
Ne-wton.  —  Traçant  (sur  la  figure  aat  où  estreptodoiteladïipo- 
sition  de  la  figure  117)  la  droite  CD  qui  coupe  l'axe  dea  x  en  N, 
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et  menant  au  point  C  U  tangente  à  la  courbe  qni  coupe  l'axe  en 
L,  nous  voyons  que  le  point  de  rencontre  M  (d'abscisse  |)  de  la 
courbe  et  de  l'axe  est  situé  entre  L  et  N.  Si  donc  nous  appelons 
/  et  n  les    absdaies  respectives  des 
points  L  et  N ,  nous  aurons  /  ■<  ^  <  /t. 
D'ailleurs  —  étant  donné  la  dispo- 
sition de  la  courbe  et  le  signe  du  coef- 
ficient angulaire  de  la  tangente  en  C 
—  les  points  L  et  N  sont  évidemnoent 

situés  entre  les  pieds  des  perpendiculures  abaissées  de  C  et  D  sur 
l'axe.  Donc  les  valeurs  /  et  n  satisfont  anx  conditions  requises  au 
a"  576. 

Calculons  ces  valeurs  : 

i<*  On  voit  facilement  (')  que  la  droite  CD  est  la  droite  repré- 
sentative de  la  fonction  y  =f[d)  +  -^  j  "{'"'  {x  —  d)-  En  effet. 
cette  fonction  prend  la  valeur /(c)  pour  œ  =  c  et  la  valeur  /(d) 
pour  »  ^  (/;  donc  la  droite  qui  le  représente  est  la  droite  qui 
passe  par  les  points  C  et  D  dont  les  coordonnées  respectives  sont 
n,  /(c)  et  d,f[d).  L'abcisse  du  point  IN  (point  delà  droite  CD  dont 
l'ordonnée  est  nulle)  est  la  valeur  de  x  pour  laquelle 

/«-^4^'(— «  =  o. 

c'est  par  conséquent  n  =  d  —  (d-~c)       yû/     = 

2"  On  voit  facilement  que  la  droite  CL  —  dont  le  coefficient 
an^laire  (tHl)  est  par  hypothèse  /'(c)  —  est  la  droite  représen- 
tative {')  de  la  fonction  y=^f{e)-^{x  —  e)f"i:).  L'abscisse  du 
point  L  est  la  valeur  de  x  pour  laquelle  cette  fonction  s'annule, 
c'est-à-dire  pour  laquelle 

c'est  donc  (■)  :  I  =  t  —  û«) . 

I  )  CI.  diap.  iT,  î  4. 

(*)  Vûlechap.  IV,  S4-  OnToitqneponrx^e,  cette  fonction  eit  égale  à /(e|. 
Donc  la  droite  représentative  est  la  droite  de  coefficient  angulnire  f[t) 
qui  passe  par  la  point  C. 

(^)  Dans  le  caa  de  figuro  que  nous  considdrons,  on  a  /(c)  >  o,  ({e)  <  o, 
donoj!|j<o,  d'oui  >c. 
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Telles  sont  les  expressions  des  valeurs  approchées  {')  de  §  que 
nous  substituerons  aux  valeurs  approchées  primitives  c  et  d.  Les 
méthodes  qui  fouroissent  les  nouvelles  valeurs  consistent,  on  le  voit, 
k  remplacer  la  courbe  CD  (dont  il  s'agit  de  trouver  le  point  de 
rencontre  avecOj-),  soitparla  corde  CD,  eoit  par  la  tangente  en  C 
k  la  courbe.  La  première  méthode  est  (*)  souvent  appelée  méthode 
des  parties  proportionnelles  ;  la  seconde  a  re(;u  le  nom  de  «  mé- 
thode de  Newton  n  {'). 

En  appliquant  à  nouveau  ces  méthodes  à  l'intervalle  /,  n,  on 
déterminera  un  troisième  intervalle,  plus  petit,  qui  contient  la  racine 
inconnue  £  ;  et  ainsi  de  suite,  chaque  nouvel  intervalle  étant  plus 
resserré  que  le  précédent  et  faisant,  par  suite,  connaître  la  valeur 
de  Ç  avec  une  approximation  plus  grande. 

(■|  On  peut  facilement  calculer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  que 
l'on  commet  lorsqu'on  prend  l'un  des  nombres  J  ou  n  comme  valeur  de 
la  racine  £  [entendona  :  on  peut  calculer  un  nombre  s  tel  que  l'on  ait  lûre- 
mant  \  —  (<  a  et  n  ~  f  <  s)-  0»  trouvera  l'expretaion  de  cette  limite 
dans  les  traiiég  d'algèbre. 

(<)  Cette  méthode  est  ainsi  nommée  parce  que  la  ligne  droite  (ici  :  la 
corde  CD)  est  une  ligue  telle  que  raccroisiement de  l'ordonnée,  lorsque 
l'on  passe  de  l'un  ù  l'autre  de  ses  points,  est  proportionnel  i  l'accroisse- 
ment de  l'abscisse  [la  relation  qui  définit  les  points  de  la  droite  CD  peut 

s'écrire  Z. z^  =  ">.  Iss  valeurs  x,  et  y^  étant  les  coordonnées  d'un  point 

fixe,  X  et  If  les  coordonnées  d'un  point  variable  sur  la  droite,  m  un 
nombre  constant]. 

(')  Nbwtom  applique  en  particulier  cette  méthode  à  l'équation  y''— 3]/ — 5 

^o  qui  a  une  racine  comprise  entre  a  eto  -| [Numeralia  lequalionum  a/Jec- 

larum  reaolulio,  apud  AnalytU  ptr  aquationet  numéro  terminorum  infiniUi», 
Londres,  1711  ;  cf.  JVoffoni  Opiucula  tnaUum.,  t.  I,  17^41  P'   io-ia>. 


ERRATA 

Page  ti3,  ligne  S,  Au  lieu  de  c  nombre*  algébriques  >,  lire  •  nombres 
abiolus  ». 

Page  r!o5,  note  3,  ajouter  ;  D'une  manière  générale,  si  l'on  joint  un 
centre  O  aux  divers  points  A,  B,  C,.  .  d'une  figure  quelconque  de  l'es- 
pace, les  points  de  rencontre  des  droites  OA,  OB,  OC,,.,  avec  un  plan  P 
forment  une  figure  qui  est  dite  projection  conique  ou  CtnIraU  (sur  le 
plan  P)  do  la  figure  de  l'espace. 
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